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Oscillations linéaires et un théoréme ergodique
D’apres Mines PC 2011

On désigne par N l'ensemble des entiers naturels et par N* I’ensemble des entiers naturels strictement
positifs.
Soit k € N et n € N*. On note €% ([0, +00 [; R") I'ensemble des fonctions de classe €% sur [0, +oc| &
valeurs dans R". Pour chaque fonction z € € ([0, +oo [; R") , on notera z/(t) la dérivée premicre de = au
point t et x”(t) sa dérivée seconde.
On désignera %2, (R; C) I'ensemble des fonctions continues qui sont 2w-périodiques, c’est-a-dire les fonc-
tions h : R — C vérifiant :

Vit € R, h(t + 27) = h(t)

On désigne par (;) le produit scalaire euclidien canonique de R™. On identifiera chaque vecteur z de R”
a un vecteur colonne, encore noté z, de ., 1(R). Pour z,y dans ., ;(R), on a donc

(zy) =2y

On note S+ (R) 'ensemble des matrices symétriques réelles définies positives de taille n.
Dans tout le sujet, on considére deux matrices A et K de S (R).

I. Oscillations d’un certain systéme linéaire
1. Prouver que la matrice A est inversible.
2. Montrer que la matrice A=! est symétrique.

Pour z,y € R™, on pose : (z;y)4 = (Ax;y). On désigne par u 'endomorphisme de 'espace vectoriel R"
défini par Vz € R™", u(r) = A ' Kz.

3. Prouver que (;)4 définit un produit scalaire de R™. Puis montrer que
v,y € R", (u(x);y)a = (7;u(y))a

4. Montrer qu'il existe une base (e;),;, de R™ et n réels strictement positifs \; € R™(1 <i < n)
tels que
Vi € {1, . ,n},u(ei) = AilKei = Aiei

Dans la suite, pour tout ¢ € [1,n], on note w; = V/A;.
On considere I'équation différentielle :

Vt € [0, 400 [, Az"(t) = —Kuz(t) (1)

de fonction inconnue z € € ([0, +oo [; R™)
5. Montrer que z € €* ([0, +oo [; R") est solution de 1’équation différentielle (1) si et seulement si il

existe 2n nombres réels (a;);;c,, ; (bi)1<;c,, tels que :

Vt € [0, +ool, z(t) = Z (a; cos (w;t) + b;sin (w;t)) e;

i=1

Quelle est la dimension de I'espace vectoriel des solutions de I’équation différentielle homogene (1) 7



6. Soient z,y € €' (|0, 400 [; R") . Prouver que

i € 0, Fool, T ({Aws))(1) = (As'(1): (1)) + (Ax(D) 4/ (1)

7. Soit z € €* ([0 ,—|—oo[ R™) une solution de I’équation différentielle (1). Pour chaque réel ¢ > 0
on pose, T (z) (t) = 2 (Az'(t);2'(t)) et U(x)(t) = 1(K=z(t);z(t)). Montrer alors que la quantité
T (z)(t)+ U(x)(t) ne depend pas de t € [0, +o0.

Les solutions de (1) interviennent en physique ; l'objet de la partie III est d’étudier leur comportement
quand t — 400 dans le cas n = 2. Les quantités T (x) (t) et U(x)(t) représentent respectivement une
énergie cinétique et une énergie potentielle.

Il. Résultats intermédiaires.

2 k
1 t
Soit k € N*. On va définir un réel positif ¢, tel que : ck/ (%) dt = 1.
0

k
T (14 cost
8. Calculer / (%) sint dt. En déduire que ¢, est bien défini et que ¢;, < %.
0
On pourra poser le changement de variable u = cost.
Pour tout réel ¢ on pose Ry(t) = ¢y (%)k
9. Soit € €]0,7[. On pose : di.(€) = Supe(e 9, Fi(t). Prouver alors que
lim di(e) =0

k—4o00

10. a) Soit g € 2-(R;C). Montrer que g est bornée. On notera alors ||g|| = sup,cg |g(t)].

b) Soit € €]0,7 [, et k € N. Prouver que pour toute h € %5,(R;C) qui est de classe € sur R et
tout réel u, on a :

/%mw—ommu:/%ﬁgmhm—hm@et

AﬂRﬁu—ﬂMﬂﬁ—hw)g2Wﬂk+4ﬂMMg@.

2
On rappelle que / Ry (ty) dt; = 1.
0

Pour établir l’inégalité, on pourra utiliser que pour toutt, € [2r—e,2w|, h (u —t1) = h (u — t1 + 27)

I1l. Un théoréme ergodique.
Dans toute la suite on se limite au cas n = 2 de la partie 1.

11. Soit z € €2 ([0, +oo [; R?) une solution de I’équation (1). Montrer qu’il existe quatre réels ¢y, ca, @1, ©2

tels que :
2

Vt € [0, +ool, x(t) = Z c; cos (wit + ;) €; (2)

i=1

(On rappelle que les deux vecteurs ey, e; sont introduits dans la Question 4 ).



Dans la suite on fixe deux réels ¢1, @9 et on pose :
Vt € [O, +OO[, 9(15) = (wlt + ®1, WQt + 902) (3)

Jusqu’a la fin de I’énoncé, on suppose que “L n’est pas un nombre rationnel. On suppose donc qu’il
w2

n’existe pas d’entiers naturels my, my € N* tels que £t = Z;

On désigne par 6o, o, (R?; C) Pensemble des fonctions continues f:R? — C telles que :
Y (01,0) € R, f (61 + 2m,605) = f (61,02) = f (61,05 + 2m)
On désigne par €y, 5, (R* C) 'ensemble des fonctions f € €or 2x (R* C) qui sont de classe €.
12. Soit f € ngmgﬂ (RQ, (C)

a) Prouver que f est bornée et que (61,0:) — |f (01,0-)| atteint sa borne supérieure sur R2.
Avec les notations de la question précédente, on posera || f|| = supg, g,)er2 | f (01,62)].
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b) Montrer que 05 — / f (61,02) d; est continue sur R.
0

On pose alors :

27 27 27 27
] ooy awa. - | ( £ (6,02) d&) &,
0 0 0 0

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant :
Théoréme 1 (Théoréme Ergodique) Soit f € €5, ,, (R* C). Alors,

lim %/OT(foe)(t) dt:(27r)2/02ﬂ 02ﬂf(61,92)d91d92 (@)

w1

(On rappelle que 0(t) est défini dans (3) et que < o m'est pas un nombre rationnel).

13. Soit j,¢ € Z. Prouver le Théoreme Ergodique dans le cas particulier de la fonction (6,6s) —
f (01, 92) = ewljew?e.
Dans le cas ot (j,¢) # (0,0) on pourra vérifier que jw; + lwy est non nul puis on pourra calculer
séparément chaque membre de (4) dans ce cas particulier

Dans les trois questions suivantes on fixe un élément quelconque f € €y, 5, (R?*; C). Pour chaque k € N*
on pose :

27 2
V(u, ’U) € RQ, fk(u, U) = / / Rk (u — 01) Rk (’U — 92) f (01, (92) d91d92
0 0

14. Soit k € N*. Prouver qu'il existe (2k + 1)* nombres complexes (a; ) tels que pour tout

(u,v) € R? : fy(u,v) = z—kgj,egk a; e et

Justifier que la fonction f; vérifie le Théoreme Ergodique.

15. Soit € €]0, 7| et k € N*.
En appliquant la Question 10, prouver que pour tout (u,v) € R? :

utw) - flao)l <2 (| o7

+ o) + salstante

On pourra soustraire et ajouter gy(u,v) = / Ri(v — 09) f(u, 02)d0s.
0



16. Prouver le Théoreme Ergodique pour la fonction f.

d

o|) + sl sl

Pour € > 0 donné, on pourra choisir k € N* tel que di(e) < . Ensuite, on pourra appliquer la
Question 14 a fr et considérer Ty > 0 tel que pour tout T > T

On pourra poser M = 2 <H§_9le + ‘

1 T 2 27
‘f/o (fk e} 0)(t> dt — (QW)QA /0 fk (91, 92) d91d92 < e

17. a) Soit a,b €]0, 27 tels que 0 < a < b < 2m. On pose ¥, : [0, 27] — R définie par

y b't'—>{ sin? (ﬁ(t—a)) si t €a,b|

0 sinon

Montrer que v est de classe €.

b) On considére la solution x(t) = S22, cos (tw; + ¢;) ¢; de équation (1) obtenue en prenant
pour constantes ¢; = ¢a = 1 dans (2). Soit € un ouvert non vide de {ue; + vey/u,v €] — 1, 1[}.
Prouver qu'il existe ¢ € [0, +00| tel que z(t) € Q.

On pourra raisonner par Uabsurde et justifier alors Uezistence d’une fonction ® € €y, o (R* C)

telle que ®(6(t)) est nulle pour tout t € [0, +00[. On pourra chercher une telle fonction sous la
forme d . (91, 02) — @1(01)@2(62)

Fin de I'épreuve.

Le Théoréme Ergodique dit que la moyenne temporelle de la grandeur physique f coincide avec la moyenne
spatiale de f. Il s’agit de ’hypothése ergodique du physicien Boltzmann. La Question 17 est alors une

illustration du fait que toute trajectoire du systéme (hamiltonien) ergodique rencontre tout ouvert de
l’espace des phases.



