
MP 2 Exercice 2022 - 2023

Soit (𝐸) : 𝑦′ − 𝑦 + 𝑓 = 0 avec 𝑓 une fonction continue et intégrable sur R.

1. En déterminant l’ensemble des solutions de (𝐸) en utilisant f, montrer qu’il existe une unique solution 𝐹
qui soit bornée sur R.

2. Montrer que 𝐹 est intégrable sur R.

3. Comparer les intégrales sur R de 𝑓 et de 𝐹 au moyen de (𝐸).

Exercice (Exercice 3 p 66)

Solution :
1. Notons (H) : 𝑦′ − 𝑦 = 0 l’équation homogène associée. Les solutions des (H) sont de la forme 𝑥 ↦→ 𝜆(𝑥)𝑒𝑥 . On

cherche alors une solution particulière à l’équation (E) sous la forme𝑦 : 𝑥 ↦→ 𝜆(𝑥)𝑒𝑥 par variation de la constante.

𝑦 vérifie (E) ⇐⇒ ∀𝑥 ∈ R, 𝜆′(𝑥)𝑒𝑥 + 𝜆(𝑥)𝑒𝑥 − 𝜆(𝑥)𝑒𝑥 = −𝑓 (𝑥) ⇐⇒ ∀𝑥 ∈ R, 𝜆′(𝑥) = −𝑓 (𝑥)𝑒−𝑥

Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme 𝑦 : 𝑥 ↦→
(
𝜆 −

∫ 𝑥

0
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑡𝑑𝑡

)
𝑒𝑥 . Procédons par analyse-

synthèse.

— Soit 𝐹 une solution de (E) bornée sur R. Elle est de la forme 𝑥 ↦→
(
𝜆 −

∫ 𝑥

0
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑡𝑑𝑡

)
𝑒𝑥 . On voit que

𝑓 (𝑡)𝑒−𝑡 = 𝑜
𝑡→+∞

(𝑓 (𝑡)) donc 𝑡 ↦→ 𝑓 (𝑡)𝑒−𝑡 est integrable sur [0, +∞[ donc
∫ +∞

0
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑡𝑑𝑡 converge. Comme

𝑒𝑥 −→
𝑥→+∞

+∞, nécessairement 𝜆 =
∫ +∞

0
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑡𝑑𝑡 et donc

𝐹 : 𝑥 ↦→
(∫ +∞

𝑥
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑡𝑑𝑡

)
𝑒𝑥 =

∫ +∞

𝑥
𝑓 (𝑡)𝑒𝑥−𝑡𝑑𝑡

— Synthèse. Pour tout 𝑥 ∈ R, |𝐹 (𝑥) | ⩽
∫ +∞

𝑥
|𝑓 (𝑡) |𝑑𝑡 ⩽

∫ +∞

−∞
|𝑓 (𝑡) |𝑑𝑡 .

2. Soit 𝑎, 𝑏 ∈ R2 avec 𝑎 < 𝑏.∫ 𝑏

𝑎
|𝐹 (𝑥) |𝑑𝑥 ⩽

∫ 𝑏

𝑎

(∫ +∞

𝑥
|𝑓 (𝑡) |𝑒−𝑡𝑑𝑡

)
𝑒𝑥𝑑𝑥

⩽
[(∫ +∞

𝑥
|𝑓 (𝑡) |𝑒−𝑡𝑑𝑡

)
𝑒𝑥
]𝑏
𝑎

+
∫ 𝑏

𝑎
|𝑓 (𝑥) |𝑑𝑥

⩽ 𝑒𝑏
∫
𝑏
|𝑓 (𝑡) |𝑒−𝑡𝑑𝑡 +

∫ 𝑏

𝑎
|𝑓 (𝑥) |𝑑𝑥 ⩽ 2

∫ +∞

−∞
|𝑓 (𝑡) |𝑑𝑡

La fonction 𝐹 est intégrable sur R

3. Pour 𝑎 < 𝑏. ∫ 𝑏

𝑎
𝐹 =

∫ 𝑏

𝑎
𝐹 ′ +

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎) +

∫ 𝑏

𝑎
𝑓

On a vu que |𝐹 (𝑥) | ⩽
∫ +∞

𝑥
|𝑓 (𝑡) |𝑒−𝑡𝑑𝑡 ce qui montrer que 𝐹 tend vers 0 en +∞.

De même, pour 𝑥 < 0,

|𝐹 (𝑥) | =
∫ 𝑥/2

𝑥
|𝑓 (𝑡) |𝑒𝑥−𝑡𝑑𝑡 +

∫ +∞

𝑥/2
|𝑓 (𝑡) |𝑒𝑥−𝑡𝑑𝑡 ⩽

∫ 𝑥/2

𝑥
|𝑓 (𝑡) |𝑑𝑡 +

(∫ +∞

−∞
|𝑓 (𝑡) |𝑑𝑡

)
𝑒𝑥/2 −→

𝑥→+∞
0

On a donc
∫ +∞

−∞
|𝐹 | =

∫ +∞

−∞
|𝑓 |.


