MP 2 Exercice 2022 - 2023

’ Exercice (Exercice 3 p 66) ‘

Soit (E) : y' —y+ f =0 avec f une fonction continue et intégrable sur R.

1. En déterminant I’ensemble des solutions de (E) en utilisant f, montrer qu’il existe une unique solution F
qui soit bornée sur R.

2. Montrer que F est intégrable sur R.
3. Comparer les intégrales surR de f et de F au moyen de (E).

Solution :

1. Notons (H) : y’ —y = 0 I’équation homogeéne associée. Les solutions des (H) sont de la forme x — A(x)e*. On
cherche alors une solution particuliere a I'équation (E) sous la forme y : x +— A(x)e* par variation de la constante.

y vérifie (E) & Vx e RV (x)eX + A(x)e* — A(x)e* = —f(x) & Vx e R A (x) =—f(x)e™™
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Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme y : x +— (/1 - / f (t)e_tdt) e*. Procédons par analyse-
0

synthese.
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— Soit F une solution de (E) bornée sur R. Elle est de la forme x +— (/1 - / f(t)e_tdt) e*. On voit que
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f(t)e ' = 0 (f(t)) donct +— f(t)e ! est integrable sur [0, +oo[ donc / f(t)e~'dt converge. Comme
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eX —> +oo, nécessairement A = / f(t)e'dt et donc
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< [( [ |f<t>|e-fdt) - :+ / "l

b +00
b -t
< o [iroletare [Cfwiar<e [ il

(o)

+00
— Synthése. Pour tout x € R, |F(x)| < / [f(2)]dt < /
. _

2. Soit a,b € R? avec a < b.
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La fonction F est intégrable sur R

‘/abF:/abF’+/abf:F(b)—F(a)+/abf
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On a vu que |F(x)| < / |£(t)|e~*dt ce qui montrer que F tend vers 0 en +oo.
pe

3. Poura < b.

De méme, pour x < 0,
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IF(x)] = / F(D)le"dt + / F(Dle*"dt < / If(t)ldt+( / If(t)ldt) &P 0
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Onadonc/ |F|=/ Ifl.




