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1) Soit k € N* : Vt € [k, k + 1] < — < — (par décroissance de t — S sur [k, k +1]).

"k+1 Stk

k+1 1 1 k+1 1 k+1 1
Par croissance de l'intégrale, on a donc : / ——dt=—— < / n dt < / —dt = %
k k k

1 k+1 dt
Ainsi S/ — <
k

2) a)

kE+1 kE+1 k

T =

k+1

Pour un entier n non nul, on somme de k=1ak=n—1:

g " LI G | nq 011
Z/mzzk:_l+zk<2/k tdt:/l ;dtg E:ZE—E(onautlhse
k=1 k=2 k=1 k=1

la relation de Chasles)

"1 1
Ainsi -1+ H,, < / : dt =1In(n) < H, — — et donc
1 n

t

1

In(n)+ - < Hy, < In(n)+1
n
. 1 H, 1
Pour n > 2, on divise par In(n) > 0 et donc : 1 4+ < — <1+ et donc par le
In(n)n Inn In(n)
H
théoreme d’encadrement, <n> converge vers 1, et finalement
nn
H, Iod In(n)

1 n+1 1
Pour tout n non nul, up41 —uy = Hyy1 — Hy—In(n+1)+1In(n) = 1 —/ zdt < 0 d’apres
n n

1). La suite (uy),>1 est donc décroissante.

< u, < 1, donc uy, € [0, 1] est une suite minorée

SRS

D’apres 2) a), pour tout n > 1,ona: 0 <
et décroissante, donc elle converge vers ~.
Comme pour tout n > 1,ona:0 < < u, < 1, par passage a la limiteona 0 < v < 1.

1\ 2
Les applications f' et t — (t — k- 2) étant de classe €' sur [k, k + 1] C]0,+oo[, on peut

opérer une intégration par parties :

[(t—k—;y f’(t)L —/:H <t—k:—;> f(t)dt

= S (Green-Srw)- [T (-n-g) rwa

Par une nouvelle intégration par partie, on obtient :

Jp =

N | =

1

e = 8<f’<k+1>—f’<k>>—[(t—k—;) f(t)}“ﬂ /:Hf(t)dt

k
= é(f’(k+1) — f'(k)) — (; flk+1)— <—;> f(k:)) +/:+1f(t) dt

et donc finalement :

, o k+1
jo= IEED f<k>_f<’f+1;+f<’€)+/k f(t)dt




b) Pour n € N*, on somme cette relation dek=1lak=n-—1:

],n_l ]7n—1 n—1 ,ki1
ij— Zf (k+1)— Zf _2;f(k+1)—2kz:1f(k)+;/k f(t)dt =
n n—1 n
=3 Zf’(k;) -3 Zf’(k;) — % flk) — % Zf(k:) +/ f(t) dt (par la relation de Chasles
k=2 k= k=2 k=1 1

pour la derniere somme).

n—1 n n
Ainsi:ZJk:éf/( )—*f —(Zf ) ;(Zf(k)_f(n)>+/l f(t)dt
k=1 =

Ce qui est la relation annoncée, en réorganisant légérement. . .

D+ f(n) | f'n)— (1), [
Zf T +/1 f(t)dt—;Jk

5) a) [ est de classe €2 sur R} et f”(z) = 5.
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En multipliant par <t — k- ) qui est positif, on a :

2 2
<t_k_;> <t_k_;>
vVt € [k, k+1],2—~——— 24— < 2 <

1
vt € [k, k+1], (par décroissance de t — 73 sur [k, k +1]).

[\

(k+1)3 h 3 = k3
on a donc :
1\2
2 t—k—; 2
1 k+1 1 k+1 9 1 k+1 1
—_— t—k— - dt < Jp = - dt < — t—k— = dt.
<k+1>3/k ( 2) ) /k & B ( 2)
k+1
ket 1\? 1 1\* 1 /1 1 1
Or/ t—k—=| dt=< t—k—= =—|==(-= =—.
. 2 3 2) |, 3 \8 8 12
1 1
dot ———— < Jp €< —.
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b) La série de terme général Ji étant a terme positif, on a 0 < J; < 1253 donc comme la série de
1 1
terme général 3 est une série de Riemann convergente (3 > 1), la série de terme général B k:3 est

convergente (opérations algébriques sur les séries convergentes), et donc la série E (Jx) converge

par comparaison.

c¢) C’est la méme démarche que dans les questions 1) et 2) :
k+1 dt
Pour tout ¥ > 2 on a W < /k 3 < = car la fonction ¢ s decr01t sur [k, k+1].

On en déduit a l'aide de la relation de Chasles en sommant de k = n a k = N que pour tout

n < N:
N N+1 N
1 / a 1, _, _9 1
> —— < F=sm-(N+1)) <Y o
3 3 3
k1) S, B2 2%
N+l N+1 1 Ny
. -2
ou encore : Z 3 Zk‘3\§ Z_(N+1) )gg 3
k=n-+1 k=n
. . o 1 1
Passant a la limite quand N — oo, il vient : |R,,_1 — - < —5 < Ry
n3 2n2




d)

Par 5) a),
N N+1

1 1 1 1

on a — — ; comme les trois séries intervenant
12 ];L(kﬂrl) 12 k2+1k3\2’“\12 Zk?’

dans 'inégalité sont convergentes, en passant a la hmlte on a :

+oo
1 1 1 1
12 3 + 1 R,_1 < Z Ji < 2 R, _1 et donc finalement par la question précédente :

—+00
1 1 1
o Ainsi : — —— < n? E Jp < o1 + Ton et donc par le théoreme d’encadrement, <n2 g Jk.>

1
converge vers o, finalement : Z Jp~ —=

—+00

1 1
Ceci se traduit par : Z Jp = 242 +o0 (2>
n n

n—1 +o0

1 1

On a ainsi : S = ZJk+ZJk—ZJk+242+0< )
k=0 k=n

Ainsi, par 4)b) appliqué a f définie au début de 5) :
—1 1
n—1 (1) 14~ on n
1 1 7~ ( 1 dt
A Y () ) noy e
; k 24n2+0<n2> TR D DY Lt
n
1 1 1 1 1 1\ 1 1
ou:Y T =lnn—Inl — (= -2) S+
don: ) p=hn—Inl=5+5 4545, +<24 8>n2+0<n2>
k=1 %,—/
=5

Ainsi anln()+ﬁ+2ln—121nz+o(l)
Dou: u, =06+ 2 12n2 + 0( ) tend vers 8 quand n tend vers +oo.
Or par 3) b), (u,) converge vers ~; par unicité de la limite, 8 = .




