MP1 DL 4 - Corrigé 2023 - 2024

Exercice 1

1) Soitt € Rt. Soit g, : © € RT — /t + . Comme g, est a valeurs dans R et comme fy(z) € RT,
la suite (f,,(x))n>0 est bien définie avec Vn € N, f,11(t) = g:(fn(2)).

Sit =0, la suite (f,(t)) est la suite nulle, qui converge vers

f(0)=0

Dans la suite de cette question, on suppose que ¢t > 0.

Posons h; : x € RT — gy(x) — x. Par croissance stricte de la fonction v — u* sur R*, pour
tout & € RT, hy(x) est, au sens strict, du signe de Vita —a?=t+x— 2% Le discriminant
de ce trinome du second degré en x est 1 + 4t et ses racines sont _Iilém = 1:F\/2@.

La plus petite des racines est strictement négative.

On en déduit que hy(z) est strictement positif (du signe de —(—1)) sur [0, ZCH]

14+/144¢
2

, nul en
et strictement négatif au dela.

Lintervalle [0, Z25F4 [ étant stable par g, et contenant fo(z), la suite (f,(t)) est (par récurrence)
a valeurs dans cette intervalle. On a donc pour tout n € N, f,,.1(¢t) — fn(t) = hy(fo(t)) > 0

La suite (f,,(t)) est ainsi (strictement) croissante et majorée (par 1+\/ﬁ

L), donc converge vers
une limite f(t).

De plus, par passage a la limite dans la relation f,1(t) — fu(t) = he(fn(t)) et par continuité
de hs, on a

f@) = f{t) = hu(f(1))

(car la suite (f,41(t)), étant extraite de (f,,(t)), converge vers f(t))
1+4/T14%
2

Ainsi, puisque h; ne s’annule qu’en ,on a
1+ V144t .
ft) = — (sit>0

2) La convergence de la suite (f,) vers f n’est pas uniforme sur R, car sinon, les f, étant

continues, f le serait également, ce qui n’est pas le cas puisque

lim f(#) =17 0= f(0).

t—0t

3) Soit ¢ > 0.

[frra@) = FO] = [9:(fa(t)) — 6 (f (D))
= [Vi+ fult) = VE+ [(1)]
(t+ fo(t) = (E+ f(1)

t+ fult) +/t+ f(t)

_ ‘(an( ) — (t+ f(t ))'
fn-i—l( ) ( )
|[fnt) = F()]
= an-l-l(t)
car 0 < fh41(t) < f(t) par croissance de la suite (f,,(t)).




4) Soit a > 0.

Pour tout ¢ € [a, 400, et tout n € N,

|[fn(t) — f(1)]
funlt) = FO] < PR
|fn(t) — F(2)]

h 2fn+1(a)

car une récurrence immédiate montre que pour tout n € N, f,, est croissante sur R*. Comme
2fni1(a) = 2f(a) = 1++/1+4a > 1, choisissant k €]1,2f(a)[ (un tel k existe), il existe un
entier N tel que

VYn >N, 2f,1(a) = k.

Par récurrence immédiate, pour tout n > N et tout ¢t € [a, +00],

[f1(t) = f(?)]
2fn(a)) ... (2f2(a))

alt) = 1] <

Reprenant le calcul du début de la question 3),

_ @ —F®OF _ f®)

Lfi(t) = f(t)] = fi(t) + f(t) N L)+ f(2)

<1

On a donc pour tout n > N :

1
[1fn = Flloofarool < kN (2fn(a)) ... (2f2(a))

Comme k£ > 1, on a par encadrement :
an - f||oo7[a,+0<>[ — 0
n—oo
ce qui montre que (f,,) converge uniformément vers f sur [a, +o0].
Exercice |l

a) La fonction g étant continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée. Par 1-périodicité de

g, elle est ’bornée sur ]R‘. En effet, notant M un majorant de |g| sur [0, 1], on a pour tout
reR, [g(2)] =lg(y)| < M oty =z — |z] € [0,1].
b) Notons f, : € R — a"g(b"x). Soit n € N. Pour tout z € R, on a : 0 < |a"g(b"z)| <

[l9||sca™ donc | > f,, converge normalement sur R |, donc converge simplement.

c¢) Par la question précédente, > f,, converge uniformément. Les fonctions f,, étant continues,

la fonction |1V est continue |
De plus pour tout z € R, [W(z)] < D07 ll9llwa” = Hfﬂ:’. Ainsi W est bornée et
W] |oe < llglleo |

l—a

a) Soit f une fonction bornée de R vers R. Pour tout = € R,

T(f) ()] < allfllo

Donc | T(f) est bornée|.
Pour f et g bornées et A\ € R, pour tout = € R,

TS+ 9)(@) = a(Af + g)(bx) = Aaf(bx) + ag(bx) = AT (f)(z) + T(g)(x)

donc ’T est linéaire ‘




b)

Soit f bornée telle que T'(f) = f.
On a pour tout z € R,

f(x) = af(br)

Comme z — bz est surjective de R vers R, on a

|z = F(0)]oo = [[f]lo0

Comme |].||s est une norme, on a donc || f||eo = |a|.||f]locc = al||f]]oo-
Comme a # 1 et (1 —a)||f|loc =0, on a || f|||cc = 0 donc f est nulle.

Donc ’ 1 n’est pas une valeur propre de T’ ‘

Remarquons que pour tout naturel n, T(f,) = foi1.

Pour tout » € R, T(W)(z) = aW (bx) = a7~ a"g(b"bx) = 322, g(bPx) = W(x) — g().
Donc |T(W) =W —g|.
Soit Z une fonction bornée vérifiant la méme relation.

Par linéarité de T', T(W — Z) = W — Z. Comme 1 n’est pas valeur proprede T, W —Z =0
donc |W = 7|

Comme 8,, —x9g — Oeta, —z9 — 0

m—0o0 m—ro0

f(Bm) — flaum) _
Bm — Oy B
f(xo) + f'(20)(Bm — 70) + 0(Bn — o) — <f($o) + f'(w0)(tm — 20) + 0(am — 330))
Bm — QO
Or ’ﬁm_x0| = 6m_x0 < ﬁm_am = |ﬁm_am| et |04m_x0’ = To—Qnm < ﬁm_am = |ﬁm_am|
donc 3, — xp = O(ﬁm - O‘m) et ay, — 1o = O(ﬁm - am)'

Ainsi

f(Bm) — flam) — f'(@o) (B — o) — [/ (w0)(m — o) + 0(Brm — )
ﬁm — Gy Bm — QO
_ J'(20) (B — ) + 0( B — i) N f/(Io)

B — Qi m—00

Pour tout réel z, et tout entier k, ’encadrement —% <x—k< ; équivaut a x + >k >

x — % 11 existe ’un unique entier k vérifiant ceci|, c’'est [z — 3].

On applique ce résultat a x = b x.

sinp — sin g = 2sin %52 cos 54 p+q

|sinz — siny| = 2| sin F5|. |cos | < 2]sin Y|

Par récurrence, |sinx — siny| < 2"[sin 72| = |z — y| s ZU”
2m

in Y . N .. . 2
Or Z¥ — 0donc =52~ — sin'(0) = 1. Par passage a la limite dans les inégalités

n—00 om n—-+o0o
larges,

|sinx —siny| < |[r —y|.1 = |z —y|

(c’est plus simple avec 'inégalité des accroissements finis...)



pariit L] PRy o RS RULES
n=0 ﬂm — Qi =0 — Oy
B mz_l ,Sin(27wb™ By, ) — sin(27b"ayy, )
N n=0 ’ /Bm — Om
m—1 n . n
< an|27rb B — 2m0" |
n=0 Bm — QO
m—1
= |27 Z a™b"
n=0
(ab)™ —
pu— 2 —_—
-1
d)
3 3T
2rb" oy, = 27k, — =) = —— |2
" oy, 7(km 4) 5 [27]
donc | g(b"ay,) =1
270" By, = 27 (ke + §) = S [27]
4 2
donc [ g(b™B,,) = —1
Soit n un entier tel que n > m.
bnfm
27" vy, = 270" " (K, — Z) = _MT =0 [n]

car b est un entier pair et n —m > 0 donc 0"~ est pair.
Donc |g(b"ay,) = 0].
De méme, |g(b"5,,) =0

W(Bn) = Wlen) _ 5 rgl¥Bn) = o)

5m — Oy n=0 O
m—1 n . n 1
_ ang(b ) = " tm) L —1= 1
n=0 ﬁm — Oy 6771 — QO
_ IS a9 B) —g(bran) | 2am
X a -
=0 Bm — Bm —
< on (ab)™ =1 2a
ab—1 Bm — Qi
m 2q™
< op 2%
CLb -1 om

= |(ab)” (abzi 1 %)

3
f) Supposons que ab > 1+ 5T



1 2

< 2 et X

< % et comme ab > 1, on a par la majoration

ab — 1 > 2 donc

2 ab—1 3 ab—1 3
précédente :
W) = Wiow)
B — Qm m—oo
Orbmxo—%<km<bmxo+%doncxo—2l+m <km<x0+2,+m donc

1 3 1 3
xO_Qbm_4bm <O‘W<x0+2bm_4bm <:U0

et

x0<xo—#+%<ﬁm<xo+ﬁ+ﬁ<xo

On en déduit que les suites (ay,) et (5,,) vérifient bien les hypotheses de la question 3)a).
Donc, d’apres cette méme question, W n’est pas dérivable en z (car sinon on aurait
W' (zg) = —00.)

Ainsi ’ W n’est dérivable en aucun point ‘

Cet exemple donné par Weierstrass d’une fonction continue partout et dérivable nulle part
a choqué certains lors de sa publication. Charles Hermite écrit en 1893 dans une lettre a
Thomas Stieltjes :

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable des fonctions continues

qui n’ont pas de dérivées”



