MP1 Devoir libre 9— corrigé 2023 - 2024

On note
h : C? — Mg(@)
zZ w
(z,w) — (_w 2)
E =h(1,0),1 = h(i,0),J = h(0,1), K = h(0,1)
On pose

H = {h(z,w), (z,w) € C?}
On appelle quaternions les éléments de H.
1) Soient (z1,w;) et (29, wy) deux éléments de C* et A € R.
/\Zl + 29 )\wl + wo

h()\(zl,wl) + (ZQ,U)Q)) = = )\h(zl,wl) + h(ZQ,U)Q)
—)\w1 + wo )\Zl + 29

car la conjugaison est R-linéaire.

Donc h est R-linéaire. Comme H = I'm(h), H est un R-sous-espace vectoriel de My(C).

Soit (z,w) € ker(h). Comme la premiere ligne de h(z,w) est nulle on a (z,w) = (0,0) = Oce.
Donc h est injective.

Ainsi h induit un R-isomorphisme de C? vers H.

Comme ((1,0), (,0), (0,1), (0,7)) est une R-base de C?, son image (E, I, J, K) est une R-base
de H.

Vérifier que h est R-linéaire et injective. En déduire que H est un R-espace vectoriel et que
(E,1,J,K) en est une base.

= (5 ) (5 ) -C -

On vient de montrer plus haut que IJ = K. Un calcul direct montre que JI = —K. On peut
aussi remarquer que puisque I2 = —F, I est inversible et /7! = —I. Idem pour J et pour K.
Ainsi

JI=(-JHY~-TI"HY=U))'=K'=-K

r{Ee| I J | K
ElE] I J | K
I\l | -E| K |—J
JI|J|-K|-E| I

K\ K| J |-I|-F

3) La table précédente montre que tout produit a facteurs parmi F, I, J, K est un quaternion.

Or tout quaternion est combinaison R-linéaire de (F, I, J, K), donc tout produit de quater-
nions est combinaison R-linéaire de FE, E1,..., KJ, KK donc est un quaternion (car H est
un sous-R-espace vectoriel de My(C)).

Enfin H contient F qui est I'unité de My (C).
Donc H est une |sous-R-algebre de My (C) |.

Soit @ = aF + bl + ¢J + dK (avec a,b,c,d € R) un quaternion qui commute avec tous les
quaternions.
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5)

Comme IQ) = QI on a:
al —bE+cK —dJ =al —bE —cK +dJ

Comme (E, 1, J, K) est R-libre on en déduit que ¢ = —c et —d = d donc 2c = 2d = 0 et ainsi
c=d=0 (car 2 # 0 et R est integre).
Comme JQ = @J on a:

aJ —bK —cE+dl =aJ +bK —cE —dI

et on en déduit de méme que b = d = 0.
Donc @) est un quaternion réel.

Réciproquement, si () est un quaternion réel, il commute avec tous les quaternions car E
commute avec I, J et K.

Donc lle centre de H est la R-droite des quaternions réels. ‘
Soient z,2z' € C et Q,Q" € H.

(z+2)xQ = hiz+2,00Q = h((2,0) + (#,0))Q = (h(z,0) + h(',0))Q
(0@ h(0)Q = (2 % Q) + (2 x Q)

par R-linéarité de h et C-linéarité a gauche du produit matriciel.

z X (Q + Q,) = h(270)(Q + Q/> - h(Z,O)Q + h(Z,O)Q/

par C-linéarité a droite du produit matriciel.
, [z 0\ (2 O (220 _ / (
z %X (z XQ)—<O z> <O z_’>Q_(O ZZ—,)Q-h(zz,O)Q-(zz)XQ

1xQ=EQ=Q

Donc | (H, +, x) est un C espace vectoriel |

De plus pour tous z,w € C,

z 0 w 0 0 1
sz—l—wa—(O z)+(0 w) (_1 O)—h(z,w)

donc (E, J) est C-génératrice de H. De plus

z2x E4+wxJ=0g< h(z,w) =0 < (2,w) = (0c,0¢)

car h est injective. Donc (F, J) est C-libre. | C’est donc une C-base de (H, +, x) |.

Soit z € C
J(sz):(_O1 é) (S (;):(_OZ g>:(sz)J

Remarque : on a donc J(z x E) = h(z,0)J = h(z,0)EJ = 2 x (EJ) # z x (EJ) si Z est un
complexe imaginaire (non réel). Donc (H, 4, x,.) n’est pas une C-algebre puisque le produit
matriciel n’est pas C-linéaire a droite.

Soit ) un quaternion.
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a)

Soient A € C et Q1,Q2 € H.

doAXx Q1+ Q2) = (AXQ1+Q2)Q = (h(A0)Q1 + Q2)Q
= (A 0)Q:1Q + Q2Q = X x (Q1Q) + (Q2Q) = A x do(Q1) + do(Q2)

Donc dg est C-linéaire (au sens de X).
Soit (A, ) € C? tels que @ = A x E4+ pux J. Alors dg(FE) =Q = A X E+ u x J et

do(J) = JAXE)+ J(ux J) = Ax J+ J(ux E)J = Ax J+ (i x E)JJ = —fix E+AxJ

_ (A R
Donc | Mat(g,5)(dg) = (M 3 ) .

Soient f € F. Soient z1, ..., z, les coordonnées de f dans la C-base (eq,...,€e,).

Soient x1,...,Tn, Y1, -, Yn € R.
festégal axiey+...+ape, +yiier) + ... +ynlie,) = (x1 +iyr)er + ...+ (Ty + iyn)e, si

et seulement si z1 + iy; = 21, ..., T, + iy, = 2, c'est-a-dire z1 = Re(z1), ..., Yo = Im(z,).
Ainsi tout vecteur de E s’écrit de maniere unique comme combinaison R-linéaire de
(e1,...,1€,), ce qui prouve que cette famille est une R-base de F.
2 ¥ Re(z)
De plus si Matg(f) = Z = | + | alors Matg/(f) = (Y) avec X = : et
Zn, Re(z,)
Im(z)
Y = :
Im(zy)

Matg(u(f)) =MZ = (A+iB)Z = (A+iB)(X +iY) = X' +iY’
avec X' = AX — BY et Y/ = BX + AY, c’est-a-dire

)=6 26

Ceci valant pour tout vecteur f de F', on a :

Matg (u) = @ - AB)
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On a donc

A -B
det(u) = ‘B A‘
_ |A+iB —B+iA
- | B A

. N . . . N In In
car Ly — Ly + iLs correspond a une multiplication a gauche par ( 0 Z[ )

dont le déterminant est 1
A+iB 0|1, i,
0 I,||B A

InO'

= det(A+iB) B A—iB

. . e e . I, —il,
car Cy — Cy —1C correspond a une multiplication a droite par ( 0 [Z )

dont le déterminant est 1
= det(A+iB)det(A—iB)
= ]det(A+7lB)|2 = ]det@(u)|2

car la formule det(M) = 3 g €(o) [[j_; mo(j),; montre que deux matrices conjuguées
ont des déterminants conjugués.

A —p

(en anticipant sur la définition de ||.||)

c)

2

= [P+ [l = (A2 + ) =111

_ 2 _
det(dg) = | det(do)|* =

Posons |z x QQ = Qh(z,0) | pour tout z € C et tout @ € H.

On montre de méme qu’en 5)a) que (H, +, %) est un C-espace vectoriel de base (E,J) pour
lequel la multiplication a gauche gg par ) est un C-endomorphisme.

Remarquons que pour tout complexe z on a z* J = Jh(z,0) =z x J.
Dans les notations précédentes,

9o(E)=Q=AXE+puxJ=A«E+[i*J
90(J) = QJ = h(A\,0)EJ + h(1,0)JJ = —px E + \J

d’ott Mat(g, 1) (90) = (2 _/—\M) et on a encore

det(gq) = [IAP + uP|” = llQIl*

Remarquons que si Q = aFE + bl 4+ ¢J + dK = h(a + ib, ¢ + id) avec a,b,c,d € R alors

« (a—1ib —c—id\
@ _(c—z’d a+ib>_a_bl_CJ_dK

Soient Q1 = a1 E 4+ bl +c1J +d1 K et Qy = aol + bol + coJ + do K avec aq,...,ds € R.
En utilisant la table de multiplication de la question 2) on a :
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(Q1|Q2> == Re((alE - bll — 01J — dlK)<(12E + bQI + CQJ + dQK))
= Re((alag -+ blbz “+ ci1co + dldg)E + bI[ + CIJ —+ d/K)

avec b, ¢, d € R d’ou
(Q1|1Q2) = araz + biby + cicp + didy = ((alv b1, c1,dy)|(az, by, ca, dz))

olt (.].) désigne le produit scalaire canonique sur R%.

can

On en déduit que (.|.) est un produit scalaire sur H et que I'application (a,b,c,d) — aF +
bl + ¢J + dK réalise un isomorphisme d’espaces euclidiens de (Ry, (.].)can) vers (H, (.|.)).

On en déduit que (F,I,J, K) est une base orthonormale pour ce produit scalaire, car la
base canonique de R* est orthonormale pour (.|.)en et est transformée en (E,I,J, K) par
I'isomorphisme précédent.

L’orthogonal de la R-droite Vect(E) des quaternions réels est donc

I'hyperplan Vect(1, J, K) des quaternions purs |
Soit @ € H et z,w € C tels que Q = h(z,w).

o= (7 V(5 ) = ko = lQlPE

z —w

Si @ est non nul alors ||Q|| # 0 (car ||.|| est une norme), donc (WQ*)Q = FE. Ainsi @Q est
inversible et | Q! = HQHQQ* :

Soient @1, Q2 € H. Remarquons que (Q1Q2)" = (QlQQ)T = Q2TQ1T = (3@, donc

1Qi1Qal] = VRe(Q5Q1Q1Qs) = v/ Re(Q3]|Q1[PEQ2) = v/ Re(]|Q1]PQ5Q2)
= \/Re HQlH HQz |2E \/||Q1|| HQz ‘2 = HQlH HQzH

Soit () un quaternion non nul.

a) Remarquons que cg = gg o dg-1.
Comme qg et g sont R-linéaires, il en va de méme pour cq.
De plus pour tout Q" € H,

leo(@)II = IRILNQTNQ I = lQQ L@ = |E]Q = Q']

car ||E||* = Re(E*E) = Re(E?) = Re(E) = 1.
Donc cg est une isométrie vectorielle de H.
Enfin d’apres la question 5) ,

det(cq) = det(gq) det(dg-1) = |QII Q| = ||| =1

Donc cq est directe.
b) cq(E) = E, donc la R-droite des quaternions réels est stable par cq.

Comme cg est une isométrie vectorielle, 'orthogonal de cette droite est stable par cg. Or
cet orthogonal est Vect(1, J, K) car (E, I, J, K) est une base orthonormale de H.

Ainsi |le R-hyperplan P des quaternions purs est stable par cg |.

Comme cg est une isométrie vectorielle de H, ¢g est une lisométrie vectorielle de P].
De plus 1 = detgr(cg) = detr(éq) detr(idrp = detr(Cq) car cg induit I'identité sur RE.

Donc ¢ég est .
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9)

10)

11)

Pour tous Q1,Q2 € H\ {0} on a :
VQ e P ég,(0q.(Q)) = Q1@:Q05 Q1" = (Q1Q2)Q(Q1Q2) ™"

donc ¢q, 0 ¢q, = CiQ»-
Ainsi ¢ est un ’morphisme de groupes‘ de (H\ {0},.) vers (SO(P),o0).
Soit @ € ker(p). Alors pour tout Q' € P, QQ'Q™! = idp(Q') = Q' donc QQ' = Q'Q.

De plus ) commute avec tous les quaternions réels (qui sont dans le centre de H).

Par bilinéairté du produit matriciel, ) avec tous les quaternions car RE + P = H.
Donc () appartient au centre de H donc est un quaternion réel.

Réciproquement, si () est un quaternion réel non nul alors il commute avec tous les éléments
de H, donc avec tout quaternion de P donc ¢g = idp.

Donc | ker(p) est 'ensemble des quaternions réels non nuls |.

Soit ) un quaternion pur non nul.

co(Q) = Q. Comme ¢ est une rotation vectorielle (car c¢’est une isométrie vectorielle directe
de P qui est de dimension 3), c’est une rotation d’axe Vect(Q).

éé = €2 car ¢ est un morphisme de groupes.

Or @ est un quaternion pur donc Q* = —(Q) et ainsi

Q' =-QQ=—|lQIPE

Donc Q? est un quaternion réel. D’apres la question précédente, C% =idp|.

Donc ¢g est une symétrie vectorielle. Etant une isométrie directe, c’est une symétrie orthogo-
nale par rapport a un sous-espace F' dont la dimension d vérifie :

1= dﬂgt(cQ) = (—1)dm0 = (—1)3

€L

ol F* désigne I'orthogonal de F' dans P.

Ainsi d est impair donc ¢g est un demi-tour ou l'identité de P.

Ce dernier cas est exclu car () est un quaternion pur non nul donc n’est pas un quaternion
réel donc () n’appartient pas au noyau de ker ¢. Donc ¢g est un demi-tour.

Comme (@ est point fixe non nul de ¢, | ¢g est le demi-tour d’axe Vect(Q) |.

Soit r une rotation d’'un espace euclidien F' de dimension 3.

Soit D un axe de r (unique si r # idp).

Alors le plan D+ est stable par 7 et 'endomorphisme # de D+ induit par r est une rotation
plane.

Il existe alors des droites vectorielles A et A’ de D+ telles que 7 = sas 0 s, oll sa désigne la
réflexion de D+ par rapport a A.

Notons p et p' les demi-tours de F' d’axes A et A,

Alors pour tout vecteur z de D on a p(z) = —x car x € At (car A C D+ done D L 1LC A*1).
De méme p/(x) = —z. Ainsi (p/ o p)(z) = —(—x) = x.

De plus D+ est stable par p et par p, et les endomorphismes de D+ induits par p et p’ sont
sa et sa. Donc p' o p stabilise D+ et 'endomorphisme induit correspondant est sa 0 5o = 7.
Ainsi p' o p et r coincident sur D et sur D+. Etant linéaires, ils coincident sur D + D+ = F.
Donc ’r est un produit de deux demi-tours ‘

Soit r € SO(P). D’apres ce qui précede, r est un produit de deux demi-tours. D’apres la
question précédente, chacun de ces demi-tours est dans I'image de .

Comme cette image est un sous-groupe de SO(P), donc stable par o, on en déduit que r €
Im(p).

Ainsi SO(P) C Im(yp), donc ’ @ est surjectif‘.
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