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Partie | :

Endomorphisme diagonalisable :

1) Sion suppose que p = 1 on a que F est un espace propre associé a une valeur propre A pour f.
De ce fait, f est 'homothétie de rapport A\. En en déduit que tous les sous-espaces vectoriels
de E sont stables par f.

2) a)

b)

On se donne des sous-espaces vectoriels Fi, ..., F), tels que pour tout ¢ € [1; p], F; C E;.
Montrons qu’ils sont en somme directe.
Soit (u1,...,u,) € Fy x --- x F, tels que uy + - - - +u, = 0. Comme pour chaque i, u; € E;
et que les espaces propres E; sont en somme directe, on en déduit que pour tout ¢, u; = 0.
Cela signifie que les espaces vectoriels F; sont en somme directe.

p
On pose F' = @_, F;. Soit x = Z x; un élément de F' (ou pour tout i, z; € F;). Comme

i=1

flz) = Zf(xz) = Z)\ixi S @FZ = F
i=1 i=1 i=1

On a bien montré que F' était stable par f.

F,C E,ona

3) On considere un sous-espace vectoriel F stable par f.

a)

Dans l'espace E = K2, on pose A = Vect(u;), B = Vect(uy) et C' = Vect(us) ot u; = (1,0),
ug = (0,1) et ug3 = (1,1). On a alors A et B qui sont en somme directe et A® B = E pour
des raisons de dimension. Cependant, ANC = BN C = {0} et donc

{0} =(ANnC)® (BNC) #E.

Soit z un élément de F. Comme f est diagonalisable, E = @”_| E;. De ce fait, on peut
p

décomposer x = sz ou pour tout i € [1; p], x; € E;.
i=1

Calculons f(z).

p

f(z) = Z fx;) = Z Ail;.
i=1 i=1
On en déduit que
P P
i=1 i=2

ou ; = Ay — \; pour ¢ > 2.
Maintenant, comme F est stable par f, \jx — f(z) € F.

On veut montrer que pour tout ¢ € [1; p], x; € F. Par symétrie, il suffit de montrer que
z, € F. Pour cela on va montrer que pour tout j € [1; p], il existe une combinaison

p
linéaire Zul(j)a:z appartenant a [’ ou pour tout ¢ € [j; p], ui(j) #0
i=j
— Initialisation. Pour i = 1 c¢’est vrai. Il suffit de prendre Vi € [1; p], (1) = 1.



p
— Hérédité. Soit 7 € [1; p — 1]. On suppose qu'il existe une combinaison linéaire Z wi(7)x;
i=j

appartenant & F ol pour tout 7 € [j; p], pi(j) # 0.

p
On procede comme dans la question précédente. Si on note y; = ZMZ(])ZDL on a
i=j

p
fly;) = Z Aitti(7)z;. En particulier

i=3
p p
Yint =Ny — Flyg) = YOy = Mm()rs = Y wili+ D
i=j i—j+1

en posant fi(j + 1) = (A — Aya(j) # 0.
Maintenant pour j = p on obtient donc que p,(p)z, € F. Comme p,(p) # 0 on a bien
x, € I

e) On vient de montrer qu’avec les notations précédentes, F' C @ | F; o F; = E; N F.
Comme il est clair que U'inclusion inverse est vraie : @!_; F; C F. On obtient bien que
= @f:l .

p
4) On vient de voir que F' = @ F;. Maintenant, par définition, F; est '’espace propre (éventuellement
i=1

réduit & {0}) de f associé a la valeur propre ); donc f est diagonalisable.
Partie Il : Endomorphisme nilpotent :

1) On suppose dans cette question que E = R,,_1[X] et que f est 'endomorphisme de dérivation

f: P~ P.

a) Soit k un entier inférieur & n — 1. Soit P € Ry_1[X], on a f(P) = P’ et deg(P’) <
deg(P) < k—1. On a bien f(P) € Ri_1[X]. Le sous-espace vectoriel Ry_;[X] est stable
par f.

b) Soit F un sous-espace vectoriel stable par f. On suppose que F' # {0}. De ce fait ’ensemble
{deg(P) | P € F'} est une partie de N majorée par n — 1. On en déduit qu’elle admet un
plus grand élément que nous noterons p. On a donc F C R,[X].

Réciproquement, soit P un polynéme de F' de degré p, P’ = f(P) € F. De méme, pour tout
k€[0;p], P® = f&(P) € F. On en déduit que Vect(P, P',..., P®P)) C F. Maintenant
si on note Q; = P®9, on a deg(Q;) = deg PP~ = p — (p — i) = 4. On en déduit que la
famille (Qo, ..., Q,) est une base de R,[X]| (par exemple en vérifiant que la matrice de la
famille dans la base canonique de R,[X] est triangulaire supérieure avec des coefficients
non nuls sur la diagonale).

En conclusion F' = R,[X].

2) Soit f un endomorphisme nilpotent d’ordre n. C’est-a-dire que 'on suppose que f" = 0¢(p)
et f*71 # 0z(m).-
a) Soit z € E tel que f" !(z) # 0. Montrer que est une base de E. La famille (z, f(z),..., f* (z))
ayant n vecteurs et E étant de dimension n, il suffit de montrer qu’elle est libre pour mon-
trer que c’est une base.

Supposons par l'absurde qu’elle ne soit pas libre, il existe alors une relation de dépendance
n—1

linéaire non triviale entre les vecteurs de la famille : Z Aif'(z) = 0. La famille (A, ..., A\y_1)
=0



n’étant pas nulle on note p le plus élément de [0; n — 1] tel que A\, # 0. En appliquant
f"~1=P on obtient

n—1 n—1
0= frior (Z Az-fi(“f)) =3 AT = A (),

On en déduit que A, = 0 ce qui est contraire a I’hypothese.

On pose u; = il f"*(z) pour i € [0; n — 1]. La famille & = (uo, . .., u,_1) est une base de
E car c’est la méme famille que celle de la question précédente a I'ordre et a des facteurs
multiplicatifs non nuls pres.

On remarque alors que f(ug) = f"(x) = 0et que pouri € [1;n — 1], f(u;) =i f(f"(x))
=00 = gy,

On en déduit que

0 1 0 0
0 O 2 . :
Matg(f) =1 : . . . 0
: .0 n-—1
0 v o 0 0

Soit ® : E — R,,_;[X] lapplication linéaire définie par Vi € [0; n — 1], ®(u;) = X'. Elle
transforme la base & en la base canonique de R,,_1[X], c’est donc un isomorphisme.

On remarque que la matrice de f dans la base & est la méme que la matrice de I’endo-
morphisme de dérivation (que nous noterons maintenant A) dans la base canonique de

R,,—1[X]. On adonc Ao ® =do f.
E —25 R, 4[X]
fl lA
E —25 R, 1[X]

A tout sous-espace vectoriel F' de E on < associe » un F' de R,,_;[X] défini par

F=d(F) = {ZaiXi | agio + -+ + Ap_1tn_1 € F}

On a alors que F est stable par f si et seulement si F est stable par A ce qui revient
d’apres la question II.1) & ce que F' = R,[X] pour p € [0; n — 1] si ce n’est pas l'espace
vectoriel {0}. On en déduit que les espaces stables par f sont les

F, = Vect(ug, . .., up).



