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1) Soient S, W des variables aléatoires discrétes sur un méme espace probabilisé et a valeurs dans
le méme ensemble FE.

Soit A une partie de F.
a)
(Sed) = (SeAS=W)U (SeAS#W)
(S=WWeA U ((SecAS#W)
C WeA U (S #£W)
A

b) Par la question précente, P(S € A) < P(W € A)+ P(S#W).
Donc P(S € A) — P(W € A) < P(S #W).
Echangeant les roles de S et W on a également P(W € A) — P(S € A) < P(W #9).

Donc P(SGA)—P(WEA)‘ < P(S#£W)|.

2) Soit k € N.

P(X+Y =k) = iP(X:i,Y:k—z’)

k
= Z P(X =i)P(Y =k —1i) par indépendance de X et Y

Donc | X +Y <= P(A+p) |

3) a) P(X =0)=1—-—p < e? = P(Y = 0) car la fonction exponentielle est convexe donc
son graphe est au dessus de sa tangente au point I'abscisse 0 et ainsi Vo € R exp(z) >
exp(O) + exp’(O)(x —0)=1+uz.

PY =1)= <p=PX=1).
4) P(X Y):P(X V=) PX =Y =)
Or(Y=1)Cc(X=1)donc (X =Y =1)= (Y =1),et (X =0) =C (Y =0) donc
(X Y —0) = (X —0).

Ainsi P(X =Y)=PY =1)+P(X=0)=|ePp+(1—-p)|

Done P(X #Y)=1-P(X =Y) =p(l—e?) < p(1—(1-p)) =|p?|care? > 1-p.

5) a) Notant 7 : (z,y) — = et my : (x,y) — y on déduit du lemme des coalitions (avec n “coali-
tions”, chaque “coalition” étant constituée d'une seule “nation”) que X; = m(Xy),..., X, =
m(X,) sont indépendantes.

Idem pour Y] = my(Y), ..., Y, = m(Ya).




b) Montrons par récurrence que pour tout r € [1,n], Y1 + ...+ Y, < P(rp).
La propriété est évidente au rang 1.
Soit r € [1,n — 1] tel que Y7 + ...+ Y, < P(rp).
D’apres le lemme des coalitions, Y; 4. ..4 Y, et Y, 1 sont indépendantes car elles s’écrivent
respectivement f o (Yy,...,Y,) et go Y, 1 avec

fr, - y)—>wy+.. .ty etg:itt
Par la question 2), (Y;+...4Y,)+Y,; suit laloi de Poisson de parametre rp+p = (r+1)p.

Ainsi par récurrence, W =Y; 4+ ...+ Y, suit la ’101 de Poisson de parametre np ‘

Remarque : on pouvait aussi procéder sans récurrence en utilisant la formule (hors-programme)
du multinéme valable pour tout k € N et tous z1, ..., z, complexes (ou plus généralement
éléments deux a deux permutables d'un anneau) :

k! , ,
k i1 in
(x1+ ...+ zp) = Z | —ill...in!ml'“m”
01,ee0yin €N, d14...Fin=Fk
Soit k € N.
P(W=k) = > P(Yy=iy,...,Y, =1iy,)
01,00y in €N, G174 Fin=Fk
= Z P(Yy =14y)...P(Y, =1,) parindépendance de Yi,....Y,
i1, sin €N, 414 Fin=k
i in
= Z e_pP— e e_pl,)—
. . - . 11! Zn!
i1, in €N, i1+ Fin=k
k |
—— k!
R D DR
01,00 in EN, i1+ Fin=Fk
k
= e‘"”%(l +...+1F par la formule du multinéme
ko k
_apP
= e = P(np)({k})
Par ailleurs S,, < B(n,p) car Xi,..., X, sont indépendantes et suivent chacune B(p).
) (Sn=Wn)D [ (Xi=Y)).

1<i<n
Par décroissance (au sens de l'inclusion) du passage au complémentaire,

Sn#Wa)c | (Xi#7)

1<i<n

d) Soit A une partie de N.

|B(n,p)(A) = P(np)(A)|

|[P(S € A)— P(W € A)| par la question 4)b)

< P(S#W) parla question 1)

< Z P(X; #Y;) par la question 4)c) et 'inégalité de Boole
i=1

< ZpQ par la question 3)b)
i=1

= np* (ce résultat est appelé inégalité de Le Cam)




6) Soit (p,) une suite a termes dans [0, 1] convergeant vers un réel A.

a) D’apres la question précédente, pour toute partie A de N,

(npn)?

n

0 < |B(n,pu)(A) = P(np,)(A)| < nplt =

2 . .
Or @ — J%O = (. Par limite par encadrement,
n—oo

1B(12, pn)(A) = P(npn)(A)] — 0

donc
B(n,pn)(A) — P(np,)(A) — 0

n—o0

Soit k € N. Appliquant le résultat précédent a A = {k},
B, ) (1) — Plap) (k) = 0

Or par continuité de la fonction exponentielle et de t s t*,

np,)* k
Plnp,) (k) = e L, 2

Ainsi

k

B, ) (k) = Bl ) ((R) ~ Plup) (D) + P ) ((R) = 07 =[PV ((R))

b) Soit A une partie de N.
Premiére méthode :

Plp)(4) = 3 fuln)

—npn, (npn)* ;
e i sike A
avec fr(n) = { 0 k! non
k!

Pour tout k € N, fy(n) — [ avec [y = :
0 sinon

n—00

{e"\’\—k sike A

De plus (np,) est convergente donc bornée. Donc il existe p € RT majorant cette suite.
k

Vn,k € N, fr(n) < ’Z—I.c done || filleon < 7

Ainsi la série de fonctions ) fx converge normalement sur N, donc uniformément.

Par le théoreme de la double limite,

P )(4) = 3" b =PO)(A)

Ainsi

B(n, pn)(A) = P(npn)(A) = P(npn)(A) + P(npn)(A) — [0+ PA)(A)

n—-+o00

Seconde méthode :
Soit € > 0.




Aot —A AP : : 00 —ANF
Comme la série ), e~* 95 converge, il existe ko € N tel que Y 7, e 97 < ¢€/3.

Posons B = AN 0, ko] et C = AN [ko + 1, 400].
On a : B(n,pn)(B) = > cp B(n,pn)({k}) = > ke PN ({A}) = P(N)(B) par linéarité
de la limite et car B est fini.

Donc il existe ng tel que Vn = ng, |B(n,p,)(B) — P(A\)(B)| < €/3.
Pour tout n € N,

B(n, pn)(C) < B(n,pn)([ko + 1, +00[) = 1 = B(n, pu)([0, ko)

Or B(n,p,)([0, ko) o PA([0, ko]) car [0, ko] est fini.
Donc B(n, p,)([ko + 1, +00[) = 1 — P[0, ko]) = P(N)([ko + 1, +00]).

Comme cette limite est strictement plus petite que €/3, il existe n; € N tel que
Vn = ny, B(n,pa)([ko + 1, +00[) < €/3

Soit n = max(ng, ny).

1B(n, pn)(C) = P(A)(C)] < B(n, pa)(C) + PA)(C) < %

car C' C [ko + 1, 4o00][.
Donc

B(n.p)(A) = POYA)] = [Bn.p.)(B) = PN(B) + Bn.p.)(C) = PR)(C)
< [B.p)(B) = PONB)| + Bln.p,)(C) + PA)C)

Par définition de la limite,



