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Devoir surveillé 1 2023 - 2024

Calculatrices interdites. Les deux problémes sont indépendants.

Soit a > 0, on considere f, la fonction définie sur R par f, : v — ax — z°.

Probleme |

3

Soit (uy,)n>0 une suite définie par uy € R et

Vn € N Upt1 = fa(un)

On se propose d’étudier la suite (u,) et la série Y (uy,).

1)

2)

a) Etudier les variations de f, sur R.
b) Etudier le signe de g, : 2 — fo(z) — z sur R.
On suppose dans cette question que a €]0, 1] et que vy €]0, /al.

a) Tracer sur un méme dessin la courbe représentative de f,, et la droite d’équation
Yy =x.

b) Montrer que Uintervalle ]0, /[ est stable par f,.
En déduire que Vn € N, u,, €]0, /al.

¢) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

d) Montrer que u,, — 0.

On suppose dans cette question que 0 < av < 1 et ug €]0, /.

a) Montrer que Vz € [0, /a],0 < fo(z) < az.
En déduire que Vn € N, u,, < a™uyp.
b) Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

+o00
On note dans la suite de la question 3, R, = > .
k=n+1
¢) Montrer que u, 1 ~ Q.

d) Montrer que R,, ~ aR,_1

_o
11—«

e) En déduire que R, ~ —*“u,,.

2
u
f) i) Montrer que Inwuy —Inwu,_1 —Ina ~ Sl
Q

En déduire que Inuy, — Inug_1 — Ina = O(a?).
ii) En déduire qu'il existe un réel K tel que Inu, =nlna + K + o(1).
iii) Donner un équivalent de w,,.
iv) En déduire un équivalent de R,, sans utiliser la question 3) e).
v) Retrouver le résultat de la question 3) e).

On se place dans le cas ou v = 1 et ug €0, 1].

1 1
a) Déterminer un réel /3 tel que —S— — 3 ait une limite finie ¢ non nulle.
un+1 Un
b) En déduire un équivalent simple de u, et la nature de la série Y (uy,)n>o-
1
c) Déterminer un équivalent de —— — — — L.
un+1 Un
PR , . Inn
d) En déduire un développement asymptotique de u,, avec un reste en o 7 )
n
n
On pourra utiliser que 7 Inn.
k=1
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Probleme Il

Le but de ce probleme est de déterminer la nature de la série Z

nO[
n=>1
valeur du réel a.
Partie | - Cas ou o > 1.
. . sin(m+/n
1) Montrer que si a > 1 alors la série Z (—a\/_) converge.

n=1

Partie Il - Cas ou o appartient a ]%, 1].

sin(m+/n)

suivant la

On suppose dans cette partie que % < «a < 1. On définit la fonction ¢ sur [1, 00| par

in(rv/7
tis —Sm(;\[).

. n+1
Pour tout n € N*, on pose u,, = ¢(n) = sin(ryn) et v, = / o(t)dt.

nOL

2) A Paide d'un changement de variable, montrer que pour tout = > 1,

’ B V2 sin(my)
/1 o(t)dt = 2/1 a1 dy

! sin(my)
y2a—1

p+
3) On pose w, = /
P

1
a) Alaide d'un changement de variable, montrer que w, = (—1)? / (
0

b) En déduire que la série E w, converge.
p>1

sin(ms)
D + S)Qa—l

4) a) Soit X un réel supérieur ou égal a 1, on désigne par | X| la partie entiére

inférieure de X. Montrer que

X .
1
‘/ Sli(iﬁ?)dy‘ < —
x| Y [X |2

sin(my)
20—1

X

b) En déduire que / dy — 0 quand X tend vers +oo.

x) Y

X sin(ry)
y2a—1

¢) En déduire que
1
pourra utiliser la question 3.b)

d) En déduire que la série Z v, converge.

n=1

5) a) Montrer qu'il existe un réel K tel que V¢ € [1,4+o0[,|¢'(t)] < -&

o3

dy a une limite finie quand X tend vers +o0o. On

b) Montrer que pour tous réel a,b tels que 1 < a < b, |¢p(b) — ¢(a)| < Kb-a)

K
1 .
n*tz

¢) Montrer que pour tout n € N*, |u,, — v,| <

6) En déduire la nature de la série Z U,

n=1
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Partie Il - Cas ou o =
On suppose, dans cette partle, que o« = %

sin(m/n) .

a) Rappeler le développement en 0 de u + /1 +u a un O(u?) pres et celui de
u > e* aun O(u®) pres.

7) On veut établir un développement asymptotique de

b) En déduire que

TV _ jim/n imem" _ e +0 1
2\/n 8n

¢) Montrer alors que

sin(ryn) = —% (COS(WW) - COS(TF\/—)) - —COS(ﬂ'\/—) + Bn

nOl

1
ou 8, =0 (n3/2) )

8) a) Déterminer la nature de la série Z B
n=1
b) On pose 7, = cos(my/n). Montrer que la suite (v, ) diverge. On pourra considérer
deux suites extraites.

¢) On admet qu’en procédant comme dans la partie I, on puisse prouver que la

série Z o8 W\/_) converge. En déduire la nature de Z sin W\/—)
n=1 n>1 \/_

n

Partie IV - Cas o < 3.
On suppose, dans cette partie, que « est strictement inférieur a %
sin(my/n
On va montrer par 'absurde que la série Z (—a\/_)
n=1
converge. On pose Sy = 0 et pour tout p > 1,

diverge. On suppose donc qu’elle

P .
sin(m/n)
5, = 3 ),
n=1
9) Montrer que pour tout entier n non nul,
sin(my/n) a3 (S, — So).
vn
10) En déduire que pour N > 2,

ism ”‘/_ ZS (no7% =+ 1)°78) + Sw(V 1)

n=1
11) a) Justifier que la suite (5,,) est bornée.
b) En déduire que la série Z Sh (na_% —(n+ 1)0‘_%> converge.

n>1
¢) En déduire la nature de Z sin W\/_)
n=1 \/_

Z sin(my/n) ‘

12) Conclure sur la nature de
na

n>1
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