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Exercice |

__1 n
1. Soit x € R% on veut montrer que la série ( g %) converge. On remarque que pour n > 1,
nl(x+n
n>=0

1 1
= < —
nl(x+n)  n!

(="

nl(z +n)

Or la série (Z %) converge (série exponentielle) donc, par comparaison de séries positives, la
n>1
- 1 - (="
série (Z m) converge. La série (Z n'—> est donc absolument convergente donc

et r+n ~ (x 4+ n)

convergente. Il ne reste plus qu’a rajouter f, pour obtenir que |la fonction S est définie sur R |

On veut maintenant appliquer le théoreme afférent a la continuité d’une série de fonctions.
— Pour n € N, les fonctions f,, sont continues.

1
— Pourn > 1, | f,| : + = ———— est décroissante sur R, donc
n!(x 4+ n)
Vi € N, lfulloe = 1fa(0)] = — <
n nlloo = |Jn T NE
’ nn! = n!

Comme précédemment, la série (Z I fn||oo> converge. Donc la série de fonctions (Z fn>

n>1 n>1
converge normalement donc uniformément sur R .

On en déduit que x — (Z fn(x)> est continue sur R* et donc, en ajoutant fy (qui est aussi

n>1

continue) que | S est continue sur |0, +o0]|.

2. On a

+o00 +o0 +o00o
(=D" (=D" (=D" -
S(1) = —_— = S N et
@ nz%n!(n+1) nz%(nﬂ)! ; n! =
3. a) On va utiliser le théoréeme de la double limite.
— Pour tout entier n, lilll folz) =14, =0.
T—r+00

— La série de fonctions converge uniformément sur |0, +o00| (question 1.)

400
D’apres le théoreme de la double limite on en déduit que lir}rl S(x) = Z 0=0|
T—r—+00
n=0
+o00
b) Considérons pour z > 0, zS(x) = Z zfn(z). On va utiliser le théoreme de la double limite.
n=0
—1)"
— Pour tout entier n, lim zf,(x) = (=1) :
T——+00 n!



— La série de fonctions ( g x fn(:c)> converge uniformément sur |0, +oolcar elle converge
n=0
normalement. On a encore

1
Vn € N,Vz €]0, 400, |z f(z)| < ol
+00o n
9 \ ’ \ . . ’ . . (_1) 1
D’apres le théoreme de la double limite on en déduit que lim zS(z) = Z = — et donc
z—+00 S n! €
1
S ~ —|
(z) +oo ex
4. On applique encore le théoreme de la double limite mais sur la somme a partir de 1.
—1)"
— Pour tout entier n > 1, lim f,(x) = u
20 n.n!
— La série de fonctions (Z fn | converge uniformément sur |0, +-o00[ (question 1.)
n>1
On en déduit que S(z) = — + K Do k=3
n en déduit que (m)—;—l— —|—ng( ) ol —le
1 1
On en déduit que | S(x) ~ =l
x
5. a) Soit z > 0.
+oo
(1)
S =
z5(2) g nl(n + )
_ +ZOO (=D"(n+x—n)
B = nl(n + z)
400 n +00 n
SO e
£~ nl “— nl(n+ )
R e G
e = (n—-1l(n+ux)
_ 1 f (="
e nl(n+ 1+ )
= —+S5(+1)
b) — En 0" : En faisant tendre = vers 0 on trouve que
1
lim zS(z) = -+ S5(1) =1 car S est continue en 1
z—07t e
) 1
De ce fait | S(z) ~ —
0 x
— En +o00 : En faisant tendre x vers +oo et en utilisant que S(z + 1) - 0 (question 3.a)
T—r+00
1 1
on obtient que lim zS(z) = — et donc |S(z) ~ —|
r—+00 e +oo  ex




1
¢) On a vu que S(z) = — 4 o(2). En réinjectant dans I'équation fonctionnelle : zS(x) = — +
ex e

m + o(%) et donc
1 1
S(:L’):a E—l—o(E).
Lo 1 1 1
On réinjecte encore, zS(x) = — + + + 0o(=5) et donc
e elx+1) e(r+1)? e
1 1 1 1
@) = Gt aETD +$+0(;)
= i L(1_1)+i+o(i>
er ex? T ex3 x3
11
()

On remarque que pour tout n € N, la fonction f, est de classe € sur R . Maintenant, par

récurrence on prouve que pour k£ € N

s

(_

n!

1)7(—1)*k!

(x +n)ktl’

En particulier, pour n > 0, on a que pour tout k, | fék)| est décroissante et donc

18| = | £5)(0)] =

k!

— <
nink+l =

k!

n!

On peut appliquer le théoreme de dérivation terme a terme.
— Pour tout entier n, les fonctions f,, sont de classe €.

— Pour tout £ € N, la série de fonctions Z fio

n>

converge normalement. En effet la série (

0

D

n>1

) converge uniformément sur |0, +oo[ car elle

k!

'> converge. Le fait d’ajouter fék) ne change
n!

rien a la nature de convergence de la série de fonctions.

On en déduit que | S est de classe €.




Exercice 1l

1. Fixons z €] —1,1].

a) On notera ||g||sc = supgejo,n|9(d)| pour toute fonction g bornée sur [0, 7).

Y onst fnlloo = 2 nst % converge car % = Opool|2|™) €t D |z|™ converge absolument.

Donc Y fn ’(zonverge normalement‘ sur [0, 7).

b) Pour tout n € N*, f, est de classe C! et f/ : 6 — —zx"sin(nh).
De plus ||} |loc = |2["
Donc Y f/ converge normalement, donc uniformément sur [0, 7].

Donc f est de classe C* sur [0, 7] et

Vo e [0,7] |f(0) = Zfé(@) =— Za:” sin(nf)

¢) Pour tout # € N* la série > 2"e™ est géométrique de raison ze. Le module de cette raison
est || < 1 donc cette série converge, et

oo .
Z () ler terme xe

U = - = :

1 " 1 —raison 1 — ze?

n=

N e?(1 — ze ™) 2sin 0
m (; Un(9)> rim <<1 _ xe”)(l _ xe’9)> 1+ 12 — 20 cos b

Vo € [0, 7] f/(e) = — me(xn sin(nf) = —Im (Z un(8)> — 1+—90213_321I110(‘)956
n=1 n=1 .

e) Par la question précédente, f a méme dérivée sur lintervalle [0, 7] que § — —%In(1 + 2? —
2z cos f) donc il existe un réel C' tel que

Vo e [0,7] f(0) = —%111(1 + 2% — 2z cos f)

Evaluant en § = 0 : 52> L= —2In(l+2?—22)+C = —In(l — z) + C donc en utilisant le
résultat admis, C' = 0.
Ainsi

0 n 0)
v In(1 2_9 = _9 = _9 m
0 € [0, 7] n(l+x xcosf) f(0) nE 1 -

f) Comme ) f, converge normalement donc uniformément sur le segment [0, 7], on peut intégrer
terme a terme. Donc

™

F(z) = —Zg/oﬂfn(ﬁ)dez _zg {%2(”9)} _ _220:@

0=0

2. On fixe 6 €]0, 7.



3. R>x+ 2% —2xcosf+ 1 est une fonction polynomiale de degré deux et son coefficient dominant

est strictement positif.

— =25t =] -

5 00, cos 0] et croit strictement sur [cos 6, +00].

Donc elle décroit strictement sur | —oo, —
On en déduit que :

- si cos@ < 0, g est strictement croissante sur [0, 1]

- si cosf > 0, g est strictement décroissante sur [0, cos 6] et strictement croissante sur [cos 6, 1]
Par croissance de la fonction /2 on a :

- si 0 €]F, [ alors
Vo € [0,1] 1w’ = g(x) > g(0) =1

- si 0 €]0, 7] alors

Vo €[0,1] |1 —ze”| > \/g(cosf) = V1 —cos? = |sinf| = sinf

4. Pour tout n € N
0<|I,(0)] < =
[1n(0)] /0 /m

avec m = sinf si 0 €]0,7/2] et m =1 si 0 €|7/2, 7.
Par encadrement la suite (|1,,(0)|) converge vers 0 donc |la suite (1,,(0)) converge vers 0 |.

T ez (n+1)0)

1 — geit

remarque : on aurait aussi pu dire que g étant continue sur le segment [0, 1], elle est minorée et
atteint sa borne inférieure m ; comme de plus ¢ est a valeur strictement positive, m > 0.

Vi (0) = /01 xoeieﬂdx =1(0) — I,(0) — I(0)—0=1I40)

1— :L‘ela n—00

6. Par linéarité de I'intégrale, pour tout n € N, V,,(0) = >} _, fol Flethldy = S0, %
UcG

Donc par la question précédente, la série ), S~ converge et sa somme est ().

cos(kb)
k

converge et sa somme est Re(1(0)) |.

1 o
I = T
Re(1(0)) /0 Re (1 — xew) dx
1 e(1 — pe~i0)
= R : . d
/o e(<1_mw)<1_mw>) '

B /1 cosf —x i
Jo 14+ 22— 2xcosh

= [—— In(1 + 2 — 2z cos 9)}

Donc |la série ),
Enfin

1

| —

=0

1
= -3 In(2 — 2 cosf)

Ainsi

Vo clo,x S Cosflne) - —% In(2(1 — cosf)) = — In(2sin(0/2))

Appliquant le résultat ci-dessus & m — 0 (qui reste dans |0, 7| :

Vo €]0, 7| Z (=1)"cos(nd) _ —% In(2(1 4 cosf)) = —1n(2cos(0/2))

n

n=1




Exercice |1l

1. a) Notant f: R > z; +— zy et g : R 3 (ag,..

Si=foXiet (Sy—5,...,5 —5)=go(Xs,...

S Ty) > (T2, e + X3, ...
, Xn)-

, Ty + -+ x,) on a

lemme des coalitions

, S1 est indépendante de

Donc par indépendance de X1,..., X, et par le
la variable (Sy — Si,...,S, — S1).

b) Soitn>1
i) Soient oy,...,0,1 € Z.

(52—51201753—51202,---

aSn - Sl = Jn—l)

<X22017X3:O'2—0'1,..

. 7Xn =0p—-1— Jn—2)

ii) Dans les notations précédentes,

P(S; — S1=01,53 =51 =09,...

P(Xy=01,X5=09—074,..
P(Xy=0,)P(X3=0y—0q) -

car Xo, ..
P(Xi=01)P(Xo=09—07) "

7Sn - Sl = Un—l)

. 7Xn =0p—-1— Un—Q)

: P(Xn = 0p-1— O'nf2>

., X, sont indépendantes

: P(Xn—l = 0On-1— Un—2)

car les X; suivent tous la méme loi

P(X1:0'1,X2:0'2—0‘1,..
car Xq,...
P(Slel,SQZO'Q,...

~Xn—1 =0p-1— Un—Z)
, X,,—1 sont indépendantes

) Snfl = O'nfl)

Donc (SQ—Sl,Sg—Sl,...7Sn—

S1) suit la méme

loi que (S1,...,S,-1) |

c) Soient a,c € N tels que 1 <a <c— 1.
Alors Ay o = 0.



Pour tout n € N*.
P(Agen) = P((S1=+1) N Agen) + P((S1 = 1) N Ay
_ P<51:+1,0<a+1+52—S1<c,...,
O<CL+1+S”,1—51<c,a+1+Sn—51:c)
+P<51:—1,0<a—1+52—51<c,...,
O<a—1—|—5n_1—5'1<c,a—1—|—5n—51:c>
- P(S1:+1)P<O<a—l—1+52—31<c,...,
O<a+1+5n,1—51<c,a—i—1—i—Sn—Slzc)
+P(51:—1)P(0<a—1+s2—51<c,...,

O<a—1+5n_1—31<c,a—1+Sn—Sl:c>
par la question 1)a)
= pP<0<a—|—1+51<c,...,0<a+l+Sn_2<c,a+1+5’n_1:c>
+qP<0<a—1+5’1<c,...,0<a—1+Sn_2<c,a—1+Sn_1:c>
par la question 1)b)
= pP(Aatien1) +qP(Aa1cn1)

D’ou

Sa,c =0 + Z(pP(AaJrl,c,nfl) + qP(Aafl,c,nfl)) = pSaJrl,c + q Safl,c

n=1

par linéarité de la sommation et changement d’indice n’ =n — 1.

2. La relation précédente peut aussi s’écrire

1

Sa+1,c = “Sa,ec — “Sa—1,c
p p

Pour ¢ fixé, c’est une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. Son polynome
caractéristique est X? — % — 4
1 est racine évidente et le produit des racines est % = p.
Premier cas : p # 1.
Le polynome caractéristique a deux racines distinctes 1 et p donc il existe A, B € R tels que pour
tout a tel que 0 < a < ¢ (avec ¢ > 1)

Sac = A+ Bp*

Or s =PQUOU...)=1et s9.= P()) =0.

A+ Bpt = 1
Donc { A+B = 0°
Par soustraction membre a membre,

B(p*—1)=1
d’ou B =

pe—1



Puis A = —B.

Ainsi pour tout a tel que 0 < a < c:

Second cas : p = 1.

Le polynome caractéristique admet 1 pour racine double donc il existe A, B € R tels que pour
tout a tel que 0 < a < ¢ (avec ¢ > 1,

Par le raisonnement précédent,

Sac = A+ Ba

A+ Be

— 1
A+0 — doncA—OetB—c.

O =

Ainsi pour tout a tel que 0 < a < c:

3. a)

Pour tout 7 € Non a:

(a+S8;=0)=(a-S=0)=(S=a)=(c—a+S5.=c)

O<a+Si<e)=0<a-S<c)=(a—c<Si<a)=0<c—a+5,<c)

Donc posant , on a :

vn € N Ba7c,n:<0<(1/+51<6, et 0<CLI—|—S7/.L_1<C, (Z/—FS;L:C)

Remplacer les S; par les S! revient a remplacer les X; par les X! = —X.

Or les X sont indépendants par le lemme des coalitions (appliqué a toute sous-famille finie)
et suivent la méme loi, qu’on déduit de celle des X; en échangeant p et q.

Par la question précédente, on a donc :

Wp) ™" =1 _p" ="
(1/p)c_1 1_pc
Ta,e =
C;& sip=1
Sip#lona:
@14 p¢— p
Sa,c+ra,c:p pc _pl P :
Sip=1ona:

Sae+ Tap = atc—a _

Prouvons que :

ﬂ(O < a-+ Sn < C) = U Aa,c,n L U Ba,c,n

neN neN neN
ou la barre désigne la complémentation dans €2.
L’union au membre de droite est bien disjointe car s’il existait w € Q et n,n’ € N tels que
w € Ay en N By on aurait :
si n =n' alors S, (w) = O = ¢, ce qui est contradictoire



si n < n' alors S, (w) = ¢ donc w & By e

si n > n' alors S,/ (w) =0 donc w & A, cn

Soit w € (),,en(0 < a+ S, < ¢). Alors pour tout n € N, w & Ay, car S, (w) # c et w € By
car Sy, (w) # 0. Ainsi

ﬂ(o <a+S,<c)C U Agpell U Bane

neN neN neN

Prouvons l'inclusion réciproque par contraposée.
Soit w € N,,en(0 < a+ 5, <¢)=U,en (0 <a+ S, <c)
Alors 'ensemble {n € N, w & (0 < a+ S, < ¢) n’est pas vide. Soit ng son plus petit élément.

Sing = 0 alors a = 0 ou a = c¢. Dans le premier cas w € B,.o = 2 et dans le second cas
w e Aa,c,O = Q.
Sing > 0 alors :

Vie[0,ng—1] 0<a+ Si(w)<c

De plus a + Sy, (w) = c ou a+ Sy, (w) > 0. Dans le premier cas a + S, (w) = ¢ car a+ Sy, (w) =
a4 Spy—1(w)+ X, (w) est un entier strictement inférieur a c+1. Dans le second cas a+S,,,(w) = 0
par un raisonnement analogue. Donc Q2 € A, o U By cng-

Par conséquent

P((Y(0<a+8, <c)) 1= P({J Awen) = P(| Bacn)
neN neN neN
= 1- Sa,c — Ta,c

- [0

Cet exercice modélise la situation suivante : un joueur arrive a la table de roulette avec un somme de a
euros. Il mise a chaque fois un euro sur la couleur rouge. Si rouge sort il double sa mise donc gagne un
euro. Sinon il perd sa mise. Il joue ainsi jusqu’a disposer de ¢ euros ou étre ruiné.

p désigne la probabilité de sortie de la couleur rouge.

Agen est 'événement "le joueur réalise son objectif de gain en exactement n coups”

B, est 'événement ”le joueur est ruiné en exactement n coups”

5q,c st la probabilité que le joueur réalise son objectif

Tq.c st la probabilité que le joueur soit ruiné.

La derniere question montre que la probabilité que le jeu dure indéfiniment est nulle.

Prenons un exemple numérique : a = 900 et b = 1000.

Sip=1/2alors p=1et s,. = a/c=90%.

Mais une vraie roulette comporte 18 numéros rouges, 18 numéros noirs et 2 numéros verts (0 et 00). Dans

cette situation p = 18/38 et p = 20/18.
P00 1

Sa,c = m ~ 0.003%

Ce qui laisse songeur.



