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L utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve
Les deux exercices sont indépendants
Ce sujet comporte 4 pages

Exercice |

On rappelle ici quelques propriétés élémentaires d’arithmétique.
— Pour tout (a,b) € N*2_on dit que a divise b s'il existe k € N* tel que b = ka. On dit aussi que a
est un diviseur de b, ou encore que b est multiple de a.
Pour tout a € N* on note aN* I'ensemble des multiples de a dans N*. Ainsi a divise b si et
seulement si b € aN*.
— Pour tout (a,b) € N*? on appelle plus grand diviseur commun (PGCD) de a et de b 'unique entier
naturel noté a A b vérifiant

Vn € N*, (n divise a A b < n divise a et n divise b)

— On dit qu’'un entier naturel p supérieur ou égal a 2 est un nombre premier si ses seuls diviseurs

sont 1 et p.
Soit P I’ensemble des nombres premiers. On rappelle que P est infini.
On note p; < ps < p3 < -++ < pp < Ppr1 < --- la suite des nombres premiers rangés dans 1’ordre
croissant. Ainsi, p; = 2, ps = 3, p3 = 5, etc.
— Sin € N* siq,...,q, sont des nombres premiers distincts, alors pour tout a € N* on a

I’équivalence
(Vi € [1,n], ¢ divise a) < H q; divise a.
i=1

— Pour tout a € N* tel que a > 2, il existe p € P tel que p divise a.

A - Lois zéta

+oo 1
Pour tout réel x > 1, on note : ((z) = > —.
n=1"7

1. Soit x € R tel que = > 1. Montrer qu’on définit la loi de probabilité d’une variable aléatoire X a

valeurs dans N* en posant
1

((z)n®
On dira qu’une telle variable aléatoire X suit la loi de probabilité zéta de parametre x.

Dans les questions suivantes de cette sous-partie A, on suppose que X est une variable aléatoire qui suit
la loi zéta de parametre z > 1.

VneN*, P(X =n)=

2. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur x pour que X admette une espérance
finie. Exprimer alors cette espérance a 'aide de (.

3. Plus généralement, pour tout k& € N*, donner une condition nécessaire et suffisante portant sur x
pour que X* admette une espérance finie. Exprimer alors cette espérance a 1'aide de (.

4. En déduire la variance de X quand elle existe.

1
5. Montrer que, pour tout a € N*, P(X € aN*) = —.
ax



B - Mutuelle indépendance

Soit x un réel tel que x > 1 et soit X une variable aléatoire qui suit la loi zéta de parametre x.

6. Montrer que la famille ((X € p;N*));en+ est une famille d’évenements mutuellement indépendants.

Cela entraine, et on ne demande pas de le démontrer, que leurs complémentaires sont mutuellement

indépendants.
n

Pour tout n € N*, on note B,, I’événement B,, = ﬂ(X & piN").

k=1
7. Montrer que lir_"I_l P(B,) = P(X =1). En déduire que
n——+00
1 - 1
Vo €]l,4+00[, —— = lim (1 — —x)
C(x) notoo -- Py

C - Deux variables indépendantes suivant une loi zéta

Soit x € R tel que x > 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une
loi de probabilité zéta de parametre x. Soit A I'événement <« Aucun nombre premier ne divise X et Y
simultanément >. Pour tout n € N*, on note C,, 'événement

n

Cr = [ (X € pNT) U (Y & ppNY)).

k=1

8. Exprimer I'événement A a 'aide des événements C,. En déduire que

D - Deux variables indépendantes suivant une loi uniforme

Soient U, et V,, deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [1,n].
On note W,, = U, A V,.

9. Pour tout £ € N*, montrer que

P(W, € kN*) = (L”ﬁJ)Q

On admet que, pour tout k € N*, la suite (P(W,, = k)),en+ converge vers un réel .
10. Montrer que
Ve >0, dM eN'telqueVmeN" m>M =1—¢c< 0, < 1.
k=1
11. En déduire que (¢x)ren+ définit une loi de probabilité sur N*.

On note W une variable aléatoire sur N* qui suit cette loi de probabilité. En adaptant la méthode de
la question 10, on peut établir que, pour toute partie B de N*, P(W € B) = lim P(W,, € B). On ne

n—-+00
demande pas de démontrer ce résultat. Enfin, on admet le résultat suivant : si X et Y sont deux variables

aléatoires a valeurs dans N* et si, pour tout a € N, P(X € aN*) = P(Y € aN*), alors X et Y suivent la
méme loi de probabilité.

12. Préciser la loi de W. En considérant ¢;, que peut-on alors en conclure ?



Exercice 1l

Dans tout cet exercice n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
La premiere partie étudie le résultant de deux polynomes, dans les parties suivantes on s’intéresse aux
propriétés topologiques de certains sous-ensembles de ., (C).

Partie | - Résultant de deux polynomes :

1. Soient p,q € N. On note E = C,_1[X]| x Cp_1[X] et F = Cpyy—1[X].
Soient P € C,[X] et @ € C,[X].
Soit w4 po 'application de E dans F' définie par : u,,pq : (U, V) — PU + QV.

a) Justifier que u,, po est une application linéaire.

b) On note Z = ((1,0), (X,0),..., (X1 0)(0,1),(0,X),...,(0,XP71)) qui est une base de E, et
P =(1,X,---,XPT71) 1a base canonique de F.

On note ) .
P=> aX"et Q=> bX"
k=0 k=0

Montrer que la matrice de w,, pg par rapport aux bases # et %’ est égale a

Qg bo
ap - by
Qo bo
Mpqpo = a, a; ag by
aq bq
ay :
ap by

2. Soient P, @ € C[X] deux polynémes tous deux non nuls. On note p et ¢ les degrés respectifs de P
et Q.

a) Montrer que u,, pg est bijective si et seulement si P et () sont premiers entre eux.

On pose :

Res(P, Q) = det(M,, pq) (avec p = deg(P) et ¢ = deg(Q))

b) Montrer que Res(P, Q) # 0 si et seulement si P et () sont premiers entre eux.

3. a) Démontrer qu'un polynéme P de C[X]| admet une racine multiple dans C si et seulement si
Res(P, P') = 0.
b) Application : déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le polynome X?+aX +b
admette une racine multiple.
c) Pour tout entier n > 1, on note A, 'ensemble des polynémes de C,[X] ayant n racines dis-
tinctes. Montrer que A,, est un ouvert de C,[X].



Partie Il - Matrices diagonalisables :
On note D, (C) 'ensemble des matrices diagonalisables de .#,(C) et E,(C) I'ensemble des matrices de
M, (C) admettant n valeurs propres deux a deux distinctes.

4. Montrer que E,(C) est dense dans .#,(C). En déduire que D,,(C) est dense dans ., (C).

5. Montrer que l'application M +— xj; qui associe a une matrice M de .#,(C) son polynéme ca-
ractéristique dans C[X] est continue.

En déduire que E,(C) est ouvert dans .#,(C).

a) Soit A la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont Aj, Ag, ..., A, ol on suppose
que Ay = Ag. Soit € > 0, montrer qu'il existe B € B(A,¢) tel que B ne soit pas diagonalisable.
b) Montrer que l'intérieur de D, (C) est E,(C).

Partie Ill - Classes de similitude : Soit A € .#,(C), on note C4 sa classe de similitude, c’est-a-dire
I’ensemble des matrices qui sont semblables a A.

~

Ca={M € .#,(C), 3P € GL,(C),P'MP = A}

Soit A € C*, on pose Py € GL,(C) la matrice définie par

A sinon.

V(i j) € [1,n]*, Pili, ] :{ 0 sii#j

8. a) Soit T' € #,(C) une matrice triangulaire supérieure. Donner l'expression des coefficients de la
matrice Py TP, en fonction des coefficients de la matrice T

b) En déduire que si A est nilpotente alors la matrice nulle appartient a 'adhérence de Cljy.

9. Montrer réciproquement que si 0 € C'4 alors A est nilpotente.
On pourra utiliser la question 5)

10. On suppose Cy est fermée. Montrer que A est diagonalisable.
On pourra utiliser la méme démarche qu’en 8)

11. On suppose que A est diagonalisable. On considére B € Cy4 et note (M,),s0 € CY telle que
(M,) — B. On note 14 le polynéme minimal de A.

a) Montrer que pour tout p > 0, m4(M,) = 0; en déduire que B est diagonalisable.

b) Montrer que Cy est fermée



