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Partie |

1. (a) Si f est positive on sait que (i) est équivalent a (ii).
(b) Si f n’est pas positive (i) implique (ii) mais la réciproque est fausse. L’exemple classique est t —

sin t
=

2. (a) On sait que &° (R+, R) étant un sous-espace vectoriel de .# (R+, R), il suffit donc de montrer que
E est un sous-espace vectoriel de €° (R, R).

La fonction nulle appartient a E donc E # 0.

Si (f,g,4) € EXE XR, pour tout x > 0, les deux fonctions t > f(t)e ™ ett — g(¢)e™ sont
intégrables sur R, donc t — (f(t) + Ag(t))e ™" I'est aussi donc f + Ag € E.

Finalement, E est un sous-espace vectoriel de .# (R+, R).
(b) On voit d’abord que F = €°(R;, R) N (R4, R) est un sous-espace vectoriel de .7 (R4, R).

Soit f € F,onaVx >0, Vt € Ry, [f(t)e™| < |||, e™ ett > e intégrable sur R, donc
t > f(t)e ™ Iest aussi donc f € E et donc F C E.

Donc F est un sous-espace vectoriel de E.
(c) Par linéarité de I'intégrale, pour tout (f,g,1) € EXEXR,ettoutx > 0:

Z(f+ag)(x) = / (F(D)+Ag(1)) e di = / F()e™ dis / gD dt = L () () +AZ (g) (x)

soit Z(f +Ag) = L (f) + A& (g). Donc & € & (E, .7 (RL,R)) .

+00 —xt ]+
3. (a) La fonction % appartient a F donc % € EetVx > 0, L (% )(x) = / e X dt = [_e ]
0

X o
soit Vx > 0, L (% )(x) = % .
(b) De méme, h) € F car Vit € R, |h,1(t)| < 1ldonch, € E.
De plus

Vx > 0, Z(hy)(x) = /M e Gt = P(U) (x + A)
0

1
donc Vx > 0, Z(hy)(x) = —.

x+A
t”e_” _xt n,—xt
4. On remarque que ——— =t"e¢ 2 —> 0donc3A >0, Vt > A, 25~ < 1.
e 2 t—+o00 e 2

xt

Cela implique 3A > 0, Vt > A, t"e ™ <e 2 .
xt
Maintenant, g, € ¢°(R.,R) et Vx > 0, g,(t)e™ = f(t)t"e ™ = t 0 (f(t)e_T).
—+00
xt

De plus t — f(t)e” 2 est intégrable sur R, donc t — ¢, (¢)e ™ I'est aussi. Ainsig, € E .

5. Déja, f est de classe ¢! sur R, donc f' € €°(Ry,R). Puisque f est croissante, on a f’ > 0 donc
y
Vx > 0, Vi € Ry, f'(t)e™™ > 0 et, selon 1.a), il suffit de montrer que / f’(t)e™™" dt a une limite finie

0
quand y tend vers +oo pour avoir f’ € E. Or, par intégration par parties,

| roesa= o] vx [ roea= oe - ro v [ roeran

Y
Or f € E implique, d’apres 1.a), Vx > 0, / f(t)e ™ dt 2 Z(f)(x).
0 y—+00
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D’autre part, f étant bornée Vx > 0, Vy > 0|f(y)e™Y| < ||f||ooe_xy — 0.

y—+00
La limite du membre de droite existe donc quand y tend vers +co ce qui donne f’ € E et, pour x > 0,
Z(f)(x) =xZ(f)(x) - f(0).
6. (a) Soit a > 0. Appliquons le théoréme de dérivation des intégrales a parametre sur [a,+oo[, en
posant pour (x, t) € [a, +o[xRy, ¢(x,t) = f(t)e™ :
e Pour tout x € [a,+oo[, 'application ¢t — f(t)e”
grable sur Ry,

! est continue (par morceaux) et inté-

17
e Pour tout (x,t) € [a, +0o[XRy, a—¢(x, t) = —tf(t)e™ = —g;(t)e ™" existe,
x

2P .
e Pourtoutt e Ry, x — a—(x, t) continue sur [a, +oo[,
X

7]
e Pour tout x € [a,+oo[, Papplication t — 8—¢(x, t) est continue (par morceaux) sur R, ,
X
e Domination

Vx € [a,+0][, Vt € Ry,

% (1)

p < t|f(t)|e_“t = |g1(t)|e_“t et, selon 4), t > g;(t)e ™
x

est intégrable car g; € E,
donc Z(f) est €' sur [a, +oo[ et

+0o a¢
ox

Vx € [a,+oo[,  (Z(f)) (x) =/0 (x,t) dt = =Z(g1) (x)

Ceci étant vrai pour tout a > 0, Z(f) est de classe ¢! sur |0, +oo[ et (Z(f)) = -Z(qg1) .
(b) Montrons par récurrence sur n € N que Z(f) est de classe €" sur |0,+oo] et (Q(f))(n) =
(=1)"Z(gn) :
— pour n = 0, puisque, selon la question précédent, Z(f) est de classe ¢! sur |0, +oo[, &
fortiori, Z(f) est de classe € sur |0, +oo[ et I'égalité est immédiate car g = f;
— si le résultat est vrai pour n, en appliquant la question précédente a g, qui appartient a
E d’apreés 4), on obtient que Z£(gy) est de classe € sur ]0,+oo[ et (£ (gn))’ = —ZL(gns1),
car pour tout t € Ry, g, (1) = gn+1(2).
On a donc Z(f) est de classe €"™*! sur |0, +oo] et (ff(f))(n“) = (-1)"1ZL(gp).
Ainsi Z (f) est de classe € sur |0, +o0o[ et Vn € N, (g(f))(”) =(-1)"Z(gn) .

Partie 11l

7. (a) Soit f € F.OnaVx >0, ¥t € Ry, |[f(t)e™| < ||f]., e donc

e —xt e -xt i —xt _ ||f||oo
/0 f(t)e™ dt s/o HOIE dt§||f||oo/0 e = ==,

d’aprés 3.a). On en déduit que Z(f)(x) — 0.
X—+00

Vx>0, [Z(f)(x)] =

On peut aussi utiliser la version continue du théoréeme de convergence dominée.

(b) On retrouve ici les hypothéses de la question 5) : f de classe 4™, croissante et bornée. On a donc
Vx > 0, xZ(f)(x) = Z(f")(x) + f(0). Mais, de plus, f” est bornée donc f’ € F et donc, suivant
la question précédente,

Z(f)x) — 0
et donc x Z(f)(x) fond £(0) .
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8. (@ Ona f € €°(R,,R) et tlim f(t) = ¢ donc tlim [f()] = |¢] < |¢| + 1 et donc 3A € Ry, Vt >
—+400 —>+00
A, |f(t)| < |{’| + 1. D’autre part, f est continue sur le segment [0, A] donc elle y est bornée. On
a ainsi Vt € Ry, |f(t)| < max (supue[O,A] |f(u)|, |£’| + 1). Ainsi f € F .

(b) En effectuant le changement de variable affine t = ;‘—C, dt = %du, ona

u

XL (f)(x) = x./0+oof(t)e_’“ dt = x/0+oof(—) et ;Cdu

X

+00
u
soit xZ () (x) :/ h(u) du avec Yu € R,, k(1) =f(—) et
0 X
(c) Comme le dit I’énoncé, utilisons le théoréme de convergence dominée (version continue) :
— Pourtoutx e Rj,u — f(%)e‘” est continue par morceaux sur |0, +oo|.
— Pour tout u € Ry, h(u) < e™f(%) — fe™
x—0
— Domination : La fonction ¢ : u — e™||f||« est intégrable sur R}, et pour tout x € R}, pour
tout u €]0, 400, |h(u)| < @u.
On en déduit que

i sz (0 = lig [t (5)=e [ e =e
(d) Sie#0, )
L) ~ -

-0t X

9. (a) Puisque f est intégrable sur Ry donc aussi sur [x,+co[ pour x > 0, R est définie sur R; et on a
Vx € Ry,

R(x) = R(0) — /O ) F(t)dt

X
Or, f étant continue sur Ry, x — / f(t) dt est de classe € sur R, et c’est une primitive de f.
0
On a donc R est de classe C! sur R, et R = —f .

On ne peut pas appliquer directement le résultat de la question 5) a R qui n’est pas croissante en

général. Cependant, d’'une part R" = —f appartient a E car f € E (hypothése de la partie), d’autre

part, R est continue sur R, et lim R(x) = 0 € R donc R appartient a F selon 8.a) et la démons-
X—+00

tration de I’égalité au 5) n’utilise que que le caractére borné de la fonction f et le fait que f et f’
soient dans E. Cette démonstration s’applique donc a R et donc Z(f)(x) = R(0) — xZ(R)(x) .

(b) On a déja indiqué ci-dessus que tlim R(t) = 0 donc
—+00

Ve>0,JA€R,, Vt>A |[R(t)<e
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On a donc, pour x > 0, selon a)

|2 (f)(x) = R(0)]

|x£Z(R) (x)| =x

+00
/ R(t)e ™ dt
0

+00
x/ |R(t)|e_’” dt carRe€E
0
A +00
x/ |R(t)|e_“ dt+x/ |R(t)|e_” dt
0 A
A +00
x/ |R(t)| dt +x/ ee *dtcar % € E
0 A

A +00
x/ |R(t)|dt+x/ ee X dt
0 0

A
soit Vx > 0, |$(f)(x) —R(0)| < x/ |R(t)|dt+e.
0

IA

IA

IA

IA

A
(c) A étant ﬁxé,x/ |R(t)|dt = 0 donc
0 x—0%
A
dnp >0, Vx €]0,p[, 0< x/ |R(t)|dt <e¢
0

donc Vx €]0, 5[, |3(f)(x)—R(0)| < 2e.Donc Z(f) se prolonge en 0 par Z(f)(0) = /+oof(t) dt.
0

Remarque : Dans le cas ou, comme ici, f est supposée intégrable sur R., une simple application
du théoréme de convergence dominée donne le résultat ci-dessus. La démonstration proposée par
Pénoncé a l'intérét de s’appliquer aussi au cas ou f n’est pas intégrable mais telle que 'intégrale

[o0]
/ f converge.
0




