MP2 Théoréeme de Schwarz 2024 — 2025

Théoreme (Théoreme de Schwarz)

Soit f: U — Fet % = (ey,..., ep) une base de E.
1. On suppose que f est classe € alors pour tout (i, j) € [ 1; p ]|,

oiif = 9jif

2. Soit k > 2. On suppose que f est classe € alors pour tout (iy,...,ix) € [[1; p]|* et toute
o € Gk,

9y, :aiou),...,ig(k)f

Démonstration :

1. Pour simplifier les notations on va faire la preuve pour une fonction f définie sur un ouvert U de R
Soit (x9,y9) € U. Soit hy, h, suffisamment petit, on applique le théoréme des accroissements finis a
a:x = f(x,yo+hy) — f(x,yo). Il existe u compris entre 0 et h, tels que

f(xo0+ hx, yo + hy) — f(x0. Yo + hy) — f (x0 + hx, Yo) + f (x0, Yo) a(xo + hy) — a(xo)

= hyd (xy+u)
By (O f (x0 + u, yo + hy) = 0xf (xo +u, Y0))

En appliquant maintenant le théoréme des accroissements finis a f : y — oxf(xo + u,y), il existe v
compris entre 0 et h, tel que

f(xo + hx, yo + hy) — f(x0, yo + hy) — f(x0 + hx, yo) + f (x0, Yo) hy (B(yo + hy) — B(yo))
hyehy B (yo + 0)

hyhy0yx f (x0 +u, yo +0)

En procédant de méme en considérant d’abord o’ : y — f(xo + hy,y) — f(x0,y) il existe v’ compris
entre 0 et h, tel que

f (o +hse, yo+hy) = f (x50, Yo +hy) — f (x0+ b, Yo) + f (0, o) = hy (9yf (x0 + hs, yo +0") = 9, f (x50, Yo +0))

On considere alors f : x — 9, f(x,yo +v’) et on en déduit qu’il existe u’ compris entre 0 et h, tel que

f(x0 + hy, yo + hy) = f(x0,yo + hy) — (%0 + hx, Yo) + (X0, Yo) = hichydsyf (x0 + 1/, yo + ")
On en déduit que
Ayxf (X0 + U, yo +0) = Oy yf(x0 + 1, yo +0')

Il suffit alors de faire tendre (hy, hy) vers (0,0), on obtient que (u,v) et (u’,0’) tend vers (0,0). Par
continuité de 9, , f et de dy, f on obtient le résultat voulu.

2. 1l suffit d’utiliser que le groupe symétrique Sy est engendré par les transpositions de la forme (i, i+1).
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