
MP2 Théorème de Schwarz 2024 – 2025

Soit 𝑓 : 𝑈 → 𝐹 et B = (𝑒1, . . . , 𝑒𝑝) une base de 𝐸.

1. On suppose que 𝑓 est classe C 2 alors pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ [[ 1 ; 𝑝 ]]2,

𝜕𝑖, 𝑗 𝑓 = 𝜕 𝑗,𝑖 𝑓

2. Soit 𝑘 ⩾ 2. On suppose que 𝑓 est classe C 𝑘 alors pour tout (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) ∈ [[ 1 ; 𝑝 ]]2 et toute
𝜎 ∈ S𝑘 ,

𝜕𝑖1,...,𝑖𝑘 𝑓 = 𝜕𝑖𝜎 (1) ,...,𝑖𝜎 (𝑘 ) 𝑓

Théorème (Théorème de Schwarz)

Démonstration :
1. Pour simplifier les notations on va faire la preuve pour une fonction 𝑓 définie sur un ouvert 𝑈 de R2.

Soit (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑈 . Soit ℎ𝑥 , ℎ𝑦 suffisamment petit, on applique le théorème des accroissements finis à
𝛼 : 𝑥 ↦→ 𝑓 (𝑥,𝑦0 + ℎ𝑦) − 𝑓 (𝑥,𝑦0). Il existe 𝑢 compris entre 0 et ℎ𝑥 tels que

𝑓 (𝑥0 + ℎ𝑥 , 𝑦0 + ℎ𝑦) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0 + ℎ𝑦) − 𝑓 (𝑥0 + ℎ𝑥 , 𝑦0) + 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) = 𝛼 (𝑥0 + ℎ𝑥 ) − 𝛼 (𝑥0)
= ℎ𝑥𝛼

′(𝑥0 + 𝑢)
= ℎ𝑥

(
𝜕𝑥 𝑓 (𝑥0 + 𝑢,𝑦0 + ℎ𝑦) − 𝜕𝑥 𝑓 (𝑥0 + 𝑢,𝑦0)

)
En appliquant maintenant le théorème des accroissements finis à 𝛽 : 𝑦 ↦→ 𝜕𝑥 𝑓 (𝑥0 + 𝑢,𝑦), il existe 𝑣
compris entre 0 et ℎ𝑦 tel que

𝑓 (𝑥0 + ℎ𝑥 , 𝑦0 + ℎ𝑦) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0 + ℎ𝑦) − 𝑓 (𝑥0 + ℎ𝑥 , 𝑦0) + 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) = ℎ𝑥 (𝛽 (𝑦0 + ℎ𝑦) − 𝛽 (𝑦0))
= ℎ𝑥ℎ𝑦𝛽

′(𝑦0 + 𝑣)
= ℎ𝑥ℎ𝑦𝜕𝑦,𝑥 𝑓 (𝑥0 + 𝑢,𝑦0 + 𝑣)

En procédant de même en considérant d’abord 𝛼′ : 𝑦 ↦→ 𝑓 (𝑥0 + ℎ𝑥 , 𝑦) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦) il existe 𝑣′ compris
entre 0 et ℎ𝑦 tel que

𝑓 (𝑥0+ℎ𝑥 , 𝑦0+ℎ𝑦) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0+ℎ𝑦) − 𝑓 (𝑥0+ℎ𝑥 , 𝑦0) + 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) = ℎ𝑦
(
𝜕𝑦 𝑓 (𝑥0 + ℎ𝑥 , 𝑦0 + 𝑣′) − 𝜕𝑦 𝑓 (𝑥0, 𝑦0 + 𝑣′)

)
On considère alors 𝛽 : 𝑥 ↦→ 𝜕𝑦 𝑓 (𝑥,𝑦0 + 𝑣′) et on en déduit qu’il existe 𝑢′ compris entre 0 et ℎ𝑥 tel que

𝑓 (𝑥0 + ℎ𝑥 , 𝑦0 + ℎ𝑦) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0 + ℎ𝑦) − 𝑓 (𝑥0 + ℎ𝑥 , 𝑦0) + 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) = ℎ𝑥ℎ𝑦𝜕𝑥,𝑦 𝑓 (𝑥0 + 𝑢′, 𝑦0 + 𝑣′)

On en déduit que
𝜕𝑦,𝑥 𝑓 (𝑥0 + 𝑢,𝑦0 + 𝑣) = 𝜕𝑥,𝑦 𝑓 (𝑥0 + 𝑢′, 𝑦0 + 𝑣′)

Il suffit alors de faire tendre (ℎ𝑥 , ℎ𝑦) vers (0, 0), on obtient que (𝑢, 𝑣) et (𝑢′, 𝑣′) tend vers (0, 0). Par
continuité de 𝜕𝑦,𝑥 𝑓 et de 𝜕𝑥,𝑦 𝑓 on obtient le résultat voulu.

2. Il suffit d’utiliser que le groupe symétriqueS𝑘 est engendré par les transpositions de la forme (𝑖, 𝑖 + 1).
□


