MP1 / MP2 Devoir libre 8 2024 - 2025

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie notée n.
Soit f un endomorphisme non nul de E tel qu'il existe un entier p > 1 tel que f? = 0y g # f*'.

Partie |

1) Déterminer les réels ay,...,a, 1 tels que V1+z =1+ a1z + ... +a, 12771 + 0, 0(zP1).
Exprimer ces coefficients a ’aide de factorielles.
Dans la suite, on notera P, le polynome 1+ a; X + ...+ ap_lXp‘l.

2) Que dire de 1 + x — Pp2(x) quand z tend vers 0?7 En déduire que le polynome 1 + X — Pg est
divisible par XP?.

3) Montrer que le polynome minimal de f, noté II;, est égal a XP.

4) Montrer qu’en posant g = B,(f), on a ¢* = idg + f.

5) Application numérique :

-5 9 2

Onpose A=|-3 5 2
-1 2 0

En utilisant ce qui précéde, trouver une matrice B telle que B? = I35 + A.

Partie 1l

6) Montrer qu’il existe xy € E tel que la famille (zg, f(z0),- .., fP" (zo)) est libre.
En déduire que p < n et que f* = 0.
7) Montrer que s'il existe un endomorphisme g de F tel que g = f, alors 2p — 1 < n.

On suppose désormais que . Selon la question 6), il existe un vecteur zy dans E tel que la famille
B = (xo, f(0), ..., f" (xg)) soit libre. C’est donc une base de E; on posera x; = f(zy) pour i =
1., n.
On rappelle que selon la question 3), on a : IIy = X™ car ici, p = n.
8) Soit g un endomorphisme de F tel que go f = fog.
On note ag, ay, ..., a,_1 les coordonnées de g(xg) dans & : g(zg) = Z;:Ol a; T; = Z;:Ol a; fi(zo).
Calculer les coordonnées dans 2 du vecteur g(x1) = g(f(zo)), puis celles de g(z2) = g(f?(x0)), - .-,
de g(zn-1) = g(f" (z0)) -
En déduire que g est un polynéme en f : g = T(f), avec T € R[X].
9) Soit g un endomorphisme de E tel que g? = idg + f. Montrer que g est un polynome en f.
10) Soient g, h des endomorphismes de E tels que g = h? = idg + f. D’aprés la question précédente,
il existe des polynomes P, Q € R[X] tels que g = P(f) et h = Q(f).
a) Montrer que P? — Q% est divisible par X™.
b) On veut montrer que X" divise P — ) ou divise P + @, pour cela on raisonne par l’absurde :

on suppose qu’aucun des polynomes P + ) et P — () ne soit divisible par X™. Montrer qu’ils
sont alors tous deux divisibles par X.

Que dire alors du polynome P ? En déduire que g n’est pas injective. Trouver une contradiction.
Que peut-on finalement en déduire sur g et h?

¢) Combien d’endomorphismes de E ont un carré égal a idg + f 7
Meéme question pour les racines carrées de aidg + f lorsque « est un réel strictement positif.
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