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Exercice I

1. Montrons que 𝑁 est une norme
— Pour tout 𝑓 ∈ 𝐸, 𝑁(𝑓) = ‖𝑓 + 2𝑓 ′ + 𝑓 ′′‖∞ ⩾ 0.
— Soit 𝑓 ∈ 𝐸 telle que 𝑁(𝑓) = 0. Comme ‖ ·‖∞ est une norme cela implique que 𝑓+2𝑓 ′+𝑓 ′′ = 0.

On reconnait une équation différentielle différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients constants.
Le problème de Cauchy {︂

𝑦 + 2𝑦′ + 𝑦′′ = 0
𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0

a une unique solution d’après le théorème de Cauchy linéaire. Comme de plus la fonction nulle
0̃ vérifie ce problème de Cauchy, on obtient que 𝑓 = 0̃.

— Soit 𝑓 ∈ 𝐸 et 𝜆 ∈ R,

𝑁(𝜆𝑓) = ‖𝜆𝑓 + 2(𝜆𝑓)′ + (𝜆𝑓)′′‖∞ = ‖𝜆(𝑓 + 2𝑓 ′ + 𝑓 ′′)‖∞ = |𝜆|𝑁(𝑓)

— Soit 𝑓, 𝑔 dans 𝐸,

𝑁(𝑓 + 𝑔) = ‖𝑓 +2𝑓 ′+ 𝑓 ′′+ 𝑔+2𝑔′+ 𝑔′′‖∞ ⩽ ‖𝑓 +2𝑓 ′+ 𝑓 ′′‖∞+‖𝑔+2𝑔′+ 𝑔′′‖∞ = 𝑁(𝑓)+𝑁(𝑔)

On a bien montré que 𝑁 était une norme sur 𝐸.

2. Soit 𝑓 ∈ 𝐸. On pose 𝑔 = 𝑓 + 2𝑓 ′ + 𝑓 ′′. D’après le théorème de Cauchy linéaire, le problème de
Cauchy

(𝑃𝐶)

{︂
𝑦 + 2𝑦′ + 𝑦′′ = 𝑔
𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0

admet une unique solution.

Posons

ℎ : 𝑥 ↦→ 𝑒−𝑥

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑒𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑒−𝑥

(︂
𝑥

∫︁ 𝑥

0

𝑒𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝑥

0

𝑡𝑒𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡

)︂
On vérifie pour commencer que ℎ(0) = 0. On a de plus

ℎ′ : 𝑥 ↦→ −ℎ(𝑥) + 𝑒−𝑥

(︂∫︁ 𝑥

0

𝑒𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑥𝑒𝑥𝑔(𝑥)− 𝑥𝑒𝑥𝑔(𝑥)

)︂
= −ℎ(𝑥) + 𝑒−𝑥

∫︁ 𝑥

0

𝑒𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡

On en déduit que ℎ′(0) = 0. En redérivant,

ℎ′′ : 𝑥 ↦→ −ℎ′(𝑥)− 𝑒−𝑥

∫︁ 𝑥

0

𝑒𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑔(𝑥)

Pour tout 𝑥 ∈ [0, 1],

ℎ(𝑥) + 2ℎ′(𝑥) + ℎ′′(𝑥) = ℎ(𝑥) + ℎ′(𝑥)− 𝑒−𝑥

∫︁ 𝑥

0

𝑒𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥)

On a donc montré que ℎ vérifiait le problème de Cauchy (PC). Par unicité de la solution 𝑓 = ℎ.

3. Soit 𝑓 ∈ 𝐸, on pose encore 𝑔 = 𝑓 + 2𝑓 ′ + 𝑓 ′′ de sorte que 𝑁(𝑓) = ‖𝑔‖∞. Pour 𝑥 ∈ [0, 1],

|𝑓(𝑥)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑒−𝑥

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑒𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑒−𝑥

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑒𝑥|𝑔(𝑡)|𝑑𝑡 ⩽ ‖𝑔‖∞𝑒−𝑥

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑒𝑡𝑑𝑡

1/4



Or ∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑒𝑡𝑑𝑡 = [(𝑥− 𝑡)𝑒𝑡]𝑥0 +

∫︁ 𝑥

0

𝑒𝑡𝑑𝑡 = −𝑥+ 𝑒𝑥 − 1

On en déduit que |𝑓(𝑥)| ⩽ (−𝑥𝑒−𝑥 + 1− 𝑒−𝑥)‖𝑔‖∞. On pose 𝜙 : 𝑥 ↦→ −𝑥𝑒−𝑥 + 1− 𝑒−𝑥. Sa dérivée
est 𝜙′ : 𝑥 ↦→ −𝑒−𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥 ⩾ 0. La fonction 𝜙 est croissante, comme 𝜙(0) = 0 et
𝜙(1) = 1− 2𝑒−1, on obtient que pour tout 𝑥 ∈ [0, 1], 0 ⩽ 𝜙(𝑥) ⩽ 1− 2𝑒−1. Finalement,

‖𝑓‖∞ ⩽ (1− 2𝑒−1)‖𝑔‖∞ = (1− 2𝑒−1)𝑁(𝑓)

De plus, si ≪ on pose ≫ 𝑔 = 1̃ la fonction constante égale à 1, c’est-à-dire que l’on considère l’unique
solution 𝑓 du problème de Cauchy {︂

𝑓 + 2𝑓 ′ + 𝑓 ′′ = 1
𝑓(0) = 𝑓 ′(0) = 0

En reprenant le calcul ci-dessus, on obtient que 𝑓 = 𝜙. On a alors

‖𝑓‖∞ = (1− 2𝑒−1) = (1− 2𝑒−1)‖𝑔‖∞ = (1− 2𝑒−1)𝑁(𝑓)

La constante 𝑎 = 1− 2𝑒−1 est donc optimale.

4. Soit 𝑛 ∈ N*. On considère cette fois 𝑔𝑛 la fonction définie par

𝑔𝑛 : 𝑡 ↦→
{︂

1− 𝑛𝑡 si 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1
𝑛

0 sinon

La fonction 𝑔𝑛 est continue, ‖𝑔𝑛‖∞ = 1 et 𝑔𝑛 est nulle en dehors de [0, 1
𝑛
].

On considère 𝑓𝑛 l’unique fonction de 𝐸 qui vérifie 𝑓𝑛+2𝑓 ′
𝑛+𝑓 ′′

𝑛 = 𝑔𝑛. La fonction 𝑓𝑛 existe d’après
le théorème de Cauchy linéaire. On a alors pour 𝑥 ∈ [0, 1],

|𝑓𝑛(𝑥) =
⃒⃒⃒⃒
𝑒−𝑥

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑒𝑡𝑔𝑛(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⩽ 1

∫︁ 1
𝑛

0

𝑒 𝑑𝑡 =
𝑒

𝑛

On en déduit que ‖𝑓𝑛‖∞ 𝑒
𝑛
et donc

𝑁(𝑓𝑛)

‖𝑓𝑛‖∞
=

‖𝑔𝑛‖∞
‖𝑓𝑛‖∞

⩾
𝑛

𝑒
−→

𝑛→+∞
+∞

On ne peut donc pas trouver de constante 𝑏 ∈ R+ telle que pour toute fonction 𝑓 dans 𝐸,
𝑁(𝑓) ⩽ 𝑏‖𝑓‖∞.

Exercice II

1. Soient 𝐴 ∈ M𝑛(C), 𝑧 ∈ C et 𝑘 ∈ N.
a) Soit 𝐴 ∈ M𝑛(C) et 𝑧 ∈ C. Montrons pour commencer que Sp(𝑧𝐴) = 𝑧Sp(𝐴).

Soit 𝜇 ∈ 𝑧Sp(𝐴), il existe 𝜆 une valeur propre de 𝐴 et 𝑥 un vecteur propre associé tels
que 𝜇 = 𝑧𝜆. On a (𝑧𝐴)(𝑥) = 𝑧(𝐴𝑥) = (𝑧𝜆)𝑥 donc 𝜇 = 𝑧𝜆 ∈ Sp(𝑧𝐴). On a montré que

𝑧Sp(𝐴) ⊂ Sp(𝑧𝐴) .

Montrons maintenant que Sp(𝑧𝐴) ⊂ 𝑧Sp(𝐴). Remarquons, que cela est vrai si 𝑧 = 0 puisque
Sp(0𝐴) = Sp(0𝑛) = {0} = 0Sp(𝐴). Si on suppose que 𝑧 ̸= 0, soit 𝜇 ∈ Sp(𝑧𝐴), il existe 𝑥 un
vecteur propre associé tel que (𝑧𝐴)(𝑥) = 𝜇𝑥. Cela implique que 𝑧(𝐴𝑥) = 𝜇𝑥 et donc (𝐴𝑥) = 𝜇

𝑧
𝑥.

Cela implique que 𝜇
𝑧
∈ Sp(𝐴) et donc 𝜇 ∈ 𝑧Sp(𝐴). Finalement Sp(𝑧𝐴) ⊂ 𝑧Sp(𝐴) .

On a montré que Sp(𝑧𝐴) = 𝑧Sp(𝐴). En prenant les modules, on obtient que {|𝜆| , 𝜆 ∈
Sp(𝑧𝐴)} = |𝑧|{|𝜆| , 𝜆 ∈ Sp(𝐴)} et donc 𝜌(𝑧𝐴) = |𝑧|𝜌(𝐴) .
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b) Soit 𝐴 ∈ M𝑛(C). On sait que 𝐴 est trigonalisable. Elle est semblable à une matrice 𝑇 dont les
éléments diagonaux 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 sont les valeurs propres (comptées avec multiplicités) de 𝐴 et
de 𝑇 . Soit 𝑘 ∈ N, 𝐴𝑘 est semblable à 𝑇 𝑘. On en déduit que

Sp(𝐴𝑘) = Sp(𝑇 𝑘) = {𝜆𝑘 , 𝜆 ∈ Sp(𝑇 )} = {𝜆𝑘 , 𝜆 ∈ Sp(𝐴)}.

En prenant les modules puis le max, on obtient 𝜌(𝐴𝑘) = 𝜌(𝐴)𝑘 .

c) Soit 𝐴 ∈ M𝑛(C). Soit 𝜆 ∈ Sp(𝐴) telle que |𝜆| = 𝜌(𝐴) et 𝑥 un vecteur propre (non nul) associé
à la valeur propre 𝜆. On a alors

‖𝐴𝑥‖1
‖𝑥‖1

=
‖𝜆𝑥‖1
‖𝑥‖1

= |𝜆|.

On en déduit que ‖𝐴‖ = sup𝑥∈C𝑛∖{0}
‖𝐴𝑥‖1
‖𝑥‖1

⩾ |𝜆| = 𝜌(𝐴)

d) Soit 𝐴 ∈ M𝑛(C) et 𝑘 ∈ N. En utilisant les deux propriétés démontrées ci-dessus,

𝜌(𝐴)𝑘 = 𝜌(𝐴𝑘) ⩽ ‖𝐴𝑘‖.

2. Soit 𝐴 ∈ M𝑛(C). On note 𝑎𝑖,𝑗 le coefficient de 𝐴 d’indice de ligne 𝑖 et d’indice de colonne 𝑗 et on

pose 𝐾 = max1⩽𝑗⩽𝑛

(︂
𝑛∑︀

𝑖=1

|𝑎𝑖,𝑗|
)︂

Soit 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ C𝑛. Le vecteur 𝐴𝑥 est le vecteur (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) où, pour tout 𝑖 compris entre

1 et 𝑛, 𝑦𝑖 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗.

‖𝐴𝑥‖1 =
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑦𝑖| =
𝑛∑︁

𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗||𝑥𝑗| ⩽
𝑛∑︁

𝑗=1

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑎𝑖𝑗|

)︃
|𝑥𝑗| ⩽

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐾|𝑥𝑗| ⩽ 𝐾‖𝑥‖1

On en déduit que ‖𝐴‖ ⩽ 𝐾 = max
1⩽𝑗⩽𝑛

(︂
𝑛∑︀

𝑖=1

|𝑎𝑖,𝑗|
)︂

Pour montrer finalement que ‖𝐴‖ = 𝐾. Il suffit de trouver un vecteur 𝑥 (non nul) tel que ‖𝐴𝑥‖1
‖𝑥‖1 = 𝐾

car cela impliquera que ‖𝐴‖ ⩾ 𝐾.

Notons, 𝑗0 un entier tel que 𝐾 =
𝑛∑︀

𝑖=1

|𝑎𝑖,𝑗0| et considérons le vecteur 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) où 𝑥𝑗0 = 1

et 𝑥𝑗 = 0 pour 𝑗 ̸= 𝑗0. Par les formules usuelle 𝐴𝑥 est le vecteur (𝑎1,𝑗0 , . . . , 𝑎𝑛,𝑗0) de sorte que

‖𝐴𝑥‖1 =
𝑛∑︀

𝑖=1

|𝑎𝑖,𝑗0| = 𝐾. Comme de plus ‖𝑥‖1 = 1 on a bien ‖𝐴𝑥‖1
‖𝑥‖1 = 𝐾.

3. a) Comme 𝑃𝑏 est diagonale, 𝑃
−1
𝑏 = 𝑃𝑏−1 = Diag(1, 𝑏−1, . . . , 𝑏−(𝑛−1)).

On remarque alors que multiplier à gauche une matrice𝐴 par une matrice diagonale Diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛)
revient à mutliplier la ligne 𝑖 de 𝐴 par 𝜆𝑖. De même, multiplier à droite une matrice 𝐴 par la
même matrice diagonale revient à multiplier la colonne 𝑗 de 𝐴 par 𝜆𝑗.

De ce fait, pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ [[1, 𝑛]]2, si on note 𝑎′𝑖𝑗(𝑏) le coefficient ligne 𝑖 et colonne 𝑗 de

𝑃−1
𝑏 𝐴𝑃 , on a

𝑎′𝑖𝑗(𝑏) = 𝑏−(𝑖−1)𝑎𝑖𝑗𝑏
𝑗−1 = 𝑎𝑖𝑗𝑏

𝑗−𝑖.

On fait tendre 𝑏 vers 0. Si 𝑖 = 𝑗, 𝑎′𝑖𝑗(𝑏) = 𝑎𝑖𝑗 ; si 𝑖 > 𝑗 alors 𝑎𝑖𝑗 = 0 et donc 𝑎′𝑖𝑗(𝑏) = 0 et pour

finir, si 𝑗 > 𝑖 alors lim
𝑏→0

𝑎′𝑖𝑗(𝑏) = 0. Notons que cela signifie que lim
𝑏→0

𝑃−1
𝑏 𝐴𝑃𝑏 = Diag(𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛).
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b) D’après la question précédente, lim
𝑏→0

𝑃−1
𝑏 𝐴𝑃𝑏 = Diag(𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛).

Cela implique que lim
𝑏→0

‖𝑃−1
𝑏 𝐴𝑃𝑏‖ = ‖Diag(𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛)‖.

Or, en utilisant la question 2) on voit que ‖Diag(𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛)‖ = max (|𝑎11|, . . . , |𝑎𝑛𝑛|) < 1.

On en déduit qu’il existe 𝑏0 tel que

‖𝑃−1
𝑏0

𝐴𝑃𝑏0‖ < 1

c) On pose 𝐴′ = 𝑃−1
𝑏0

𝐴𝑃𝑏0 où 𝑏0 est défini ci-dessus. Comme ‖‖̇ est une norme subordonnée, elle est
sous-multiplicative (ce qui signifie que pour deux matrice 𝑀,𝑀 ′, ‖𝑀𝑀 ′‖ ⩽ ‖𝑀‖.‖𝑀 ′‖). On
en déduit par un récurrence immédiate que pour tout entier 𝑘 ⩾ 0, ‖(𝐴′)𝑘‖ ⩽ ‖𝐴′‖𝑘. Comme
‖𝐴′‖ < 1 d’après la question précédente, lim

𝑘→∞
‖(𝐴′)𝑘‖ = 0.

Maintenant, pour tout 𝑘 ⩾ 0, ‖𝐴𝑘‖ = ‖𝑃𝑏0(𝐴
′)𝑘𝑃−1

𝑏0
‖ ⩽ ‖𝑃𝑏0‖ × ‖𝑃−1

𝑏0
‖ × ‖(𝐴′)𝑘‖ par sous-

multiplicativité. On en déduit que lim
𝑘→∞

‖𝐴𝑘‖ = 0 ce qui signifie que la suite (𝐴𝑘)𝑘∈N* converge

vers 0.

La suite (𝐴𝑘) converge vers 0 pour la norme ‖.‖ et donc pour toutes les normes car M𝑛(C) est
un espace vectoriel de dimension finie.

4. Soit 𝐴 une matrice de M𝑛(C) telle que 𝜌(𝐴) < 1. On peut trigonaliser 𝐴, précisément, il existe
une matrice inversible 𝑄 telle que 𝑄−1𝐴𝑄 = 𝑇 soit triangulaire supérieure. De plus, les coefficients
diagonaux de 𝑇 sont les valeurs propres (comptées avec multiplicités) de 𝐴. Ils sont donc tous de
module strictement inférieur à 1. En utilisant la question 3) on en déduit que la suite (𝑇 𝑘)𝑘∈N*

tend vers 0 et donc la suite (𝐴𝑘)𝑘∈N* aussi puisque pour tout entier 𝑘 non nul,

‖𝐴𝑘‖ = ‖𝑄𝑇 𝑘𝑄−1‖ ⩽ ‖𝑄‖ × ‖𝑄−1‖ × ‖𝑇 𝑘‖.

5. Soit 𝑥 un réel strictement supérieur à 𝜌(𝐴). D’après la question 1.a), 𝜌
(︀
𝐴
𝑥

)︀
= 𝜌(𝐴)

𝑥
< 1. En utilisant

la question précédente, on obtient que
(︁(︀

𝐴
𝑥

)︀𝑘)︁
𝑘∈N*

tend vers 0 et donc 𝑥 ∈ 𝐸𝐴. Cela montre que

]𝜌(𝐴),+∞[⊂ 𝐸𝐴 .

Soit 𝑥 ∈]0, 𝜌(𝐴)], on veut montrer que 𝑥 /∈ 𝐸𝐴 c’est-à-dire que la suite
(︁(︀

𝐴
𝑥

)︀𝑘)︁
𝑘∈N*

ne tend pas

vers 0.

D’après la question 1.d),
⃒⃒⃒⃒⃒⃒(︀

𝐴
𝑥

)︀𝑘 ⃒⃒⃒⃒⃒⃒
⩾ 𝜌

(︀
𝐴
𝑥

)︀𝑘
=
(︁

𝜌(𝐴)
𝑥

)︁𝑘
⩾ 1 car 𝜌(𝐴)

𝑥
⩾ 1. De ce fait, la suite(︁(︀

𝐴
𝑥

)︀𝑘)︁
𝑘∈N*

ne tend pas vers 0.

On a bien montré que 𝐸𝐴 =]𝜌(𝐴),+∞[.

6. Soit 𝐴 ∈ M𝑛(C) et 𝑘 ∈ N*, on a vu que ‖𝐴𝑘‖ ⩾ 𝜌(𝐴𝑘) = 𝜌(𝐴)𝑘 donc ‖𝐴𝑘‖1/𝑘 ⩾ (𝜌(𝐴)𝑘)1/𝑘 = 𝜌(𝐴).

Soit 𝜀 > 0, d’après la question précédente, 𝜌(𝐴) + 𝜀 ∈ 𝐸𝐴 donc

(︂(︁
𝐴

𝜌(𝐴)+𝜀

)︁𝑘)︂
𝑘∈N*

tend vers 0. Il

existe donc un rang 𝑁𝜀 tel que pour 𝑘 ⩾ 𝑁𝜀,

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒(︁
𝐴

𝜌(𝐴)+𝜀

)︁𝑘 ⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
⩽ 1. Cela implique ‖𝐴𝑘‖ ⩽ (𝜌(𝐴) + 𝜀)𝑘

puis ‖𝐴𝑘‖1/𝑘 ⩽ 𝜌(𝐴) + 𝜀.

Finalement, cela montre que pour tout 𝜀 > 0, il existe un entier 𝑁𝜀 tel que pour 𝑘 ⩾ 𝑁𝜀, 𝜌(𝐴) ⩽

‖𝐴𝑘‖1/𝑘 ⩽ 𝜌(𝐴) + 𝜀. C’est-à-dire lim𝑘→+∞ ‖𝐴𝑘‖1/𝑘 = 𝜌(𝐴) .
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