MP1 / MP2 Devoir libre 9 2024 - 2025

Exercice |

1. Montrons que N est une norme
— Pour tout f € E, N(f)=||f+2f + f"||oc = 0.
— Soit f € E telle que N(f) = 0. Comme || - || est une norme cela implique que f+2f"+ f” = 0.
On reconnait une équation différentielle différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
Le probleme de Cauchy

{ y+2 +y" =0
y(0) =y'(0) =0
a une unique solution d’apres le théoréme de Cauchy linéaire. Comme de plus la fonction nulle

0 vérifie ce probleme de Cauchy, on obtient que f = 0.
— Soit f € Eet A € R,

NAS) = IAf +200) + (M) oo = A + 21 + [)lloo = [AIN(S)
— Soit f,g dans F,

N(f+g) = If T2/ +f"+9+29 + 9"l < If+2F + [l +lg+29" + 9" [0 = N(f) +N(9)

On a bien montré que N était une norme sur F.

2. Soit f € E. On pose g = f + 2f" + f”. D’apres le théoreme de Cauchy linéaire, le probleme de
Cauchy

42+ =
PO b L iy =

admet une unique solution.

h:xrse™ /Oz(x —t)elg(t)dt = e (:c /Ow elg(t)dt — /Ow tetg(t)dt)

On vérifie pour commencer que h(0) = 0. On a de plus

Posons

B iz —h(x)+e™ (/m eg(t)dt + ze"g(x) — xe””g(m)) = —h(z) +e* /1’ elg(t)dt
0 0
On en déduit que 2'(0) = 0. En redérivant,
' :x— —h'(x) — e /l‘ e'g(t)dt + g(x)
0
Pour tout z € [0, 1],
h(z) + 20 (2) + B'(z) = h(z) + K(z) — e /0 “etg(t)dt + g(x) = g(2)

On a donc montré que h vérifiait le probleme de Cauchy (PC). Par unicité de la solution f = h.

3. Soit f € E, on pose encore g = f + 2f" + f” de sorte que N(f) = ||g]|co. Pour z € [0, 1],

()] =

e_""/ (x — t)etg(t)dt’ < e_””/ (x —t)e®|g(t)|dt < ||g||ooe_x/ (z — t)e'dt
0 0 0
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/ (x —t)eldt = [(x —t)e']s + / eldt = -z +¢e" — 1
0 0

On en déduit que |f(z)| < (—ze ™ +1—e7)[|g|lco- On pose ¢ : x — —xe " + 1 —e™*. Sa dérivée
est ' 1 x = —e P +xe " +e* =xe® > 0. La fonction ¢ est croissante, comme ¢(0) = 0 et
¢(1) =1 —2e™', on obtient que pour tout = € [0,1], 0 < p(x) < 1 — 2e~!. Finalement,

1£llo < (1 —2e7Y)llglloo = (1 — 267 )N(f)

De plus, si < on pose » ¢ = 1 la fonction constante égale & 1, ¢’est-a-dire que I’on considere 'unique
solution f du probleme de Cauchy

f(0)=f(0)=0

En reprenant le calcul ci-dessus, on obtient que f = ¢. On a alors

1 flloo = (1 =2¢71) = (1 = 2¢7)|lglloec = (1 — 2¢7)N(f)

La constante a = 1 — 2e~! est donc optimale.

{f+2f’+f”:1

4. Soit n € N*. On considere cette fois g, la fonction définie par

g 1ot S0t
Gn - 0 sinon

La fonction g, est continue, ||g,|loc =1 et g, est nulle en dehors de [0, £].

On considere f,, 'unique fonction de E qui vérifie f, +2f) + f/ = g,. La fonction f, existe d’apres
le théoreme de Cauchy linéaire. On a alors pour z € [0, 1],

=

‘fn(m) =

n

e_x/ (x — t)etgn(t)dt‘ < 1/n edt="C
0 0

On en déduit que [ f, || ¢ et donc

N _lgalloo o7

Ifallo — [falloe ™ € oo

On ne peut donc pas trouver de constante b € R, telle que pour toute fonction f dans FE,
N(f) <Ol flloo-

Exercice 1l

1. Soient A € #,(C), z€ Cet k€ N.

a) Soit A € 4, (C) et z € C. Montrons pour commencer que Sp(zA) = 2Sp(A).
Soit p € 2Sp(A), il existe A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé tels
que g = zA. On a (zA)(x) = z(Az) = (2A)z donc p = zA € Sp(zA). On a montré que
2Sp(A) C Sp(zA)|.
Montrons maintenant que Sp(zA) C zSp(A). Remarquons, que cela est vrai si z = 0 puisque
Sp(0A) = Sp(0,,) = {0} = 0Sp(A). Si on suppose que z # 0, soit u € Sp(zA), il existe x un
vecteur propre associé tel que (zA)(z) = pa. Cela implique que z(Ax) = px et donc (Ar) = L.
Cela implique que £ € Sp(A) et donc p € 2Sp(A). Finalement | Sp(zA) C zSp(A)|.

On a montré que Sp(zA) = 2Sp(A). En prenant les modules, on obtient que {|A| , A €
Sp(zA)} = [2[{]Al; A € Sp(A)} et donc | p(24) = [2[p(A) |
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b) Soit A € #,(C). On sait que A est trigonalisable. Elle est semblable & une matrice 7" dont les
éléments diagonaux Aq,...,\, sont les valeurs propres (comptées avec multiplicités) de A et
de T. Soit k € N, A* est semblable a T%. On en déduit que

Sp(A") = Sp(T%) = {X", A€ Sp(T)} = {\", A € Sp(4)}.

En prenant les modules puis le max, on obtient ‘ p(AF) = p(A)k ‘

c) Soit A € #,(C). Soit A € Sp(A) telle que |A| = p(A) et x un vecteur propre (non nul) associé
a la valeur propre A. On a alors

[Azlly _ Azl

=l lllh

= [Al-

s Ax
On en déduit que |[[A = sup,ecm jo) % > |A| = p(A)

d) Soit A € #,(C) et k € N. En utilisant les deux propriétés démontrées ci-dessus,
p(A)F = p(A%) < || AP,

2. Soit A € A#,(C). On note a; ; le coefficient de A d’indice de ligne i et d’indice de colonne j et on

n

pose K = maxi¢j<n, (Z |ai;

i=1
Soit x = (z1,...,x,) € C". Le vecteur Ax est le vecteur (yi,...,y,) ol, pour tout ¢ compris entre
n

Letn, y, = a;x;.
j=1

[Azly = Z lyil = Z

=1

aijxj

n n n n
S |aij||xj|<z(z|aij|) o)l < zmm Kl
=1

—1 j=1 j=1

7j=1

On en déduit que | [|A|| < K = max (Z |a”|)

1<i<n

Pour montrer finalement que ||A|| = K. Il suffit de trouver un vecteur x (non nul) tel que ”@T"JI =K

car cela impliquera que ||Al > K.

n

Notons, jo un entier tel que K = ) |a; j,| et considérons le vecteur z = (xy,...,x,) ou z;, =1
=1
et x; =0 pour J # jo. Par les formules usuelle Az est le vecteur (ayj,,...,an ) de sorte que

| Azl = Z la; ;o] = K. Comme de plus ||z|; =1 on a bien |"‘43|”|”1 =K.

3. a) Comme P, est diagonale, P, ' = P,-1 = Diag(1,b7%, ..., b~ (1),
On remarque alors que multiplier & gauche une matrice A par une matrice diagonale Diag(Aq, ..., \,)
revient a mutliplier la ligne i de A par A;. De méme, multiplier a droite une matrice A par la
méme matrice diagonale revient a multiplier la colonne j de A par A;.
De ce fait, pour tout (i,7) € [1,n]? si on note aj;(b) le coefficient ligne 7 et colonne j de
Pb_lAP, on a
ag;(b) = b~ D=1 = a0~

On fait tendre b vers 0. Si i = j, aj;(b) = a;; si i > j alors a;; = 0 et donc a;;(b) = 0 et pour
finir, si j > ¢ alors hII(l] a;;(b) = 0. Notons que cela signifie que %in(l) P, 'AP, = Diag(ayy, . . ., Gnn)-
%

3/4



b) D’apres la question précédente, ll)iné P, 'AP, = Diag(ayy, - - -, Gnn)-
%
Cela implique que %iH(l) | B AR|| = ||Diag(ai1, - - -, Gnn)||-
—>
Or, en utilisant la question 2) on voit que ||Diag(ai1, ..., ann)|| = max (|ail, ..., |an]) < 1.

On en déduit qu’il existe by tel que

15y, APy || < 1

¢) Onpose A’ = P, ' AP, ot by est défini ci-dessus. Comme || | est une norme subordonnée, elle est
sous-multiplicative (ce qui signifie que pour deux matrice M, M’ |MM'|| < || M]].|M’]]). On
en déduit par un récurrence immédiate que pour tout entier k > 0, [|(A")*|| < [|A]|*. Comme
||A’|] < 1 d’apres la question précédente, kh_)rrolo (A = o.

Maintenant, pour tout k > 0, [|A¥|| = [|Py (A) Pt < [Pyl X 15| > [I(A)|| par sous-
multiplicativité. On en déduit que khj& | A¥|| = 0 ce qui signifie que la suite (A*)gen- converge
vers 0.

La suite (A*) converge vers 0 pour la norme ||.|| et donc pour toutes les normes car .#,(C) est

un espace vectoriel de dimension finie.

Soit A une matrice de ., (C) telle que p(A) < 1. On peut trigonaliser A, précisément, il existe
une matrice inversible @ telle que Q1AQ = T soit triangulaire supérieure. De plus, les coefficients
diagonaux de T sont les valeurs propres (comptées avec multiplicités) de A. Ils sont donc tous de
module strictement inférieur & 1. En utilisant la question 3) on en déduit que la suite (T%)en-
tend vers 0 et donc la suite (A¥)pen- aussi puisque pour tout entier & non nul,

IA*] = QT* QM < QI < Q] x [IT*]).

Soit z un réel strictement supérieur a p(A). D’apres la question 1.a), p (%) = @ < 1. En utilisant

(4)
la question précédente, on obtient que ((%)k) tend vers 0 et donc x € F 4. Cela montre que

keN*
[1p(4), +0IC Ea]

Soit x €]0, p(A)], on veut montrer que = ¢ E4 c’est-a-dire que la suite ((?)k> ne tend pas
keN

vers 0.

k
(é>kH > P(é)k = (LA)) > 1 car 24 > 1. De ce fait, la suite

((%)k> ne tend pas vers 0.

keN*

On a bien montré que E4 =]p(A), +o0].
Soit A € ., (C) et k € N*, on a vu que ||A*|| = p(A*) = p(A)* donc ||A*||V* > (p(A)F)V* = p(A).

D’apres la question 1.d), )

k
Soit € > 0, d’apres la question précédente, p(A) + ¢ € E4 donc ((ﬁ) ) tend vers 0. 11
kEN*

existe donc un rang N, tel que pour k > N, SA)TE

k
< A > H < 1. Cela implique [|A*|| < (p(A) +¢)*

puis [|A*[[V/F < p(A) +e.
Finalement, cela montre que pour tout € > 0, il existe un entier N tel que pour k > N¢, p(A4) <
| AF||MF < p(A) + e. Clest-a-dire |limy_ o | A*||V/*F = p(A) |
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