MP1 / MP2 Devoir libre 12 - Corrigé 2024 — 2025

Exercice 1

1. Pour tous z,y € R", 5(y,x) = f(x,y) de maniére immédiate.
Remarquons que pour tous z,y € R" on a :

H

n—

B(z,y) = %(—(a:o+yo)2—l— (zi +yi)* + af — Zaz + g — Zyz)

=1

n—1

= —ToYo + Z TiYi

i=1
-

Lo
ou X = mate,(z) = | ... | et idem mut. mut. pour Y.
Tn—1
Par bilinéarité du produit matriciel et linéarité de x — mat..,(x), on en déduit la bilinéarité de

B.

Cela montre que [ est une ’forme bilinéaire symétrique. ‘

Par contre, 3 un produit scalaire. car pour z = (1,0,...,0) on a f(z,x) = q(x) = -1 <
0.

Remarquons de plus que pour tout € R" on a q(z) = f(z,7) = X JX car B(x,z) = (4q(x) —
q(x) — q(x))/2.

2. G est non vide car il contient idgn.
Soient f,g € G . On a:

Ve €R" q((f7' o g)(@) = a(f 7 (9(2))) = a(F (/7 (9(x)))) = alg(@)) = q(x)

donc f~tog e G.
Ainsi |G est un sous-groupe de GL,(R) |.

3. Pour tous z,y € R", notant X = mate,,(x) et Y = matc,,(y) on a :

Blz,y) = XTJY et B(f(x),f(y) = X ATJAY

Donc |si ATJA = J alors f € G|.
Réciproquement, si f € G alors pour tous z,y on a

B(f(x), f(y) = (a(f(x)+ f(y) —q(f

= (¢(f(z +y) —a(f(2)
(g(x +y) —q(x) — q(y))/2
= B(=z,y)

Pour 0 < 4,5 < n — 1 on obtient pour x = ¢; et y = ¢, , en posant E; = matca(e;),

(56)) 9(f(9)))/2
) —

E/(ATJA—J)E; =0

c’est-a-dire (ATJA — J)[i,j] =0
Ceci valant pour tous ¢,j on a ATJA — J = 0 c’est-a-dire AT JA = J.
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Dans les notations précédentes, si f € G on a det(J) = det(ATJA) = det(A")det(J) det(A) =

det(J) det(A)? et comme det J = —1 # 0 on a

det(A)? =1

c’est-a-dire

det(A) € {—1,1}

5. Soit K ={f € G| f(ey) =ep} ou ey est le premier vecteur de la base canonique de R".

a)

On voit que K n’est pas vide car il contient idg~. De plus, pour tous f,g € K on a

eo = f71(f(eo)) = f~(e0) = f'(g(eo))
donc f~loge K.
Ainsi ’K est un sous-groupe de GG ‘

Remarquons que H = Vect(ey, ..., e, 1).
Soit f € K. La matrice A de f dans la base canonique est alors de la forme

1L
1= (5t5)
et comme

Coataa (L]0 —1|-L\ [ -1 | —L
JAJA(LTBT)(OB)(—LT—LTL+BTB

on en déduit que L = 0 puis B'B = I,,_; c’est-a-dire B € O(n — 1).
On a alors pour tout € H, notant X = mate.,(z) = @, AX = m donc f(z) € H.

BY

Donc ’H est stable par f pour tout f € K‘.

En remontant le raisonnement précédent on obtient que si réciproquement B € O(n — 1) alors
. . N 110 i X
I’endomorphisme f canoniquement associé a A = <ﬂ?) appartient a K.

On en déduit que | K est isomorphe a O,_;(R) | via application ¢ qui a tout B € O(n — 1)

. . : AN 110
associe ’endomorphisme canoniquement associé a (T‘?

oy o 8.5 < 0001 om (1) (110 = (1,0 e i -
(e(B)) o (¢(B)).

6. On pose # = {(t,X) e R x R |q(t,X) = —1}.
Par définition, 77 est stable par tous les éléments de G.

a)

Soit (¢, X) € . Soit f € GL,(R). On note A = (%‘%) sa matrice dans la base canonique.

On a f(ey) = (t,X) < |(a,C) = (t, X) | Supposant cette condition vérifiée on a

feG@ & ATJA=J (1)
o (1 X"\ /-1 0 t L\ (-1 0 @)
LT BT 0 I,..)\X B) \0 I,
o —t*+X'X —tL+X'B\ (-1 0 3)
—tL"+B'X —-L'L+B'B)  \0 I,

£ o= 1+ X

& L = 52 (4)

BT (—%% +1,.1)B = I,

$2
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b)

T

Supposons que X =7r(1,0,...,0)" avec r > 0. Le systeme précédent s’écrit alors

t2 = 1472
_ premiere ligne de B
L = r ’

1/t 0 1 0
T _
(0 ) )
et une solution est donnée par :

t 0
BZ(O In—2)7 L:(t 0 ... 0)’ t:m

Soit (¢, X) € 7 (quelconque).

Si X n’est pas nulle, il suffit de compléter (ﬁ) (qui est orthonormale) en une base orthonormale

de M,,_11(R) et d’appeler Py la matrice de passage de la base canonique a cette base.

Si X est nulle, toute matrice orthogonale convient.

Posons r = || X||.

D’apres la question précédente, il existe une solution fo € G de I'équation fy(eg) = (¢, Xp), ou
r

0
Xo= | | car | Xo| = | X]|| donc (¢, X,) € 2.
0

Notons t Lo la matrice de fy dans la base canonique.
Xo Bo

Pour avoir

XX PxXoX, Py
In—l — BT (_ '[j2 + In—l) B = .B—r <—% + In—l) B

il suffit de poser B = Px B, car P;PX =1, 4.
Ainsi I’endomorphisme canoniquement associé a

t Ly
X PxBy
est une solution dans G de 'équation f(ey) = (¢, X).

Soient f, f' € G.
Ona: f'(eg) = fleo) & Ik €K, (fof)e)=ene flof €K
+1 sit>0
-1 sit <0

et {—1,1} x R" ! de réciproque (+1, X) — (/1 + || X%, X).
On en déduit que 'application

t L 10\ [t L@
(il’X’Q)H(X PXOBO) (0 Q)_<X PXSJBOQ)

avec t = £1/1+ || X2, Lo = (|| X]],0,...,0) et By = (é IO ) est une bijection de {—1,1} x
n—2

R x O,,_1(R) vers G.

(en identifiant ., (R) a Z(R"))

L’application 7 3 (t,X) — ((t), X) avec e(t) = { est une bijection entre ¢
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Exercice 2
1. Par définition, I,(2) € N*. De plus pour k € N*, pour tout w € Q,
I,(w) =k <= (Vi€ [l,n], Xi(w) = k) et (Fi €[l,n], Xi(w) =k)

On en déduit que
(I, = k) = (ﬂ(Xi > k)) N <U(XZ- = k))

Comme pour tout i € [1,n], X; est une variable aléatoire, (I, = k) est une intersection (finie)
d’éléments de 7. C’est donc une un élément de <.

On a bien montré que I, est une variable aléatoire discrete.
2. Soit k € N,

I¥X1>k%=P(lJ(Xi=D>==§: (X; =1) = E:pq = =q"

i=k+1 i=k+1 i=k+1

On peut aussi utiliser le fait que X; suit la méme loi que le temps d’attente du premier succes
dans un schéma de Bernoulli de parametre p et qu’ainsi P(X; > k) est égale a la probabilité de
commencer par k échecs dans un tel schéma.

n

3. Soit k un entier naturel, on voit que (I, > k) = ﬂ(XZ > k).
i=1
En utilisant I'indépendance des variables X; et la question précédente,

n n

P(I, > k) = [[P(X; > k) = [[ " = (")

i=1 i=1
On en déduit que pour k > 1
P(l, = k) = P(I, > k—1) = P(I, > k) = (") = (¢")"" = (1 = ¢")(¢")""

On en déduit que I, suit la loi géométrique de parametre 1 — ¢".

4. D’apres ce qui précede,

1
E(l,) = — 1

1 —-q” n—00

Pour
1 sik=1

P(I, = k) 7:0 { 0 sinon

5. a) Soit w € Q, la suite (I,,(w)) est une suite décroissante minorée. Elle converge.

b) La suite (I,(w)),>1 est une suite décroissante d’entiers naturels. Elle est donc stationnaire. On
en déduit que
lw)=1 <= IneN" [, (v)=1
Cela prouve que . = |J (I, =1).
neN*
De plus, on voit que la suite ((/,, = 1)),>1 est une suite croissante d’éléments donc

P($)=P<U(1n=1)> = lim P(I,=1)=1

n—-+o0o
neN*



6. a)

8. a)

Par hypothese, X; < M,, < X; +---+ X,,. Par linéarité de ’espérance,

=EX)) <EM,) <E(Xi+-+X,) =

D=

Soit n € N*. Pour tout entier naturel k, (M,, < k) = ﬂ(Xl < k).

Par indépendance des variables aléatoires X,
P(M, <k)=]]P(Xi<k)=(1-¢""
i=1
Soit K € N* et n > 1. On voit que M, > M, <x) + K1, >k)-

En effet pour w € (2,

— Si M, (w) < K, on a M,(w) > M,(w) +0
— Si M, (w) > K,ona M,(w) >0+ K

Par croissance et linéarité de 1’espérance

E(Mn) > E(Mn 1(Mn<K)) + KE(l(Mn>K)) = E(Mn 1(Mn<K)) + KP(Mn > K)

Soit K € N*,
PM,>K)=1-P(M, <K)=1—-(1-¢")" — 1

n—o0

Il existe donc N € N* tel que pourn > N, P(M,, > K) > % et donc, en utilisant ce qui précede
E(M,) > . Cela montre que hril E(Mn) +o00.
n——+0oo

Comme M, est a valeurs dans N*, en utilisant 6.b)

E(M,) =) P(M, > k) Zl—P <k)=> (1-01-¢")

Soit k € N,
1—(1-— kn:l— n _17’]“: n -1 i—1 ki
(1—4¢") o(i>( )'q E_ (Z>( ) g

Par linéarité,

E(M,) = i ( ) Z ¢ = En: (n) (=17 _1 7

=1

Notons f la fonction définie sur [0, +-oo[ par f : ¢+ 1 — (1 — gl))". Par définition de la partie
entiere, pour tout k& € N, la fonction f est continue sur [k, k + 1[. En effet elle est constante a
1 — (1 — ¢*)" sur cet intervalle.

La fonction f est donc continue par morceaux. Par la relation de Chasles,

rou=3 | T (- gt = S (1 g = BOM)

“+00

0

Soit k € N. On pose g, : t — ¢q' (1 —¢")*. La fonction est continue sur [0, +oo[. De plus
lgr(t)] < q¢7 = exp(In(q)t)). Comme In(q) < 0, la fonction t > exp(In(q)t) est intégrable sur
[0, +00] et donc g aussi.

De plus,

R Tk 1 Tyk+1 e 1
1— dt=|——(1— ="
/0 7 a) { (k:—i—l)lnq( 7) 0 (k+1)Ing
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b) Soit n > 1. Pour tout ¢ € [0, 4+o00],

n—1
+1=(1=¢")"
T T\n
(1— T~ 1T 1 _(1-
goq ¢ ) =q —(1—q") (1—q")

En intégrant,

+oo k: ol 1 H
1—(1—q")")dt = / T dt=-S =
/0 ( ( Z B kzzo(k—i-l)lnq

Inq

¢) Pour tout t € Ry, ¢t > [t] donc 1 — (1 —¢¥)" >1— (1 - ¢")". En intégrant

“+oo 400 H
E(M,) = / 1—(1— gyt > / L= (1 —g)dt=—=
0 0 nqg

D’autre part

+oo 1 +o0
/ 1—(1—g¢¥ndt = [ 1dt+ / 1—(1—g¢¥yndt =1+ / 1—(1—qlttnar
0 0 0

En utilisant cette fois que ¢ < [t + 1] on obtient que E(M,) > 1 — ﬁ—z.

On sait que

1 1 1
ln(k)—ln(k;—l)—ln(l—i—k_l) M1

Comme la série L diverge et que £ > 0, par sommation des équivalents pour les séries
k k ;

divergentes,
H= g D g il < nlk 1) = i
k k
k=1 k=2
On en déduit que E(M,) ~ ln” . quand l'entier n tend vers +oo0.
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