MP1 / MP2 DS 7 (Mines) - Corrigé 2024 — 2025

1)

A. Préliminaires sur les matrices symétriques

° On suppose que Sp(S) C R.
On munit ., ;(R) de son produit scalaire usuel : (X,Y) — (X |Y) = XY et on note
|| - || la norme euclidienne associée.

Selon le théoréme spectral, il existe Q@ € O, (R) telle que A = QT SQ = Q15Q est diag-
onale. Notons Aq, ..., \, les éléments diagonaux de A. On notera A = diag(A1,..., \y).
Soit X € #,,1(R) non nul.

XTSX =XTQAQ'X = (Q"X)"A(QTX)
hn

Si on note QX = : on a alors

Yn

XTSX =) Nyl = Nyyi, >0
=1

ol ig est tel que y;, # 0 (un tel 4y existe car X # 0 et Q' est inversible). On en déduit
que XTSX > 0.
. On suppose S € S (R) ainsi VX € 4,1 (R)\ {0}, X"SX >0

Soit A une valeur propre de S. On considere X un vecteur colonne propre de S associé a
A. En particulier X # 0.

Ona XTSX = XT(AX) = AXTX = A| X|?
ainsi A|| X[|? > 0 or || X|? > 0 car X # 0 donc A > 0

Finalement | S € S (R) si et seulement si VX € .#,1(R)\ {0}, X"SX >0

Soit S € SHT(R). D’apres le théoréme spectral, il existe @ € O,(R) tel que QTSQ =
diag(A1,...,An) ot Ay, ..., A, € RY sont les valeur propres de S comptées avec multiplicité.
On pose R = Qdiag(v/A1,...,vVA\)QT.

On a

R'R = Qdiag(v/ A1, ..., VA)Q T Qdiag(v/ A, ..., vV A)QT = Qdiag(v/ A1, ...,V A)?QT =S
car QTQ =1,

De plus R € GL,(R) car elle est semblable & diag(v/A1, . .., v/A,) dont 0 n’est pas valeur propre.
Ainsi |pour tout S € STH(R), il existe R € GL,(R) tel que S = R"R
Réciproquement soit R € GL,(R). Posons S = R" R.
OnaST=RT(RT) =RTR= 8 donc R'R € 5,(R)

Soit X € A, 1(R) non nul.

Ona X'SX = (RX)'RX = |RX|

or Re GL,(R) et X # 0, d’ou RX est non nul et ainsi ||RX]| > 0

On a montré que pour tout R € GL,(R), R"R € S (R)
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3) Soit S et T € SF(R). Soit ¢ € [0,1]. Montrons que S; =tS + (1 —t)T € SF(R).

e On sait que S,(R) est convexe car c’est un sous espace vectoriel. Cela implique que

Sy € Sp(R).
e Soit X € #,1(R)\ {0}.

TS+ -T)X =tX"SX+(1-H)X'TX

Sit#0,alors XT (tS+ (1—-t)T)X >tXTSX >0
etsit=0,alors X' (tS+ (1 -t X=(1-t)X'TX >0

Ainsi |'ensemble S;FF(R) est convexe

B. Autres préliminaires

n+1
4) Posons @ : (A1, ..., Aps1, 01, .., apyp) € RV X EFL sy Z)‘iai € F.
i=1

D’apres I'énoncé Conv(K) = ®(H x K1)

Les applications notées : ¢; : R"™™ — R définies par ¢; : (A1, ..., \py1) = A pouri € [1,n + 1]
n+1

et S : R"™ — R définie par S : (A\i,..., \uy1) — Z)\k sont continues car linéaires sur un

k=1
espace vectoriel de dimension finie.

&4#:G%¢4R+>ﬂs ({1})

donc c’est un fermé de R™*! par intersection et car une image réciproque par une application
continue d’un fermé est un fermé de I’ensemble de départ.

De plus H est borné car H C [0, 1]"*.

Ainsi H est une partie compacte car elle est fermée et bornée et que R"*! est de dimension
finie.

Par produit de compacts, H x K"t est un compact.

Notons de plus que I'application ® est continue car elle est bilinéaire.

On obtient que | Conv(K) est un sous-ensemble compact de E'| car I'image d'un compact par

une application continue est compact.

5) Soit (ey,...,e,) base orthonormée de E.
Sin =1, alors g est une homothétie de rapport noté A et on a Vax € E, ||g(x)| = |\|||=]|
Sin > 1. Soit alors i € {2,...,n}.

On a (e1 + eiler —e;) = ||ex]||* — ||ei]|* = 0 donc
0= (g(er +ei)lgler — ei)) = (gler) + gles)|gler) — gles)) = llg(e)|* = llg(e:)|?

On note k = ||g(e1)]| = 0. Alors, pour tout i dans {1,2,...,n}, [|g(e:)||* = (g(e:)|g(e;)) = k2.
De plus, pour tout ¢ # j € {1,2,...,n}, (g(e;)|g(e;)) =0 car (e;le;) =0

n
Soit x = E z;e; € E ou les x; sont réels.
i=1
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On a

o) = (zm o)

Xﬁma>= > zis(glenlgley)) = llg@)® = }:ﬁﬁ—ﬁww

1<i,5<n

On a montré que |il existe un nombre réel positif k tel que pour tout = € E, ||g(x)| = k|||

Si k= 0 alors g est la composée de 'homothétie de rapport 0 et 'identité.
Si k # 0, alors g est la composée de ’homothétie de rapport k et de %g

or - g € Z(F) et % g conserve la norme donc il s’agit d’'un endomorphisme orthogonal.

Dans tous les cas, | g est la composée d'une homothétie et d'un endomorphisme orthogonal‘

D’apres le cours, on sait que O,(R) est un sous-groupe du groupe linéaire (GL,,(R), x).

Pour la compacité, il suffit d’établir le caractere fermé-borné car ., (R) est un espace vectoriel
de dimension finie.

Soit A € O,(R). On a ATA = I, donc ||A]l2 = /(A]A) = /n ol || - ||2 désigne la norme

euclidienne.
Ainsi O, (R) est une partie bornée de ., (R).

L’application ¢ : A € .#,(R) — AT A est continue car chaque coefficient de AT A est polyno-
mial en les coefficients de A.

Donc O, (R) = ¢! ({I,}) est une partie fermée de .4, (R) comme image réciproque d’un fermé
par une application continue.

d’ou |le groupe orthogonal O, (R) est un sous-groupe compact du groupe linéaire G L, (R)

C. Quelques propriétés de la compacité

Par ’absurde, on suppose qu’il existe une suite extraite (xw(n)) convergente. On note ¢ sa
limite.

Pour a = £ il existe N € N tel que si n > N, ||z, — £|| < . En particulier
e < zpaven = Zo || = llzpven — L4+ €=z || < lzpvrn) = L+ [|zpvrn) — 4] < 20

2e
Cela implique que ¢ < 3 ce qui est absurde.

Ainsi ‘cette suite n’admet aucune suite extraite convergente‘

Par ’absurde, on suppose que la propriété a démontrer est fausse. Il existe donc un réel € > 0

tel que pour tout entier p > 0 et tous éléments z4,...,x, de K, K ¢ U B(zy, €).

k=1
On va construire par récurrence une suite (zy)g>1 & valeurs dans K telle que pour tout entier
naturel n # p, on ait ||z, — z,|| > .

On considere un élément x; de K quelconque. Un tel élément existe car K ¢ B(0g,¢) donc

K #0.

En utilisant encore la propriété, K ¢ B(xy,¢). Donc il existe x5 € K \ B(z1,¢). En particulier
||z — ma|| > &

Soit £ € N*.
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10)

On suppose construits z1,...,x; € K tel que pour tout entier naturel n # p € [1,k], on ait
lzp — @l 2 €

p
On a alors, grace a la propriété que K ¢ U B(z;,e) # 0.
i=1

Il existe donc x4 € K tel que pour tout entier naturel n € [1, k], ||zrs1 — x| = €.

On a donc construit xy, ..., 251 € K tel que pour tout entier naturel n # p € [1,k + 1], on
ait ||z, — x,|| > e.

On construit ainsi une suite (xy)g>1 d’éléments de K qui vérifie pour tout entiers naturels
n#p,ona |z, —z,| >ec

D’apres la question 7) cette suite n’admet aucune suite extraite convergente. Or il s’agit d’'une
suite a valeurs dans le compact K, ce qui est absurde.

Ainsi pour tout réel € > 0, il existe un entier p > 0 et xy,...,x, éléments de K tels que
P
K C U B(Z’l, 5).
i=1
Par I'absurde, on suppose que pour tout réel a > 0, il existe z € K, tel que pour tout i € I,
on ait B(x,a) ¢ Q.
Ainsi pour n € N*| ceci nous fournit z,, € K tel que pour tout i € I, on ait B(x,,1/n) ¢ Q.

La suite (z,) & valeurs dans le compact K admet une extractrice qui (x,(,)) qui converge vers
une valeur d’adhérence ¢ € K.

Comme K C U €2;, ceci nous fournit j € I tel que ¢ € ;.
iel
Comme €2, est un ouvert, ceci nous fournit » > 0 tel que B(¢,r) C ;.

Comme (Z,(,)) converge vers ¢, ceci nous fournit Ny € N tel que Vn > Ny, ||xpm) — £ < /3
1
¢(n)
On pose p = max (¢(N1), p(N2))

Comme ( ) converge vers 0, ceci nous fournit Ny € N tel que Vn > N, ﬁ <r/3

et comme 2r/3 < r, on a d’apres l'inégalité triangulaire : B (a:p, %) C B(¢,r)
ce qui absurde par construction de de la suite (z,).

Ainsi il existe un réel noté a > 0 tel que pour tout x € K, il existe i € I tel que B(z, a) soit
contenue dans 'ouvert ;.

Par la question précédente il existe un entier p > 0 et xy,...,7, éléments de K tels que
p

K C U B(zj,¢)
j=1

Pour j € [1,p], ce qui est fait au dessus nous fournit i; € I tel que B(z;,a) C

%

)
d’ot1|I'existence d'une sous-famille finie (€2;,,...,€; ) de la famille (€2;);cs telle que K C U Q;,
k=1

Notons pour i € I, O; = E'\ F; qui est un ouvert de E par complémentaire et on a K C U O;
i€l
D’apres la question précédente il existe une sous famille finie (O;,,...,0;,) telle que K C

p
) O
k=1
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p
OnadoncKﬂ(ﬂFik) =0

P
Comme pour tout ¢ € I, on a F; C K : | la sous famille finie (F;,,..., F; ) vérifie ﬂ F, =10
k=1

D. Théoreme du point fixe de Markov-Kakutani

i) Ng(z) existe dans RY (aspect bien défini et positivité)
(11) (x +vy) < Ng(x) + Ne(y) (inégalité triangulaire )
(vid (A ) Al - Ng(x) (homogénéité)

( (

11) Soit z,y € E'et A € R. Montrons : ) -
) x) =0= 2 =0 (caracteére défini )

Ng
Ng
w) Ng

Pour (i) : L’application u € Z(F) — u(z) € E est linéaire et L(E) est de dimension finie,
donc elle est continue.
De plus G est compact et non vide (car G > idp).
D’ou l'existence dans R™ de Ng(z) = max ||u(z)]]-

Pour (ii) : Soit u€ G. Ona: [u(z +y)l| = [lu(z) + u(y)|| < [[ulz)]| + [luy)l
donc [lu(z +y)|| < Ne(z) + Na(y)
Comme c’est vrai pour tout v € G, on a bien Ng(x +y) < Ng(z) + Na(y)

Pour (iii) : Soit \€ Ret z € E.
No(x) = max|lu(A)]
= sup [lu(Az)|
ueG
= sup || hu(z)|
uelG
= sup [Al[Ju(z)]]
uceG
= [Alsup [lu(z)[| car [A[ =0
ne
= [AINg(2)
D’ou I’égalité.
Pour (iv) : On suppose Ng(z) = 0.

Donc Vu € G, ||u(z)|| = 0 en particulier pour v = idg car G sous groupe de GL(FE).
donc x =0

On a montré que ‘NG est bien définie et que c’est une norme sur £

12) e Soitue Getxe kL.

L’application v —— v o u est une bijection du groupe G dans lui-méme de bijection
réciproque v +— v ou~!

done Ng(u(z)) = max [|lv o u(z)|| = max || (z)[| = Ne(z).

Ainsi | pour tous u € G et x € E, Ng(u(z)) = Ng(z)| (P1)

e Soit x,y € F tel que x est non nul.

- On suppose qu’il existe A € RT tel que Az = v.
Pour tout u € G, on a ||u(z +y)|| = (1 4+ A) - |Ju(z)|| car T+ A >0
En faisant comme pour 'homogénéité, on obtient : Ng(z +y) = (1 + A)Ng(x)
donc Ng(z 4+ y) = Ng(z) + Ne(y) car A > 0 et Ng est une norme
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- On suppose que Ne(z +y) = Ne(z) + Na(y).
Soit v € G tel que Ng(z +y) = ||v(z + y)||

Ne(x)+Na(y) = No(z+y) = [[o(z+y)]] = [lo(z)+o@)]] < [[v@)][+lv@)l] < Na(2)+Na(y)
donc v(z) et v(y) sont colinéaires de méme sens donc z = v (v(z)) et y = v (v(y))
également car v ! est lindaire.

Finalement pour tous x,y € E avec x non nul,
Ng(z +vy) = Ng(x) + Ng(y) si et seulement si Az =y out A € RT| (P)

13) Soit z € K.
Comme K est stable par u, on montre par récurrence sur i que u'(z) € K pour tout 7 € N.

Ainsi x,, est le barycentre du systéme pondéré ((u'(x), 1)) , a coefficients positifs,

o<i<n—

comme K est convexe, on a x, € K.

Ainsi comme K est compact :

la suite (x,)nen+ admet une valeur d’adhérence a dans K

Soit n € N*. Par télescopage, on a |[u(z,) — @, | = £[u"(x) — z||

(K
donc | ||u(z,) — x| < LK) car z et u"(x) € K
n

Notons ¢ une extractrice telle que (xw(n)) converge vers a

(K
donc pour tout n € N*, on a : |[u(@pm)) — Tum)|| < oK) et de plus

p(n)

Comme 'application y — u(y) — y est continue (linéaire et E est de dimension finie),

neN*

@—>O

gp(n) n—s+o0

alors (U($¢(n)) — xw(n)) converge vers u(a)—a. Par passage aux limites dans les inégalités larges

et continuité de la norme, ||u(a) — a|| = 0, ainsi ‘l’élément a de K est un point fixe de u‘

14) Soit z € K. Comme u(z) est le barycentre de ((u;(7),1)),;c, qui est une famille de points de

K pondérés par des masses positives, alors u(z) € K car K convexe. Ainsi ‘ K est stable par u ‘

Comme u € Z(FE), par combinaison linéaire,

on peut appliquer 13, pour en déduire : | l'existence de a € K tel que u(a) = a

15) Comme u(a) = a, on a Ng (% Zu&a)) = Ng (u(a)) = Ng(a)

et d’apres (P;), on a Ng(ui(a)) = Ng(a) pour tout 1 < i < r

d’out %ZNG(Ui(a)) = ;Ng(a). On a bien | Ng (% Zuz(a)> = %ZNg(ui(a))

Ainsi par homogénéité : Ng <Z ui(a)> = Z N¢(ui(a)) car r >0
i=1

i=1
Soit j € {1,...,r}. Avec ce qui précede et en utilisant I'inégalité triangulaire pour Ng, on a :

Ne | uj(a) + Y wia) | < No(ug(a)+Na [ Y wila) | <Y Ne(u(a) = N | uj(a) + ) ula)

i=1 i=1 = i=1
i#] i#] i#]
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16)

17)

18)

19)

donc on a bien | Ng | u;(a) + Zui(a) = Ng(uj(a)) + Na Zuz
2;} Z#J

Soit j € {1,...,r}.

On suppose dans un premier temps que u;(a) est un vecteur non nul de E.

Par (P,) et la question précédente, on obtient I'existence de A; > 0 tel que Z u;(a) = A\ju;(a).

l#J
On en déduit que ru(zr) = \ju;(a) + u;j(a) ce qui permet de conclure dans ce cas car r > 0.

Dans un deuxieme temps, si uj(a) est le vecteur nul de E alors a = 0 car u; € GL(E) et en
A +1

prenant A\; = 1 on a u(a) =0 et u;j(a) =0 car u et u; linéaires

pour tout j € {1,...,7}, on a l'existence d'un nombre réel \; > 0 tel que u(a) =

dans tous les cas.

En prenant les images par Ng des deux membres de 1'inégalité précédente on obtient pour tout

JjelLr]:
_ N+l

Ng(a)

donc si a # Op, on en déduit que A\; =r — 1 et donc a = u(a) = u;(a).

Si a = 0g, le résultat est évident.

Ainsi | a est un point fixe de tous les endomorphismes u; ou i € {1,...,r}

On note pour u € G, F,, = {a € K, u(a) = a}.
Comme pour u € G, u — idg est continue (linéaire en dimension finie),

alors F, = (u —idg) ™" ({0}) est un fermé de K (image réciproque de fermé par une application
continue)

Comme K est un fermé de E (car compact de E) et F,, C K, alors F,, est un fermé de F
Remarque : on aurait pu aussi remarquer que F,, = KN{a € E | u(a) = a}

On suppose par I'absurde que : ﬂ F,, = 0, la question 10, nous fournit p € N* et uy,...,u, € G
ueG

p
tels que ﬂ F,, =10
i=1
Ceci est contradictoire avec la question précédente ainsi ﬂ F, # 1.

ueG

Ce qui nous donne l'existence de a € ﬂ E,.
uelG

Ainsi |il existe bien a € K tel que pour tout u € G, u(a) = a

E. Sous-groupes compacts de GL,(R)
(a) pa: Mn(R) — A, (R)

Soit A € G. Montrons : ¢ (b) pa linéaire
(¢) pa bijective
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20)

Pour (a) C’est évident

Pour (b) On vérifie par calcul dans l'algebre ., (R) que :
VM, N € My(R), YA € R, pa(AM + N) = Apa(M) + pa(NV)

Pour (c) Soit B,C € G.
Par calcul dans I’algebre .4, (R), on a vérifie facilement que pp o pc = pop car BTCT =
(CB)"
On a également p;, =id 4, (r) et 'existence A™! car G C GL,(R).
donc PAOCPA-1 = id///n(R) et PA-10pA = id{///n(R)
Ce qui prouve que p4 est bijective

On a montré que | py € GL(A,(R))

Mn(R))? = L(Mn(R))
(A,B) — (M~ ATMB)

triciel et linéarité de la transposition) donc continue car ., (R) est de dimension finie.

On en déduit que A : A — py est continue de G vers GL(4,(R).

L’application { ( est bilinéaire (par bilinéarité du produit ma-

Comme H = A(G), alors H est un compact en tant qu’'image d’un compact par une application
continue.

Pour tous A, B € G,
VM € Mo(R)pap(M) = BTATMAB = p(pa(M))

donc pap = pp o pa.

Ainsi A est un morphisme de groupes de G muni de la loi (A4, B) — BA vers GL(4,(R)), donc
son image A(G) est un sous-groupe de GL(.#,(R)).

On a bien montré que | H est un sous-groupe compact de GL(M,(R))

On a G C GL,(R) donc en utilisant la réciproque de 2, on a A C ST (R).
L’application notée ® : A € G+ pa(l,) = ATA € M, (R) est continue d’apres I"énoncé
ainsi A = ®(G) est compact car G est.

d’olt | A est un compact contenu dans S;'(R)

(1) K = Conv(A) est compact (oui avec 4.)
Il suffit d’établir que : (1) K c SIT(R)
(131) K stable par les éléments H

Pour (i7) : D’apres 3, S;(R) est un convexe de .4, (R) qui de plus contient A
Comme K est le plus petit convexe contenant A alors K C S (R).
Remarque : le plus petit conveze contenant une partie est bien défini car 4, (R) est conveze
et que l’intersection d’une famille de convexes est convezxe.

Pour (iii) : Soit M € K et ps € H ou A € G. Montrons ps(M) € K.

D’apres ce qui est admis en introduction et comme ., (R) est de dimension n?, on peut
n2+1
écrire M = Z i B
i=1
) n2+1
ot (By,..., Buegr) € A H (A, Apgg) € (RY) et Y\ =1

1=1
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21)

22)

n2+1

Par linéarité de p4 : pa(M) = Z Aipa(B;)
i=1

Pour 1 < i < n?+1, on peut écrire B; = (C’Z-)TC} ou C; € G, ainsi pa(B;) = AT(C'i)TC’iA =
(C;A) ;A
or C;A € G car G est un groupe et donc pa(B;) € A

n241

d’ott pa(M) = Z Aipa(B;) € Conv(A) = K.
i=1

On a montré que

K est un sous-ensemble compact de S (R) qui est stable par tous les éléments de H

Pour pouvoir appliquer le théoreme du point fixe de Markov-Kakutani au convexe compact
K de l'espace euclidien ., (R) qui est stable par tous élément du sous groupe compact H de
GL (A, (R)), il suffit d’établir que K est non vide. C’est bien la cas car comme I, € G, on a
{I," I, CACK.

Le théoreme nous fournit alors a € K, tel que Yu € H, u(a) = a

ou encore : |il existe M € K tel que pour tout A € G, pa(M) =M
Comme M € K C S (R), 2 nous fournit N € GL,(R) tel que M = N N.

Soit A € G. On a alors ATNTNA=NTN car pa(M) =M.

Alors on a (NAN)TNAN" = (N"HTATNTNAN = (NT) ' NTNN—! = [,

On en déduit | 'existence de N € GL,(R) tel que pour tout A € G, NAN~! € O,(R)
Considérons P'application ¢y : A € GL,(R) — NAN! € GL,(R)

On vérifie que ¥y est un morphisme de groupes de (GL,(R),-) vers lui-méme.

On note G; = ¥n(G) qui est donc un sous-groupe de GL,(R) car G est un sous-groupe de
GL,(R)

Comme 1y (G) C O,(R) alors Gy est un sous groupe de O,(R). On remarque de plus que
Yy est bijectif de bijection réciproque ¢¥y-1 : A € GL,(R) — N'AN € GL,(R) donc
G = Yy-1(G).

Finalement | il existe un sous-groupe G; de O,(R) tel que G = N"'G;N = {N"'BN/ B € G}

Comme op est une isométrie vectorielle et comme la base canonique est orthonormale (au
sens du produit scalaire canonique de R) on a S € O,(R). Donc S € K et ainsi NSN™! €
NKN~' C O,(R).

L

Soient x,y € E tels que x L y. Supposons x non nul et posons P = Vect(z)—.
hyperplan contenant y. On a alors

C’est un

(goopog N(g(x)) =g(—x) = —g(x) et (goo,og ) (g(y) — 9(y)

1

Comme g o g, 0 g~ conserve le produit scalaire (car sa matrice dans la base canonique est

orthogonale) on a :

(9@)lg(w)) = (907097 (g@)|(g0 709 )ay)) = (~g(x)lg(w))

Ainsi 2(g(x)[g(y)) = 0.

Le cas ou z = 0 est trivial.
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Ainsi g conserve l'orthogonalité et 5) nous fournit £ > 0 tel que N = kQ ou Q € O,(R), et
k#0car N #0car N € GL,(R) et n > 0.

donc Q est tel que QKQ™' C O,(R). 21 nous fournit G; sous groupe de O,(R) tel que
K= QflGlg C On(R)

on en déduit | K = O, (R)
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