MP1 / MP2 Devoir surveillé 6 (Corrigé) 2024 — 2025

1.

Exercice (Centrale)

Pour tout n € N on a

[(znlym) = (2ly)] = Kon — zlyn) + (@lyn — )| < 20 — 2| [lynll + 2]y =yl
par inégalité triangulaire puis de Cauchy-Schwarz.
Or ||z, —z|| — 0et ||y, —yll 2 0 et ||yn|| ||y|| car la norme est lipschitzienne
n—oo

(de rapport 1) donc continue.

Par limite par encadrement, (x,|y,) — (x|y) — 0 donc |{(x,|y.) — (x|y)|
n—oo n—oo

C’est un résultat du cours : le produit scalaire est continu.

Soient x,y € E. Posons pour tout n € N :

sn= 3 (xbi)bi et t, = > (ylbi)b;
=0 1=0

Par (Cy) les suites (s,) et (t,) convergent respectivement vers x et y au sens de ||.|.
D’apres la question précédente,

(aly) = lim (s,[ta) = lim > (b y[b)(b\b)-hmZadb (y|b:)

0,<i,j<n

Donc |la série ) ..o (z]b;)(y|b;) converge et sa somme est (z|y).

On en déduit que

oo

Vi€ E |zl =) (x]b)

1=0

Soit B = (b;)ien et C' = (¢;)ien deux bases hilbertiennes de H.
Pour tout ¢ € N, par la question 2) on a :

1T (B [I* = (T (0:)|T (b:)) = Z<T(bi)|cj>2 = Z(bilf(cj)V

Ainsi, par sommation par piles et tranches dans [0, 4+00] (“Fubini positif”),

+o0o oo [e%}
ZHT WP =D BlT(e))® =D > (ilT(e) = > IT(e))”
(3,7)ENZ? j=0 =0 7=0

Appliquant ce qui précede a C' et C' on a aussi

> ITe)lF =D IT(e)l;

donc

Z 1T (ca)ll5 = Z 17 (53)113




4. Par définition HS(F) C Z.(E).
HS(FE) n’est pas vide car I'endormorphisme nul a pour carré de norme de Hilbert-
Schmidt

> [l0g]* =0 < 400

=0

De plus pour tous S, T € HS(E) et tout A € R,

IS+ AThs = ZIIS ) + AT (b;)[|*

- Z”S )%+ N|T(b:)[|* + 2M(S(b;)|T(b:))

< Z IS@I 4+ X7 (B:) 2+ 2IA S (B[ IT(b)]| par Canchy-Sehwarz
S(b;)? T(b;)|?
< ZHS W+ N2 T (b -)H2+2\)\]H (B)II”+ 175 par inégalité
2
arithmético-géométrique
< +0o0

Donc | HS(E) est un sous-espace vectoriel de L.(E).
5. Soit T'e HS(H) et x € E.

n

T() = T(lim > (alb)b)

= nh—>r£10 T(Zo<a:|bi>bi) par continuité de T’

= n]ggo Z x|b;)T'(b;) par linéarité de T

Or pour tout n € N,

1D ()T < ) [alba)llIT0:)
i=0 i=0
< Z x|b;)? Z |7°(b;)||2 par Cauchy-Schwarz dans R™*!

i=0
On en déduit par continuité de la norme et passage aux limites dans les inégalités

larges :
1T () < VllzllP\/ 1T 175 = 01T N ms

Donc T est ||T'|| gs-lispschitzienne et ainsi | ||7']op < |7 ms-




Autre méthode : Soit (b;);>o une base hilbertienne. Pour z € E,

IT(@)* 2 (T()[bi)?* = Z 2 2P IT @) = =PI T as

En effet, d’apres la question 3) ||T||liws = |7l us.
Donc || Tlop < 7|15

6. Supposons (C1) et (Cy). Soit € E. La suite de terme général s,, = > (x|b;)b; converge
i=0
vers x au sens de ||.|| et est & termes dans F = Vect(b;)sen. Donc | F est dense dans E|.

Réciproquement, supposons (C) et (C3). Soit z € E et ¢ > 0. Comme F' est dense
dans F, il existe f € F tel que ||z — f|] < e. Comme f € F, il existe ng € N tel que
f € F,, = Vect(b, ..., by,).

Or pour tout n > ng, le vecteur s, est le projeté orthogonal de = sur F),. Par le
théoreme de projection orthogonale, c’est le vecteur de F}, le plus proche de x. Comme
feF,, CF,oma|x—s,|<|z—f]<e

Par définition de la limite, |la suite (s,) converge vers = au sens de ||.|| |

Exercice (CCINP)

1. Soit A € #,(R) antisymétrique (vérifiant que AT = —A) et non nulle. On peut par
exemple considérer A = F; 5 — E5;. L’endomorphisme u canoniquement associé a u
vérifie que u* = —u car la matrice de u* dans la base canonique (qui est orthonormée)

est AT = —A.
2. a) On suppose que u* = —u. Soit z € R",

(u(z), 2) = (z,u*(2)) = = (u(z),z)

Cela montre que (u(x),x) = 0.
b) On suppose que pour tout x € R", (u(z),z) = 0. En particulier pour z,y dans R™,

0= (u(z+y)z+y) = (u(x),2)+ (W (y),z) + (u(@)y) + (W)
On en déduit que
(u'(y), ) = = (u'(2),y) = —(z,u(y)) = (—uly), z)

Cela montre que u*(y) + u(y) est orthogonal & tout vecteur de R™ et donc u*(y) =
—u(y).
3. a) On suppose (A). Soit x,y dans R",

(u(z), uly)) = (z,u" o uly)) 2 (@, uou(y)) = (u(x), u(y))
b) On suppose (B) Soit z € R™.
lu(@)[]? = (u(), u(@)) 2 (@), u* (@) = [[u(2)]’
On en déduit bien que ||u(z)|| = [Ju*(x)]|.
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¢) On suppose (C). On utilise des formules de polarisation. Pour z,y dans R",
(w(z),uy)) = 5 (lulz+ylI* = llu@)]* = lu)]?)

(llu* (@ + I =l @)[* = [lu*()]?)
= (W(@), v (y))
d) On suppose (B). Soit z,y dans R™.
(w0 0 u(y)) = (u(x), u(y)) 2 (" (@), w(y) = (@, () o u(y))

Or (u*)* = u. On a donc obtenu que pour tout z,y dans R”,

1
2
1
2

(z, 0" o uly)) = (z,ucu’(y))

Cela implique, comme en 2.b que u* ou = u o u*.

a

4. On suppose que n = 2. Soit u € L (F) et A = ( . > sa matrice dans la base

d

canonique.
D’apres le cours, la matrice de u* est AT. On en déduit que u est normal si et seulement
si AAT = AT A. On en déduit en faisant le calcul que u est normal si et seulement si

bl = bl = g T

Ce dernier systeme est équivalent a b= c ou (b= —c et b(d — a) = b(a — d)).

Finalement, u est normal si et seulement si b = c ou (b= —c et a = d).
: : . s . 11 .
Soit u I'endomorphisme canoniquement associé a la matrice U = ( 10 ) et v celui

associé a la matrice V = ( _01 (1) )

En utilisant la question précédente on voit que u et v sont des endomorphismes nor-
maux.

Par contre la matrice de v + v et

1 2
viv=(4 o)

En utilisant encore 4) on voit que u+v n’est pas un endomorphisme normal ; I’ensemble
des endomorphismes normaux n’est pas stable par combinaison linéaire.

-1 1
UV = ( Ll )
Cela permet de voir que u o v n’est pas un endomorphisme normal.

Soit r € [1,r — 1]. Soit B € A, ,—(R).
On voit que BB € .#,(R) et que

De méme

tr(BBT):iBBT )i, 1] T ZB k|BT [k, ] = igfﬁ’[i,kf
i=1 =1 k=1 i=1 k=1

Une somme de nombres positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls et
donc si tr(BB") = 0 alors B = 0.



7. Soit u un endomorphisme normal. Soit F' un sous-espace vectoriel de R™.

On considére une base orthonormée obtenue en concatenant une base orthonormée de
F avec une base orthonormée de F*. Considérons M la matrice de u dans cette base.
Comme F' est stable par u, on peut écrire M par blocs

(i)

Comme u est normal MMT = MTM. Or

AAT+ BB" | BDT ATA| A™B
T _ T _
MM = ( peT |pp" ) M M=\ETA BB DD

On en déduit que AAT+BBT = AT A. En prenant la trace et en utilisant que tr(AAT) =
tr(AT A), on obtient que tr(BBT) = 0.
En utilisant la question 6) on en déduit que B = 0 ce qui montre que F* est stable u.



Probleme
Partie | - Une inégalité de concentration

1. Soit M € R, tel que Vw € Q, | X (w)| < M.
Dans Ry U {+o0}, comme | X]| est positive, par la formule de transfert :

E(X)= ) [gP(X=2)<M ) PX=z)=M
zEX(Q) zEX(Q)

’Donc X est d’espérance finie ‘
2. a) Soit M € Ry tel que Vw € Q, | X(w)| < M et t € R. Pour w € Q, | (w)] < elIM.
Donc e'X est bornée, ‘elle est donc d’espérance finie ‘

b) Soit g € X(Q2) tel que P(X = z() > 0. D’apres le théoreme de transfert,

E™) = > "P(X =z)=e"P(X =x)+ »_ e"P(X =uz)

zeX(Q) re;((ﬂ)
TFTQ

or pour tout z € X(Q), e > 0 donc ™ P(X = xy) > 0 et la somme qui reste est
positive d’ott | E(e!*) > 0

3. Soit Y une variable aléatoire bornée, t > 0 et € R, on pose ¥ qui est une variable
aléatoire bornée (donc d’espérance finie). Elle est de plus positive. De plus, comme
x + €' est croissante, (Y > z) C (e/¥ > €®). On en déduit, d’apres I'inégalité de
Markov appliquée & e > 0 :

ty
P(Y > :L’) < P(etY > etm) < E<€ ) _ G_tmeln(E(ety))6_t$+l1,Y(t)'

4. a) Soit M € R, tel que Yw € Q,Vi € [1,n],|X;(w)] < M.

1 & 1 &
Y < — Z; < — M <M
V()€ 5 D12 < 5 3 M+l < M+ |m

On en déduit que ’Y est bornée\

b) Soit ¢ > 0, comme les variables X7, ..., X, sont mutuellement indépendantes, les va-
riables Z1, . .., Z, sont mutuellement indépendantes puis les variables e!41/" ... et4n/m
sont mutuellement indépendantes d’apres le lemme des coalitions.

c) Soit t € R,

Uy(t) = In(E(e™)) =In (E (gﬁi Zn/n)) —In (E (ﬁ etZi/”>)

n
= In (H E (etZi/ ”)> les variables e?'/™ ... sont mutuellement indépendantes
=1

t

_ g\lfzi(t/n) —_— (g)



5. a) Comme X; suit la loi de Bernoulli #(p), m = E(X;) = p. On en déduit que,
Z1 = X1 — p. Par le théoreme de transfert, pour tout réel ¢ :

07, (t) =E (et(Xl’p)) = Z S PIP(X) = 1) = pe! P (1—ple? = e P (1—ptpet).
.’EGXl(Q)

En prenant le logarithme, on obtient que pour tout ¢t € R, | W, (¢t) = —pt + In(1 — p + pe?)

b) D’apres la formule ci-dessus, |V (0) =In(l —p+p) =0

t

De plus, pour t € R, V!, (t) = —p + ﬁ et donc | ¥, (0) =0
t
1 —
¢) En dérivant la formule obtenue ci-dessus, W7, (t) = LP)Q.
' (1 —p+ pe')
On pose alors a = 1 — p et § = pe’ et on obtient W (t) = (ai%)Q
Maintenant,
af 1 2 2 2 2
—————< - <<= daf<(a+ ) <= 0<a”"—2af+p° <= 0< (a—p)
(+p)* 4
Cette derniére inéquation est vérifiée |donc W7 (t) < 1
d) Comme ¢ > 0. On a
! "1 t
W, (1) =W, (1) — ¥ (0) = / U7 (u)du < / Zdu =1
0 0

Ensuite

t tu t2
Uz (t) =Vg(t) — Vg (0) = / W, (u)du < / —du = —.
0 0

6. a) En appliquant les résultats des questions 3 et 5.d on obtient que pour tout ¢t € R,

t2
P(Y > $) < e—tx-i-‘lly(t) — e—tz-i—n\I/Zl (t/n) < exXp (—t.T -+ nﬁ)
n

Finalement P(Y > x) < exp (—tx + é_iL)

b) On étudie h : t — —tx + %. Elle est dérivable et A’ : t — —x + ﬁ. On en déduit
que h atteint son minimum en ¢t = 4nzx.

En appliquant I'inégalité ci-dessus pour ¢ = 4nx > 0, on obtient

16n2z>

P(Y > x) <exp <—4nx2 + ) = exp(—2na?)

Partie Il - Graphes aléatoires

7. Soit i € [1,n],

a) La variable aléatoire S; est la somme de n — 1 variables aléatoires indépendantes
suivant toutes la loi #(p) donc S; ~ A(n,p). On en déduit que E(S;) = np.



b)

Soit z > 0. On pose pour tout {7,j} € P,, Z;; = X, ; —E(X, ;) = X;; — p. Deés lors
on peut appliquer les résultats de la partie I a

1 1 n n
——S;—p= Xij—p=—" Y Z
-1 p n—1 Z i =P -1 J
]Ellzn] ]6[1 n]
J#i J#i

On obtient que

P (1S (n— p| > (n— e )zP(

> x) < 2exp(—2(n — 1)2?)
En utilisant les résultats de la partie I, montrer que pour tout x > 0,

P(|S; — (n— 1p| > (n — 1)z) < 2e727D2"
Avec les notations de I’énoncé,

Zo= U (IS~ (n = 1) > =(n — 1)p,)

i€[1,n]

On en déduit (par I'inégalité de Boole) et en appliquant les résultats de la question
7.b pour x =e€p, :

Z_)<ZP(|Si—(n—1)|>€(n—1)pn)=ZP(ISi (n=1)| > (n—1)z)

puis
P(Z,) < 2nexp(—2(n — 1)2%) = 2nexp(—2*(n — 1)p?)

1

On suppose que la suite (p,) vérifie que pour tout entier n > 2, p,, > —/ 1“7",
€

On a alors 2n exp(—2¢%(n — 1)p?) = 2 exp(u,) ou

1 — 2
=Inn—2e%(n— 1)p? lnn—2(n—1)nn: n Inn~ —Inn
n n

On en déduit que (u,,) tend vers —oo quand n — oo et donc 2 exp(u,) tend vers 0.
Cela implique que lim P(Z,) =0 et donc| lim P(Z,) =1
n—oo

n—oo

Il y a égalité pour n < 2.
hérédité :

P(D B;) = P(O B;) + P(B1) ( OBZ n+1>

= P(U Bz) + P(Bn+1) -P (U(Bz N Bn-l—l))

i=1

S iP(BZ-)— S P(BNBj)+P(Buy) (O (B; mBnH)

1<i<g<n
ONTPMBY) - Y P(BiNB) +P(Bu) Z (B; N Byyy)
j= 1<i<j<n =1
n+1
= > PB)- Y PBNB)
i=1 1<i<j<n+1

8



10. a)

11.

La suite (k!)g>o a pour limite +oo donc I'ensemble {k € Nk! > n} est une partie
non vide de N. Soit &, son plus petit élément. De plus k,, > 2 car 0! =1 =1 < n.
Ainsi (k, — 1)! < n! < k,. Comme la suite (k!)x>; est strictement croissante, on a
pour tout k € N* tel que k # k,, (k! <n ou (k—1)! > n). D’ou l'unicité de k, > 1
tel que (k, —1)! <n <k,

La suite (k,,) est croissante car si (absurde) il existe un entier n tel que k, > k41,
alors k, — 1 > k,y1 et donc (par croissance de la fonction factorielle) :

nz(ky, =12kl >n+1

ce qui est contradictoire.

De plus la suite (k,) n’a pas de majorant réel M car sinon on aurait pour tout
n>2,n<k, <[M]!, ce qui est contradictoire (N n’a pas de plus grand élément).
Donc k, — o0.

n—o0

Soit v > 0.

kn ~ (kn—1)7 = o((kn = 1)!) = 0(O(n)) = o(n)

n—o0

Rappelons que S; — A(n — 1, %)

1 n—1—kn
(1__) — o(n=1-kn)n(1-3) _ -1

n n—00

car l’exponentielle est continue et car, puisque k,, = o(n),

(n—1—ky)n (1—1) ~ n(=1/n) = —1

n J n—oo n—o0
Or
n—1\1 m-1n-2)...(n—k,) 1 1_1 1_2 1_@
k, )nkn nknk, k! n n) n
De plus,
1 2 k k k
1>(1—2)1=2) (1= 2y 5 (1= nyke = haln(1=52)
>1-2)1-—)... (A=) >(1-—2)"=e
k k2

koln(l— =) ~ ——2 — 0

n ~ n—oo n n—oo

knln(l=f2)

donc par continuité de I'exponentielle, e

Par encadrement, on a donc

(-3)6-2)(-5) 2

Ainsi



12. a) On voit que

Pn = P((S k‘n)ﬂ(Sa = kn))
+P ((S1 =k,)N(S2=k,)N(X12=0

1

n

Y

1
1— =

ol

n—2
kn,

Jam

1
1— =
n

car par coalitions, Xq 0, > o X7, et > 4 Xy, sont indépendantes, et que la premieres
de ces variables suit la loi #(1/n) et les deux autres la loi Z(n — 2,1/n).

Par un raisonnement analogue au précédent, le

;. 1 e2 e”
est équivalent a = (k —e et le second a .
672 _ k2

second terme car W =

13. Par la question a)

Lorsqu’il existe k entier supérieur a 2 tel que n = k' on a k,

—1 e

suite extraite (ug)gs2 converge donc vers e

premier terme de la somme ci-dessus
La somme est donc équivalente au

7"%!22 est négligeable devant £ W puisque k2 = o(n).

n? e 2
2 En2-

= k donc k,! = n. La

k

5 -

Si (absurde) la suite (7,) convergeait vers 0, la suite extraite (yx) convergerait aussi
vers 0 et on aurait, par passage aux limites dans les inégalités larges :

ce qui est contradictoire.

Donc (7,) ne converge pas vers z¢éro.
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