MP1 / MP2 Devoir libre 1 2025 - 2026

Exercice |

Dans tout cet exercice, on considere les suites (Hy)p>1 €t (un)n>1 définies pour tout entier naturel n non
nul par :

n
1
H”:ZE et up, = H, —Inn
k=1

1) Etablir pour tout entier naturel £ non nul, 'encadrement suivant :

1 k+1dt
— < — <
k1 /k ¢

2) a) En utilisant le résultat de la question 1, montrer pour tout entier naturel n non nul, 'encadrement

e

suivant : )
In(n)+ - < H, < In(n)+1
n

b) En déduire un équivalent simple de H,, quand n tend vers +oc.
3) a) En utilisant a nouveau ’encadrement obtenu a la question 1, montrer que la suite (up)n>1 est
décroissante.
b) Montrer que cette suite est convergente ; on note vy sa limite. Montrer que v appartient a [0, 1].

On a montré que
H, =1In(n) +v+ o(1)

Exercice Il

1) a) Soient (an)nen et (bn)nen des suites réelles ou complexes.

n
On pose pourn > 0: B, = Z by , avec la convention B_1 = 0.
k=0
Montrer que pour tout entier naturel n > 0 :

n n—1
Z arpbr = a, By, + Z(ak — ak+1)Bk
k=0 k=0

b) On suppose maintenant que (a,) est une suite réelle.

Montrer que si la suite (By) est bornée et que la suite (a,) est décroissante de limite nulle, la

série E arby est convergente.
k>0
On pourra montrer que la série Y (ay — ax+1)By est absolument convergente.
k>0
2) a) Calculer les sommes partielles de la série ) sink et justifier qu’elles forment une suite bornée.
k>0
sin k
b) Montrer que ———— est convergente.
) q ;;o In(k + 2) &



