MP1 / MP2 Devoir libre 1 - Corrigé 2025 - 2026

Exercice |

1 1 1 1
1) Soit k € N* : Vt € [k, k + 1], Pl < : < Z (par décroissance de t — S sur [k, k+1]).

k+1 1 1 k+1 1 k+1 1 1
Par croissance de I'intégrale, on a donc : / ——dt = — < / —dt < / —dt = %
k k k

k+1 E+1 t k
1 kL at 1
Ainsig/ =< 2
k+1 Lt k

2) a) Pour un entier n non nul, on sommede k=1ak=n—1:

SR . T N / dt:/ it <3 =52 — = (on a utilisé
o Rt ok e 1t ok ok o
la relation de Chasles)
"1 1
Ainsi -1+ H,, < / n dt =In(n) < H, — — et donc
1 n
1
In(n)+ - < H, < In(n)+1
n
. . 1 H,
b) Pour n > 2, on divise par In(n) > 0 et donc : 1 4+ < — <1+ et donc par le
In(n)n Inn In(n)
théoreme d’encadrement, <1n> converge vers 1, et finalement
nn
H, fod In(n)
1 n+1 1
3) a) Pour tout n non nul, u,y; —up, = Hpp1 — Hy, — In(n + 1) + In(n) = 1 / n dt <0
n n

d’apres 1). La suite (uy),>1 est donc décroissante.

1
b) D’apres 2) a), pour tout n > 1, ona:0 < — < u, < 1, donc uy, € [0, 1] est une suite minorée
n
et décroissante, donc elle converge vers .
Comme pour tout n > 1,ona:0 < < u, < 1, par passage a la limite on a 0 < v < 1.

Exercice |1

1) a) Soit n un entier naturel. Pour tout entier naturel k, by = By — Bx_1. On en déduit que :

n n
> agbe = Y ax(Br — Bp1)
k=0 k=0

n n
= Z ap By — Z akBr—1
k=0 k=1
n n—1
= > B — Y arq1By
k=0 k=0
n—1

= a,B,+ Z(ak — ag+1)Bg
k=0



Remarque : Il y a un analogie avec I'intégration par parties, le passage aux sommes partielles étant
analogue a une primitivation, et les taux d’accroissement ax41 — ax = (g’];jrll)_f’f étant analogues a
des dérivées.

On suppose que (By,) est bornée et que (ay) est décroissante. Pour tout entier naturel k,
[(ak — ag+1)Bi| < |ag — ag+1|M = (ar, — ag41)M

ou M est un majorant de (|B,|). Notons que le fait que (a,) décroit permet d’enlever les valeurs
absolues autour de (ax — ag41).

La suite (ay) décroit vers 0, c’est donc une suite de réels positifs. De ce fait, pour tout entier

naturel n,
n

n
E \(ak — ak+1)Bk‘ < E (ak — ak+1)M = M(ao — an+1) g Mao
k=0 k=0
La série > |(ar — ar+1)Bg| est donc une série positive dont les sommes partielles sont majorées.
k>0
C’est une série convergente.

Cela prouve de que la série > (ax — ag+1)By est absolument convergente donc convergente.
k>0

De plus, la suite (a,By,) converge (vers 0) car (a,) tend vers 0 et que (By,) est bornée. On obtient

finalement que la suite des sommes partielles de la série > apby converge ce qui prouve que la
k>0
série est convergente.

Remarque : la série Y agby n’est pas a priori absolument convergente.
k>0

Pour tout entier naturel n,

n

" , L 1 — ein+1)
_ : _ iky _ ik ] _
B, = kgzo sin(k) = E Im(e™) =Im <’§:Oe ) =1Im ( T )

k=0

Or pour tout complexe z, [Im(2)| < |z| (pour tous réels z,y on a |y| = /y? < Va2 + y?).

Donc
1 — eiln+1)

B ‘1_ei(n+1)‘ . ’1‘+‘ei(n+1)u
1—et

B,| < - < .
| Bnl |1 — € |1 — €

=M

_ _2 : s 1
avec M = =y (qui vaut aussi — T )

Remarque : on peut aussi calculer explicitement B,, en utilisant que

1 — eilntl) — —einTH X 2¢sin (71_2{—1)

et que
. i 1
1—e"=—e2 x 2isin <>
2
Posons by, = sink, ax = —p5 et up = agby. La série > _sink converge d’apres la question

1.b.



