MP1 / MP2 Devoir surveillé 1 - Corrigé 2025 — 2026

— Partie | -
1) Convergence de la suite (%)
p ™
t 0 e} b1
a) On considere la fonction
F(t) - -

f:tﬁgsin(t)—t.

1
1) e
-1

N

Elle est € sur [0, 5]. On a pour t €
[0, 3],

F1(t) = Zcos(t)—1 et f/(t) = — = sin(t).

+ 0
2 2
o f(t)
On peut alors établir le tableau de 0 0

variations de f.
L’existence de « résulte du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue f’
qui vérifie f/(0) =5 —1>0> -1 = f'(1).

On en déduit que pour tout ¢ € [0, 5], f(¢) > 0 et donc gsin(t) <t

Remarque : Cette question peut aussi se traiter en justifiant que ¢ — sint est concave. Sa courbe
se situe donc au dessus de sa corde entre le point de coordonnées (0,0) et celui de coordonnées

(5,1):
7.[.2

2
On en déduit : V¢ € [0,3] , 0 < 2 < (— sin(t)) = 0 < t2cos?(t) < ZsinQ(t) cos?P(t) car
cos?P(t) > 0.
oo

) s n? (2 .2 2p 213 2 2p 7
Dou:Ongéz ; sin”(t) cos™ (t)dt = 1), (1 — cos?(t)) cos (t)dt:Z(Ip—IpH)

par linéarité de l'intégrale.

On reconnait une intégrale de Wallis. On a par intégration par parties (les applications sont de
1 .

classe €1 sur [0,5] ) :

B 2pt1 . 2p+1 1% 2 . . 2p

Iy = cost cos tdt = [(sint) cos tlg — (2p + 1) sint(—sint) cos™ tdt

0 0

™

= 0+(2p+1) /2 (1 —cos?t) cos®t dt = (2p + 1) (I, — Ip11)
0

2p+1

d’Ofl (2p + 2)Ip+1 = (2p+ 1)Ip < Ip+1 = m P

pour p = 0.

™

2 T
o [y = / 1dt = 5 > 0; une récurrence simple en utilisant la relation précédente permet de
0

conclure : I, > 0 pour tout p > 0.

1
e On a donc par b) en multipliant par T >0:

2
J, 2 )} 2 2p+1
0<1§<7;<1_?):1(1—2212>—>Oquandptendvers+oo.

Ainsi ‘I]—;’ tend vers 0 quand p tend vers +oo par le théoreme d’encadrement.

2) Convergence et limite de la suite (.S,,).
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a) Les applications t — ¢, t — t? et t — cos®(t) sont de classe €' sur [0,%], et donc par

intégration par parties :

™

L = [21 2t dt = [t cos™ t]3 gt2 int)cos® 't dt
r= . COS = [tcos™t]; — ; (2p)(—sint) cos

jus

= 0+ (2p) /2 tsin(t) cos?®L(t) dt
0
2 3 z 2
= 2p ({2 sin(t) coszpl(t)] . - /0 5 (cos(t) cos () — (2p — 1) sin?(t) cos? ~2(t)) dt)
Ly T2
= 0-p (/0 — cos?P(t) dt — (2p — 1)/0 % (1 — cos?(t)) cos?P2(t)) dt)

—p(2p Jp— (2p—1) Jp_1)

Dou:|ly=p(-2pJp+(2p—1) Jp-1)|(p=1)

b) En divisant par I,_; > 0, on a, en utilisant plusieurs fois la relation obtenue en 1) c) :

Ip 2p -1 ( Jp Jp_1> ( Jp 2p -1 Jp_l)
- = pl-2p-2 4 (2p-1 —p((~2p) 2 r2p-1
J, Ip—1
= p(2p-1) (—p + )
I, I,
Jp— J, 1
On en déduit pour p > 1 : Iz,ll — T:) = o2

= 3

T 2 T

0 Ly==|;Jo= [ t?dt= —|
c) e On a vu que | 5 |1 Jo /0 51

n n n n n—1 n
1 Jp—1 I, JIp—1 J, J, J,
coronas, =g =2) (P o) (Lo <2 (XN
=1 p o Ip—l Ip = Ip_1 = Ip o Ip = Ip
ainsi : Sy, =2 (io - }]n> — 0 quand n tend vers +oo par 1) d).
0 n
Jo ™ 2 w2
D7 = 2 _— = 2 _— = =] —
AR A T

— Partie Il —

3) Sommation de séries télescopiques
a) Soit f dans E :
e Par opérations sur les fonctions continues : composition (z — = + 1 est continue sur RT* &
valeurs dans ]1,4o00[, intervalle sur lequel f est continue, donc x — f(z + 1) est continue sur
R™ ) et combinaison linéaire, Af est bien continue sur R™ si f lest.
e Par composition des limites : z — x + 1 tend vers +o0o en 400, donc x — f(x 4 1) tend vers
0 en +oo.
Ainsi x — f(z+1) — f(z) = (Af)(z) tend vers 0 en +o0.
eVfge E,V\ ueR:

Ve €R, AN +pg)@) = (Af+pug)(@+1) = (Af + ug)(@)
= Mf(@+1) = f@) +plg(e +1) — g(a))
AAS)(@) + p(Bg) (@) = (MAS) +u(Ag)) @)
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Dot AAS + pg) = A(AS) + u(Ag) :
A est un endomorphisme de I’espace vectoriel F.

b) Sin>LonaT,=Y (Af)(p)=> fp+1)—fp)=> fo+1)=>_ f(p)
p=1 p=1 p=1 p=1
n+1 n
= Zf(p)—Zf(p) = f(n+1)— f(1). Or f étant de limite nulle en +oc0, on angrfmT =—f(1).
p=2 p=1
+oo
Ainsi la série Z(( )(p))p21 est convergente et pz:; (Af)(p) =—f(1)]
N N N N
e De méme, sin < N : Z (p) = Zf(p+1)—f(p)= Zf(p—i—l)— Zf(P)
p=n+1 p=n+1 p=n+1 p=n+1
N+1
> ) Zf fn+1)+ f(N+1)
p=n+2 p=n-+1
Or f étant de limite nulle en 400, en faisant tendre N vers +oo a , on a :
+o0
> (ANE) =—fn+1)|
p=n-+1
v 0, A ! !
¢) Vo >0, Afia (@) = F+D)@E+1+D)@+1+2)(z+1+(k-1) z@+1)(z+2)..(z+k—1)

B 1 1 —k
S+ D@ +2).(r+ k1) <x+k: :c) z(x+1)(x+2)...(z + k)
Done\Afk_l =k fpsik> \

d) 1) fr(p) ol s, +1 or Z ( : +1) est une série de Riemann convergente
p=1

car k+1>1+4+1=2>1; les séries étant a termes positifs, > (fx(p))p=1 est convergente.
D’apres 3)b) et 3) ¢) on a :

+o00 B 1 +o0 A 1 , 1 1
2 flo) = 2, (M) = (St D) = S

1
4) a) Comme t — 2 est décroissante sur [1, 400, si k& un entier supérieur a 1 :

E<t<k+1 = 1 <1< 1 d’ot 1 </k+11dt 1
X U x S X s ou: —5 — .
k+1)2 8 S (k+1)?2 (k+1)2 i (k+1)2
N-1 1 N 1 N-1 1
En sommant de k=mak=N-—-1ona: Z(k‘—l—l)zg/n t—thg Zﬁainsi:
k=n k=n
Ny 1 N-1
Z k2 S n N Z k2
k=n+1 k=n
On fait al dre N 3 [n fixd] : R <~ < R+ — et done : | - — = < Ry < »
n fait alors tendre vers +00 a |n fixé| : ”\ﬁ\ n+§et onc : ﬁiﬁ\ ”\ﬁ'
1
b) Ainsi, pour que Ry, soit inférieur & 1072, No < 1072, et donc | Ny = 100 | convient.
1
c) En faisant tendre n vers 400 dans l'encadrement — — — < R,, < — déterminé a la question 4)a)
n o n n

on obtient que R, ~ —.
n

5) a)
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Remarquons que [% = ]%f 1(p)-

Ainsi a1 (p) = (p%l -1filp) = %fl(p)-

b) On a par linéarité de la sommation des séries convergentes :

[e.9]
Z f1 = ) aip)
p=n+1? p=n+1
oo 1 0
= j{: -5 = j{: jﬁ(p)
p:n+1p p=n+1
— 1
— Z = - en utilisant la question 3)d)ii)
p—n+1p "
1
"on+l

c) Les fi(p) sont positifs et pour tout p >n+1on a0 <

Sk
+

Donc

1 11
Z fl Zn+1fl(p)<n+1n+1

p= n+1 p=n+1
(en utilisant & nouveau 3)d)ii)
D’ou 'encadrement demandé.

d) Comme S — (S,, + n+1) R, — 0, il suffit de prendre Ny =9 pour avoir

1
n+1 2

0<S—(Sn, + ) <1072

N1 +1

On obtient ainsi une approximation de % a 10~ 2 pres avec beaucoup moins de calculs (on rappelle
que Ny = 100).

6) a) Soit p > 1. On procede a une récurrence sur Uentier g.

La propriété a démontrer est vraie au rang ¢ = 1 d’apres la question 5)a).
Soit ¢ € N* tel que aq(p) = %fq(p).

Alors ag11(p) = ag(p) — a! for1(p) = (5 f4(p) — for1 (D).
Remarquant que f,(p) = (p+q+ 1) fg+1(p), il vient :

o) =t

Par récurrence, la propriété est démontrée.
b) Soient n,q > 1.
On a par linéarité de la sommation des séries convergentes :

o0 0o q
> al) = Y - d(k- 1Y
p=n+1 p:n+1 k=1 p=n+1
[e] q 1
= Z Z -1) ‘— en utilisant la question 3)d)ii)
anp pot +1)(n+2)...(n+k)
oo
Par ailleurs, d’apres la question précédente, Z =q! Z fq
p=n-+1 p= n+1

1

Or les fq(p) sont positifs et pour tout p >n+1ona0 <L 5 < o

Donc

- - 11 1
0< Y alp)<qt Y fulp) <
p=nt1 p:n+1”+1 n+1q(n+1)(n+2)...(n+q)

(en utilisant & nouveau 3)d)ii)
D’ou, apres simplification, I’encadrement demandé.
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[ee]
1 2
¢) Comme Z — = S-S, = T _ Sn, 'encadrement précédent s’écrit
p 6
p=n+1
w2 (g—1)!
0<— -8 <
6 "T(n+1)2n+2)...(n+q)
avec .
k—1)!
S =8 ( .
n n+;k¢(n+1)...(n+k)
d) Pour ¢ =2, 0n a
1 1

S =S,
" +n+1+2(n+1)(n+2)

et 'encadrement s’écrit )
!

™
0<— -8, <
6 " (n+1)2(n+2)

— Partie 1l -

n

Up—
7) La relation s’écrit u,—1 = —Z ”'p
=

unique suite de nombres réels vérifiant cette relation.

De plus, par récurrence FORTE, les u,, sont tous rationnels.

N U U ]
o= z_; P! 2 = 2
p_
3
w o ZU3_p_ ul 'LLO_1 1_1
2 = — _———- e = - = —
|
) 26 4 6 12
4
_ N Wap M2 w w111
u= Zp! T2 76 24 2412 24
p=2
8) a) i)
1
U, = u1+uoX:—§+X

wX? 1 X X?
5 12 22
wX?  uwX? X X? X?
2 6 12 46

Uy = w+wuX+

U3 = wug+usX +

Remarque : les u,, (respectivement : les U,,) sont appelés nombres (respt
Bernoulli.

ii) Pour tout n > 1,
n

Upy—p X P o nX1?
U — n—p _ n—(g+1) —U,_,
" pzl (p—1)! 2 ¢! !

-1

par le changement d’indice g =p—1, p=q+ 1.

Pour tout n > 2,
n

Un(1) ~ Un(0) = 3 =00 55 e
p=1 =

!
p=0 b

donc Uy, (1) = Uy(0).
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. Avec la relation ug = 1 on en déduit qu’il existe bien une

: polynémes) de



(p)

b) i) Soit n € N. Par récurrence sur p, on a pour tout p € [0,n], V"’ = V,_,.
Ainsi V"V = Vg = 0 donc deg(V},) < n. Par la formule de Taylor,

n

" v 0)xP V,_p(0)X?
e D D D T
p=0

p=0

ii)

3 V”;j(o) — V(1) ~ Va(0) = 0
p=1 '

iii) D’apres la question précédente et 'unicité de la suite (u,), on en déduit que

Vn e N V,(0) = uy.

Up—pXP
p!

Puis par définition des U, et par la question 8)b)i), onaVn e N V, =37,
c) Posons V,, = (—1)"U,(1 — X).
OnalVp=1.Depluspourtoutn >1 V=
Enfin pour tout n > 2, V,,(0) = (—=1)"U,(1)
D’apres la question b), Vn e NV, = U,,.
Soit p > 1. On a ugpy1 = Uzpy1(0).

(=D)"(=DU(1 X)=
= (=1)"Un(0) = Vu (1)

Or Uzp4+1(0) = Uzp+1(1) par 8)a)ii), et Ugpt1(1) = —Uzpt1(0) en évaluant 1'égalité précédente en
1.

Ainsi ug,11 = 0.

9) a) Vérifions ’égalité & démontrer au rang ¢ = 0. Le membre de droite s’écrit

1 _1
[ - 2/ e e P
o (z+p) o (z+p)?
L de L de
Y U
o @rpr V) @y
- 2(531) - (1) G o)
- T\p p+l PTa )\ " vy
La différence des deux membres est égale a
L) (e ) e ()
p pr1 \"T2)\2 T ) T2 \2 T 1)
1
2

1 PRI A I
T o1 \PTaTo) TPy

= 0

Passons a I’hérédité. Soit ¢ € N.

1
d
En posant A, = (2 + 2)! / Uagr1(2)de

o (w+ppers Y

1
A = (20+2) /0 Ubyyo() (& + p)~203da

= 0+ 2 (V@) + )2, [ Cagialo)(-20 - 3)(a+5) 1

(- U, 1(1-X) =

1
0
— (2g+2)u L I N ogran [ U)o 4 p) 2
q . 2q+2 (p+1)2q+3 p2q+3 q . 0 2q+2 p

1 1 1

1
= (2(] + 2)!UQq+2 <(p T 1)2q+3 - p2q+3> + (2q + 3)!u2q+3 <<p n 1)2q+4 - p2q+4

1
2+ ) [ Una(a)(o+p) %
0

Comme u244+3 = 0, on en déduit I’hérédité de la propriété a démontrer.
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b) Sommons ’égalité précédente pour p allant de n & N (pour 1 < n < N).

La somme des membres de gauche est égale a :

N

1 N+1 q 1
- + (2k)lu —
> (- 5im) 2 z AP EDICT %z( T )
N q
1 1 1 1 1 1
= _——_——_— = —— — —_— —|— u —
n N4+1 2n? p:zn;d P2 (N +1) 2(N +1)2 kz:; 2k (n2k+1 (N + 1)2k+1>

(par simplification télescopique)
La somme des membres de droite est majorée en valeur absolue par

N 1
> (2q+2)!Mag i / (& +p) 72173 du
p=n 0
N 1
= Z(2q + 2)!M2q+1$

2
p=n

1 1

(p+1)7207% —p2a72)

1 1 1 Z 1 1
n N+1 2n2 £ p?2 2(N+1)>2

q
1 1 1 1
+kz_:(2k‘)!u2k (n%“ — (N+ 1)2k+1)‘ < (2q+ 1)!M2q+1 <n2q+2 - (N+ 1)2q+2>

Passant aux limites quand N — oo et remarquant que la limite d’une valeur absolue est la valeur
absolue de la limite, on obtient I'inégalité demandée.

Le membre de gauche de I'inégalité précédente s’écrit

2
i
G
avec .
1 2]{? ‘UQk
1
Sn = Sn + 72""2 2kl
k=1
Pour ¢ = 2,
1 1 1 1
S// — S - = =
" nt n  2n2 + 6n3  30nd
On a donc
2 S 4 1 1 1 1 . 120M5
6 " 2n2 0 6n3  30n° né

. . _ Xx® x4 | x3 X
Si on veut calculer M5 : Le calcul donne Us = {55 — 35 + %5 — 735

X4 XB_’_X2 1
24 12 24 720

Comme Uy(1 — X) = Uy, on sait que Us(3 + X) est pair. Le calcul donne Uy(3 + X) = %
polynoéme bicarré.

Ut =Uy =

)

. : A 120£16/30 _ 1 1
Les carrés des racines de ce polynéme sont 150 =7* NG
On en déduit les variations puis les bornes de la restriction de Us & [0, 1].

De pénibles calculs donnent
J15+4/8
My =-"+———.

21600
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