Interrogation

MP2 Corrigé 2025 - 2026
2 -1 -1
On considére la matrice A= 2 1 =2
3 -1 -2

On note a 'endomorphisme canoniquement associé a A.

1. Déterminer les deux valeurs propres de A. On les notera A; < A,

Corrigé

On sait que pour A € R, A est une valeur propre si et seulement si det(A — Al3) = 0. Or

2-1 -1 -1
2 1-2 -2 |[=—-P-22-21+1)=-1+1)(1-1)°

On en déduit que Ay = —1et A, = 1.

2. Déterminer uy = (1,y1, z1) et uz = (1,2, 2) tels que Ej, (a) = Vect(uy) et Ej,(a) = Vect(uz).

Corrigé

— Pour A; = —1, on résout le systeme donné par la matrice

3 -1 -1
A+I=| 2 2 -2

3 -1 -1

Elle est visiblement de rang 2 et donc son noyau est de dimension 1. De plus le vecteur
u; = (1,1, 2) est solution du systéme.

— Pour A; = 1, on résout le systéme donné par la matrice

1 -1 -1

3 -1 -3

Elle est visiblement de rang 2 et donc son noyau est de dimension 1. De plus le vecteur
uy = (1,0, 1) est solution du systéme.
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3. La matrice A est-elle diagonalisable ?

Corrigé

0 Oui & Non

4. Déterminer le vecteur us = (x3,ys, 1) tel que (a —id)(us3) = (1,0, 1).

Corrigé

Pour déterminer u3 on résout le systeme

1 -1 -1|1
2 0 =210
3 -1 =31

En faisant (par exemple) les opérations L, « L, — 2Ly, L3 < L3 — 3Ly puis L3 « L3 — L, on se

rameéne a résoudre

1 -1 -1 1
0 2 0 |-2
0 0 0O
On en déduit qye ys = —1. Comme on veut que la derniére coordonnée soit égale a 1 on obtient

X3 = 1
Finalement u; = (1,-1,1).

5. Donner la matrice de a dans la base (uy, us, us).

Corrigé

Par construction,

Mat(ul,uz,%)(a) = 0 1 1
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Bonus : Soit n > 2. Soit M € .# (K) une matrice de rang 1. On suppose que tr(M) # 0. Justifier que M
est diagonalisable.
On pourra utiliser qu’il existe des vecteurs colonnes non nuls X, Y € ., ;(K) tels que M = XY .

Corrigé

D’apreés le théoréme du rang, Eq(M) = Ker(M) est de dimension n — 1. En particulier 0 est valeur
propre de M.
On remarque que si on note M = XY avec X, Y € .#,1(K) non nuls, on a

MX = (XYN)X = X(Y'X) = kX

ou

k=Y"X = Zn: Y[i]X[i] = Zn:M[i, i] =tr(M) #0
i=1 i=1

En particulier, comme X # 0, tr(M) est une autre valeur propre de M et Ei; (1) (M) est de dimension
au moins 1.
On en déduit que
Z dim(E;(M)) >n—-1+1=n
AeSp(M)

Cela montre que M est diagonalisable.




