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Exercice I

1) La fonction fα : x 7→ xα−1

1 + x
est continue sur ]0,+∞[.

— Sur ]0, 1], on voit que
xα−1

1 + x
∼

x→0+

1
x1−α . Or x 7→ 1

x1−α ∈ L1(]0, 1]) car 1 − α < 1. On en

déduit que fα ∈ L1(]0, 1]).

— Sur [1,+∞[, on voit que
xα−1

1 + x
∼

x→+∞
1

x2−α . Or x 7→ 1
x2−α ∈ L1([1,+∞[) car 2− α > 1. On

en déduit que fα ∈ L1([1,+∞[).

2) En posant le changement de variable u = 1
x

⇐⇒ x = 1
u
. On a dx = − 1

u2du. On en déduit que

J(α) =

∫ +∞

1

xα−1

1 + x
dx = −

∫ 0

1

1

uα−1

1 + 1
u

du

u2
=

∫ 1

0

u−α

1 + u
du = I(1− α)

3) Appliquons le théorème de convergence dominée en utilisant la suite de fonctions (Sn)n⩾ 0 sur
]0, 1[.

— Pour tout x ∈]0, 1[, la série géométrique
∑
k⩾ 0

(−x)k converge car | − x| < 1. On en déduit

que la suite de fonctions (Sn) converge simplement vers

x 7→
+∞∑
k=0

(−1)kxk+α−1 =
xα−1

1 + x
= fα(x)

— Domination. Pour tout x ∈]0, 1[ et tout n ∈ N,

|Sn(x)| ⩽
n∑

k=0

xk+α−1 ⩽
+∞∑
k=0

xk+α−1 =
xα−1

1− x
= φ(x)

où φ ∈ L1(]0, 1]) car elle est continue sur ]0, 1] et que φ(x) ∼
x→0

xα−1 ∈ L1(]0, 1]).

D’après le théorème de convergence dominée,

lim
n→+∞

∫ 1

0

Sn(x)dx =

∫ 1

0

fα(x).dx = I(α)

Or, par linéarité, ∫ 1

0

Sn(x)dx =
∑

k = 0n
∫ 1

0

(−1)kxk+α−1dx =
n∑

k=0

(−1)k

k + α

Finalement : I(α) =
+∞∑
k=0

(−1)k

k + α
.

4) On en déduit que : ∫ +∞

0

fα(x)dx = I(α) + J(α) = I(α) + I(1− α)

En utilisant ce qui précède,∫ +∞

0

fα(x)dx =
+∞∑
k=0

(−1)k

k + α
+

+∞∑
k=0

(−1)k

k + 1− α
=

+∞∑
k=0

(−1)k

k + α
−

+∞∑
k=1

(−1)k

k − α
=

1

α
+ 2α

+∞∑
k=1

(−1)k

α2 − k2



Exercice II

1) Soit n ∈ N∗.

La fonction g : x 7→
(
1 + x2

n

)−n

est continue sur [0,+∞[ et g(x) ∼ nn

x2n = O( 1
x2n ) quand

x → +∞.

Comme x 7→ 1
x2n est intégrable au voisinage de +∞ car 2n > 1, g l’est aussi donc est intégrable

sur [0,+∞[.

Donc l’intégrale définissant In converge absolument.

2) On définit pour tout n ∈ N∗

fn : x 7→
{

(1 + x2

n
)−n si x ∈ [0,

√
n]

0 sinon

Soit x ⩾ 0.

Pour tout n ⩾ n0 = ⌈x2⌉, on a fn(x) = e−n ln(1+x2

n
).

De plus ln(1 + x2

n
) = x2

n
+ on→∞( 1

n
).

Ainsi fn(x) = e−x2+on→∞(1) →
n→∞

e−x2
par continuité de l’exponentielle.

Donc la suite (fn) converge simplement sur [0,+∞[ vers f : x 7→ e−x2
.

Soit n ∈ N∗.

Soit x ∈ [0,
√
n].

ln(1 +
x2

n
) ⩾

ln(2)− ln(1)

2− 1

x2

n
+ ln(1)

car la fonction ln est concave sur ]0,+∞[ car sa dérivée x 7→ 1
x
décrôıt, donc le graphe de sa

restriction à [1, 2] est au dessus de sa corde.

Ainsi par croissance de l’exponentielle

|fn(x)| ⩽ e− ln(2)x2

Cette inégalité demeure vraie pour x >
√
n car 0 ⩽ e− ln(2)x2

.

Enfin la fonction (définie indépendamment de n) φ : x 7→ e− ln(2)x2
est continue (donc continue

par morceaux) sur [0,+∞[ et intégrable au voisinage de +∞ car φ(x) = ox→∞(1/x2) car
te−t →

t→∞
0 et x2 →

x→∞
∞, et x 7→ 1/x2 est intégrable au voisinage de +∞.

Donc par convergence dominée,
∫∞
0

fn(x)dx →
n→∞

∫∞
0

e−x2
dx.

3) Pour tout n ⩾ 2, on a :

0 ⩽
∫ ∞

√
n

(1 +
x2

n
)−ndx ⩽

∫ ∞

√
n

x√
n
(1 +

x2

n
)−ndx par croissance de l’intégration

=

[
n

2
√
n(−n+ 1)

(1 +
x2

n
)−n+1

]∞
√
n

=

√
n

2n(n− 1)
∼

n→∞

1

2n
√
n

On pouvait aussi majorer par
∫∞√

n
(x2/n)−ndx = 1

2n−1
nn/n(2n−1)/2 ∼ 1/(2

√
n)

Donc par convergence par encadrement,
∫∞√

n
(1 + x2

n
)−ndx →

n→∞
0.

4)

In =

∫ ∞

0

fn +

∫ ∞

√
n

(1 +
x2

n
)−ndx →

n→∞

∫ ∞

0

e−x2

dx+ 0 =

∫ ∞

0

e−x2

dx

Cette dernière intégrale est appelée intégrale de Gauss. Nous verrons plus tard qu’elle vaut√
π/2.


