MP1 / MP2 Devoir libre 4 2025 — 2026

Exercice |

a—1

1) La fonction f, : z +— f est continue sur |0, +oo.

a—1

— Sur ]0, 1], on voit que (J0,1}) car 1 —a < 1. On en

+z :B~>0+ xl “
déduit que f, € L'(]0,1]).
a—1

— Sur [1,4o0[, on voit que Or z — —— € L'([1,+o0[) car 2—a > 1. On

1+zx $—;\-|/—OO IQ «r
en déduit que f, € L'([1, +o0]).
1

2) En posant le changement de variable v = ; <= z = % On a dx = ——du On en déduit que
1
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3) Appliquons le théoreme de convergence dominée en utilisant la suite de fonctions (S, ), o sur

10, 1[.

— Pour tout x €]0, 1], la série géométrique > (—x)* converge car | — z| < 1. On en déduit
k>0
que la suite de fonctions (S,,) converge simplement vers
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+oo
vl T
T = Z(—l)kkar b= 57 fa(2)
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— Domination. Pour tout x €]0, 1] et tout n € N,
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n “+oo
_ _ X
(@) < YoakreTt < Yt = T — = ()
k=0 k=0

ot p € L'(]0,1]) car elle est continue sur |0,1] et que ¢(z) ~ z* '€ L'(]0,1]).

z—0
D’apres le théoreme de convergence dominée,

lim S dx—/fa =I()
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Or, par linéarité,
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Finalement : I(«) =

i
[e)

4) On en déduit que :
+oo

fa(z)de = I(a) + J(a) = I(a) + (1 — @)
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En utilisant ce qui précede,
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Exercice |l
Soit n € N*.
-n

La fonction g : = +— <1+ x—;) est continue sur [0, +oo[ et g(z) ~ %% = O(=5) quand
T — +00.
Comme z +— x% est intégrable au voisinage de +o00 car 2n > 1, g I'est aussi donc est intégrable
sur [0, +o0.
Donc 'intégrale définissant I,, converge absolument.
On définit pour tout n € N*

22\-n

fn:a:r—>{<1+") Sl:L‘E[O,.\/ﬁ]

0 sinon
Soit z > 0.
Pour tout n > ng = [2%], on a f,(z) =
De plus In(1+ Z) = 2 4o, , (1),
Ainsi f,(z) = e #tonse() 77" par continuité de exponentielle.
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n—oo
Donc la suite (f,,) converge simplement sur [0, +oo[ vers f : x — e,
Soit n € N*.
Soit = € [0, v/n].
z? In(2) — In(1) z?
Inl1+—) > ——~— +1In(1
a1+ n) 2—-1 n +1In(1)

car la fonction In est concave sur |0, +oo[ car sa dérivée x +— % décroit, donc le graphe de sa
restriction a [1,2] est au dessus de sa corde.
Ainsi par croissance de I’exponentielle

[fal@)] < e

Cette inégalité demeure vraie pour z > y/n car 0 < e~ In(2)2?

Enfin la fonction (définie indépendamment de n) ¢ : 2 — e~ ®%* est continue (donc continue
par morceaux) sur [0,+oo[ et intégrable au voisinage de +oo car () = 0, 00(1/2?) car
te?t = 0 et a2 = 00, et x> 1/2? est intégrable au voisinage de +o0.

Donc par convergence dominée, [, f,(z)dz — [ e * dx.
n—0o0

Pour tout n > 2, on a :

o) 2 8] 2
0 < / (1+ x—)‘”dm < / i(1 + x—)_”dx par croissance de 'intégration
_ [ n (1+ $_2)—n+1 -
vn 1
2n(n — 1) n—oo 27/n

On pouvait aussi majorer par [ - (x?/n) "dx = —Lon /@2 1 /(24/n)

Donc par convergence par encadrement, f;‘%(l + ””—;)*”dx — 0.
n—oo

[ele} [ele} 2 o0 [e’]
I, = / fn +/ 1+ ) "de — e dr+0 = / e dx
0 N n 0
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Cette derniere intégrale est appelée intégrale de Gauss. Nous verrons plus tard qu’elle vaut

VT/2.



