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1. Déterminer la nature des intégrales suivantes :

a)
∫ 1

0
ln(𝑡)d𝑡 □✓Converge □ Diverge

b)
∫ +∞

0

1
√
𝑡 (1 + 𝑡)

d𝑡 □✓Converge □ Diverge

c)
∫ 𝜋

2

0
tan(𝑡)d𝑡 □ Converge □✓Diverge

d)
∫ +∞

0
(𝑡2 + 1)𝑡−2d𝑡 □ Converge □✓Diverge

e)
∫ +∞

1

𝑑𝑡
√
𝑡4 + 𝑡3 − 𝑡2

d𝑡 □ Converge □✓Diverge

f)
∫ 1

0

1
√
𝑡 ln(𝑡)

d𝑡 □ Converge □✓Diverge

— a) vu en cours

— b) la fonction est équivalente à
1
√
𝑡
en 0 et à

1

𝑡
√
𝑡
en +∞.

— c) on se ramène en 0 en posant 𝑡 = 𝜋
2 −𝑢 et on étudie

∫ 𝜋
2

0

cos(𝑢)
sin(𝑢) 𝑑𝑢. Cette intégrale diverge

car
cos(𝑢)
sin(𝑢) ∼

0

1
𝑢
.

— d) la fonction est équivalente à
1
𝑡2

en 0.

— e) la fonction est équivalente à
2
𝑡
en +∞.

— f) La fonction 𝑡 ↦→ 1√
𝑡 ln(𝑡) est intégrable sur ]0,

1
2 ] car elle est négligeable devant

1√
𝑡
.

Par contre, pour étudier au voisinage de 1− on pose 𝑡 = 1 − ℎ et on se ramène à considé-

rer
1

√
1 − ℎ ln(1 − ℎ)

∼
0
−1
ℎ
. On en déduit que l’intégrale diverge par comparaison pour les

fonctions positives.
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2. Soit 𝑛 ∈ N. On pose 𝐼𝑛 =
∫ +∞

0

𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛+1 .

(a) Justifier que l’intégrale est définie pour tout 𝑛 ∈ N.

Soit 𝑛 ∈ N. On commence par remarquer que 𝑥 ↦→ 1
(1 + 𝑥2)𝑛+1 est continue sur [0, +∞[ et

1
(1 + 𝑥2)𝑛+1 ∼ 1

𝑡2(𝑛+1)
donc 𝐼𝑛 est bien définie.
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(b) Déterminer une relation de récurrence entre 𝐼𝑛 et 𝐼𝑛+1.

Soit 𝑛 ∈ N. On commence par remarquer que 𝑥 ↦→ 1
(1 + 𝑥2)𝑛+1 est continue sur [0, +∞[ et

1
(1 + 𝑥2)𝑛+1 ∼ 1

𝑡2(𝑛+1)
donc 𝐼𝑛 est bien définie.

On a alors par intégration par parties :

𝐼𝑛 =
∫ +∞

0

𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛+1

=

[
𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛+1

]+∞
0

+
∫ +∞

0

2(𝑛 + 1)𝑥2
(1 + 𝑥2)𝑛+2𝑑𝑥 CAR LE CROCHET CONVERGE

= 2(𝑛 + 1)
(∫ +∞

0

1 + 𝑥2

(1 + 𝑥2)𝑛+2𝑑𝑥 −
∫ +∞

0

1
(1 + 𝑥2)𝑛+2𝑑𝑥

)
= 2(𝑛 + 1)𝐼𝑛 − 2(𝑛 + 1)𝐼𝑛+1

On en déduit que 𝐼𝑛+1 =
2𝑛 + 1
2𝑛 + 2

𝐼𝑛 .
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