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1. Soit 𝐴 ∈ M3(R). On suppose que 𝜒𝐴 = (𝑋 − 1)2(𝑋 + 3)

• La matrice 𝐴 EST trigonalisable car 𝜒𝐴 est scindé.

• On ne sait pas si elle est diagonalisable car l’espace propre associé à la valeur propre 1 peut
être de dimension 1 ou 2. Par exemple si

𝐴1 =

©­­­­«
1 0 0

0 1 0

0 0 −3

ª®®®®¬
et 𝐴2 =

©­­­­«
1 1 0

0 1 0

0 0 −3

ª®®®®¬
La matrice 𝐴1 est diagonalisable et la matrice 𝐴2 ne l’est pas.

• On a tr(𝐴) = −1 (somme des valeurs propres avec multiplicités)

• On a det(𝐴) = −3 (produit des valeurs propres avec multiplicités)
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2. Soit 𝐴 ∈ M5(R) telle que 𝐴3 ≠ 0 et 𝐴4 = 0.

• 𝜒𝐴 ≠ 𝑋 4.

• 𝜒𝐴 = 𝑋 5.

• On a tr(𝐴) = 0 (somme des valeurs propres avec multiplicités)

• On a det(𝐴) = 0 (produit des valeurs propres avec multiplicités)
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3. Soit

𝐴 =

©­­­­­­­«

1 2 · · · 𝑛

1 2 · · · 𝑛
...

...
...

1 2 · · · 𝑛

ª®®®®®®®¬
∈ M𝑛 (R)

• La matrice 𝐴 est de rang 1. On en déduit que dim(𝐸0(𝐴)) = 𝑛 − 1 et donc il existe 𝛼 ∈ R tel
que 𝜒𝐴 = 𝑋𝑛−1(𝑋 − 𝛼). En utilisant que tr(𝐴) = 𝑛(𝑛+1)

2 on obtient

𝜒𝐴 = 𝑋𝑛 − 𝑛(𝑛 + 1)
2

𝑋𝑛−1
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• On a vu que dim(𝐸0(𝐴)) = 𝑛 − 1. Comme dim(𝐸𝑛(𝑛+1)/2(𝐴)) = 1 on a

𝑛 = dim(𝐸0(𝐴)) + dim(𝐸𝑛(𝑛+1)/2(𝐴))

La matrice 𝐴 est diagonalisable.
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4. Soit 𝐴 ∈ M𝑛 (R) une matrice diagonalisable dans C telle que 𝐴4 = −𝐴3 −𝐴2.
Montrer que rg(𝐴) = 2tr(𝐴).

Comme 𝐴4 +𝐴3 +𝐴2 = 0, les valeurs propres de 𝐴 vérifient que 𝑋 2(𝑋 2 + 𝑋 + 1) = 0. Cela montre
que Sp(𝐴) ⊂ {0, 𝑗, 𝑗}.
Notons 𝑟, 𝑠 et 𝑡 les multiplicités des valeurs propres 0, 𝑗 et 𝑗 .. La matrice𝐴 est semblable à la matrice
diagonale par blocs diag(0𝐼𝑟 , 𝑗 𝐼𝑠, 𝑗𝐼𝑡 ).
On en déduit que rg(𝐴) = 𝑠 + 𝑡 or tr(𝐴) = −1

2 (𝑠 + 𝑡) + 𝑖
√
3

2 (𝑠 − 𝑡).
Comme la trace est réelle, 𝑠 = 𝑡 et donc rg(𝐴) = −2tr(𝐴).
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