MP1 / MP2 Devoir Surveillé 3 (plus difficile) - corrigé 2025 - 2026

Exercice

1) Soit n € N*. On a
W :/ exp(nIn(cos z))dx
0

Posons alors z = \/iﬁ, dr = \/iﬁdu. Par changement de variable affine,

m/n/2
W, = % / exp(nf (u/y/m))du

2) a) La fonction f est dérivable sur [0, 5[ et f': 2 —22L = —tanz.

Cos T

On en déduit que f" est dérivable et (') : z — —(1 + tan®?z). La fonction tan étant
croissante et positive, la fonction (f’) est décroissante ce qui montre que f’ est concave

sur [0, 3.

b) La fonction f’ étant concave sur [0, 7[, sa courbe est sous sa tangente a l'origine. On en

déduit que pour z € [0, 5[ : f'(z) < f'(0) + f"(0)r = —=.

En intégrant,
$0)= 10 =10 = [ Ftus [ —utu= -2

3) Appliquons le théoréeme de convergence dominée.

— Soit u € [0, +00],

n——+0o0 n—-+0o00

nln(cos(u/v/n)) o~ n(cos(u/v/n) —1) ~ nx (—M) ~ =l
Pour n assez grand, g,(u) = exp(nf(u/y/n)) donc , par continuité de exp,

gn(u) — exp(—u?)

n—-+o0o

— Domination : Soit u € [0,400[ et n > 1, on a par croissance de exp et en utilisant 2.b,

2
o001 < exp(nf /i) < exp (-0 LY ) = exp(a 2
Par le théoreme de convergence dominée,

lim /nW, = / exp(—u?/2)du

n—-+o0o

e G oo 5
On en déduit que W, no 7 ou G = /0 exp(—u/2)du

\/ /2 too 2
4) On a donc — ~ ™/ et donc G' = / z
vnooovn 0
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a) On a vu que f”: x— —(1+ tan?(x)). On sait que tan(z) = z + o(z) d’ott
f"(z) = =1 —2* + o(z?)

En intégrant deux fois et en utilisant que f’(0) = 0 puis que f(0) = 0 on en déduit que

2 ot

f(x) = —5 §+0(f€4)

b) Pour u € R,.

u? u? ot u? u?
exp (nf(u/v/n)) — exp (—?) = exp (—5 ~ Tom +o (%)) — exp (—?)
u? u? u?
() () )
u?\ ut
¢) On a vu que la dérivée de la fonction tangente était croissante ce qui montre que tan est
convexe. Sa courbe est donc sous ses cordes. En particulier, si on considere la corde entre

les points d’abscisse 0 et 7, on obtient que pour z € [0, ], tanz < %a:.

En réutilisant les calculs de la question 2.b, on obtient que

En réutilisant le résultat de la question 2.b) on a finalement que pour x € [0, §]

x? 16 z* T

0T < <
SRR ET IR AS A

d) Pour n > 1,
Tvn
1= [ explnf (/i) ~ expl(—i/2)du
0
Posons h,, définie par h,(u) = n(exp(nf(u/y/n)) — exp(—u?/2)) si u < %ﬁ et 0 sinon de
sorte que T, = [17°° by, (u)du.
Appliquons le théoreme de convergence dominée.
— D’apres la question 5.b), pour v € Ry, h,(u) — —% exp(—u?/2).
— Domination. Soit u € [0,400] et n > 1. En utilisant 5.c), par croissante de exp on

2 4 u*
ne % /2 (exp <__u_> — 1) < hy(u) <0

312 n

obtient que

Par convexité de exp, pour ¢t € R, exp(t) — 1 > ¢ donc

4
—ﬁu46_“2/2 < hy(u) <0
T
Finalement

4
|hn(u)] < Fu4€—u2/2
™

Pour finir la fonction u — u*e™*"/2 est intégrable sur [0, +-00[ car elle est continue et

elle est négligeable devant u—12 en +o00.
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+oo 4
Par le théoreme de convergence dominée, (7,,) — — / — exp u?/2)du

e) Par intégration par partie,
e 4 2 3 2 +oo i 2 2
/0 utexp(—u®/2)du = [—u’exp(—u /2)}0 +3/0 u” exp(—u®/2)du
+o00
= 3/ u? exp(—u®/2)du
0

car le crochet converge et vaut 0. En refaisant un intégration par partie,

+oo , 4
0

f) Pour x € [%, 5], cos(z) € [0, ‘/75] donc

w/2 2 n
0< / cos" zdx < il £
/4 4\ 2

On en déduit que [ ﬂ/f cos" xdr = 0(%)

2

Par ailleurs, pour n > 16, £/n > 7 > 2. On en déduit que pour u > Fv/n, =% < —u.

2
+o0 5 +o0 T
/ e 2 dy < / e “du = exp (—\/ﬁ)
E\/ﬁ Tr\/ﬁ 4

7 s

On a alors

IS

Cela montre que f;j’% e 2du = o( ).
4

g) En utilisant ce qui précede

w/4 1
W, = "(x)d =
/0 cos™ () x+o(n2>
n
1 too 2 1
= —(G—/ e_“/zdu—i-Tn)—l—o(—Q)
\/ﬁ m/n/4 n

_ VT T ( 1 >
Von 4n\/%
Probleme |

Partie | - Préliminaires

1) — Pour z € R, z — |z] € [0,1] donc f(z) est bien définie.
— Comme = — = — |z] est 1-périodique, f aussi.
— On voit que « — = — |z ] est continue sur R\ Z. Par composition f est aussi continue sur
R\ Z. De plus pour n € Z,
xllrrrLl_x— | ] :xllrrrll_x— (n—1)=1et xllrgrx— | ] leiril_x—n:()

On en déduit que
lim f(z) = f(1) = f(0) = lim f(x)

z—n~ z—nt
Cela montre la continuité de f en n.

On a bien montré que f € Gpe;.
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2) La restriction de f a [0, 1] est bornée comme fonction continue sur un segment. Notons M tel
que pour tout z € [0,1], |f(z)| < M
Pour z € R, |f(z)| = |f(x — |z])| < M. Ce qui montre que f est bornée sur R.

3) Soit € > 0. La fonction f restreinte a [—1, 1] est continue sur un segment donc uniformément
continue par le théoreme de Heine. Il existe n > 0 tel que Vz,y € [-1,1] ly—z| <n=|f(y) —
f(z)| < e . Quitte a diminuer 7, on peut supposer que n < 1. Soit x,y € R tels que |y —z| < 7.
Supposons z < y et posons n = |y|. Alors y =y —n € [0,1] et 2’ =2 —n € [-n, 1[C [-1,1].

/| o

De plus |y — x ly — x| < n. Il s’ensuit que

1f(y) = f(@)| = 1f() = f@)] <e.

On en déduit que ‘ f est uniformément continue sur R ‘

4) — Siz=0,o0na z, = o(l). Comme la série Y 1 est divergente et a termes positifs, par
n=0
sommation des o,
N N
szzo (Zl) =0o(N+1)
k=0 k=0

On en déduit que Zy = o(1) ce qui signifie que (Zn) — 0 = 2.

— Siz#0, onaw, =2z, — 2z qui tend vers 0. On en déduit que

En utilisant que Wy = Zy — z, on obtient que (Zy)nso tend vers z.
Partie Il - Théoreme de Fejér et application

5) L’intégrale de ey sur [0,1] vaut 1 si k = 0 et 0 sinon. Par linéarité de I'intégrale,

N

1
1
Ky=—"S"1=1
/0 N N+1§

6) Pour n € N,
n B 2n, () = o (z 1_62n+1(5€) _ sin((2n+1)7r:c)
kzznek(x) = el ); (@) (@) 1—ei(2) sin Tx ’

apres factorisation par le demi-angle. Ky est donc la partie imaginaire de

1 i (2n+1)irz e i 2171'z e 1 — e?i(N-i—l)wx
(& = '
(N + 1)sinmz — (N + 1)sinmz o (N + Dsinrz 1 — e2ime

ce qui donne par factorisation par demi-angle
eWNHhme gin(N + 1)7a

(N+1)sinmez  sinmz

1 (anuv+—nwx)2

N+1 sin Tz

dont la partie imaginaire est bien : c’est le noyau de Fejér.

4/10



7)

a)

b)

Par linéarité de I'intégrale,

w0 =7 2 [ it -t =| [t -,

Par changement de variable z = x — y,

= /:1 flx—2)Kn(2)(—dz) = /:1 flx—2)Kn(2)dz = /01 flz = 2)Kn(2)dz

car la fonction g z+— f(zr — 2)Kn(2) est 1-périodique est continue donc la fonction
t— ft z)dz est constante puisque par le théoreme fondamental de I'analyse sa dérivée
est t — g(t +1)—g(t) =0.

Comme f(z /f VKN (z

on(f)(@) — f(z) = / (f(x — 2) — f(2) Kn(2)dz,

Soit € > 0. Comme [ est uniformément continue par la question 3), il existe 6 > 0 tel
que pour tous z,y € R, |y — x| < 0 = [f(y) — f(x)] < e. Quitte & diminuer ¢, on peut
supposer § < %

Pour tout x € R et tout y € [0,6], | f(z —y) — f(y)| < ¢ et donc comme ’ K est positive

sur R\ Z par la question 6) et sur R par continuité de Ky qui est combinaison linéaire

des fonctions continues e, on a

) ) 1
/0 @ —y) — FO)Kaly)dy < / K (y)dy < ¢ / Ko(y)dy =

De méme siy € [1 —0,1], y — 1 € [—4,0] et par périodicité,
lf(x —y)— f(x)| = |f(x — (y — 1)) — f(z)| < € et on obtient de méme l'autre inégalité.

Pour § <y <1—0, on asinmy > sinnd si bien que K, (y) < m. Ainsi,

ol i
[ = - st < [ iy < o

2[|.f{loo
sin?(70)
On fixe ¢ > 0 et 'on prend 6 comme en 8.b). On a par découpage de l'intégrale par la

avec | ks, f = qui est bien indépendante de N et de zx.

relation de Chasles
1
(D) = F@I < [ 17 =) = F@Kn(y < 26 +

K,&f
N+1

lon(f)(z) — f(z)| < 3¢, ce qui prouve la | convergence uniforme de (on(f))y vers f|.

Il existe ng tel que si N > ng, on a < e. Ainsi si N > ng, pour tout =z € R,

Soit k € Z. On a par intégration par parties

1 1
= / F(y)e ¥ mvdy = [f(y)e™ ]| + 2ikr / fly)e™ > Vdy = 2ikmey(f).
0 0

Par récurrence immédiate, Vn € N | ¢ (f™) = (2ikm)"cr(f) |
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10)

11)

1
b) On a |cp(f)] < / lfW)|dy < || flloo- Avec n = 2 dans I'égalité précédente, on a donc

0
/" loo
‘Ck(f)’ < A2 k2

Comme ) 5 converge, |les séries & termes positifs Y |cx(f)| et Y |e—(f)] convergent |

pour k # 0.

c) Les séries de fonctions ch( fex et Zc_k( f)e_x convergent normalement sur R (et

donc uniformément) puisque pour tout k € Z, ||cx(f)ex|loo = |cr(f)]-

Donc la suite (S,(f)) converge uniformément vers
+o0 +o00
g:x— Z cx(fer(w) + Zc—k(f)e—k(x)
k=0 k=1

Par la question 4) pour tout € R, (0,(f)(x)) converge donc vers g(z). Mais aussi vers

f(z) par 8)c).

On en déduit que f = g et que|la suite de fonction (S, (f)) converge uniformément vers f |.

Partie Il - Equirépartition

La suite (uy,),>1 étant supposée fixée, on notera vy (Y) au lieu de vy (u,Y).

e = Soient a,b tels que 0 < a < b < 1. On a alors yn([a,b]) = yn([a, 1]) — yn([b, 1]) qui tend
par définition vers 1 —a — (1 — b) = b — a. Pour montrer que cela reste encore vrai dans le
cas b = 1 il suffit de prouver que vy ({1}) tend vers 0. Cela se fait en quantifiant. Soit € > 0.
L’intervalle [1 — £, 1] contient le singleton {1}. On a alors yx({1}) < yn([1 — §,1]) pour tout
N et le majorant tend vers § lorsque N — +oo. Il existe donc un rang Ny a partir duquel
ynv({1}) < e. Dot le résultat par définition de la limite.

e <= Pour b < 1 on écrit vy ([a, b)) = yn([a, 1[) =y~ ([, 1]) N 1—a—(1-b) = b—a. Dans le cas
ou b =1 il suffit de montrer que yn({1}) N 0, ce qui résulte de v (1) =1 — 5 ([0, 1]) N
1-1=0.

a) Soit x € R. En posant kg = |z]. On voit que = € [ko, ko + 1[ et que pour k # ko,
x & [k k+1[
De méme en notant {z} =z — [z puis jo = |M{z}], on voit que x € [ko + 22, ko + 22|

et quesi j € [0, M — 1]\ {jo}, = ¢ [ko + & ko + Z2[.
M—1 ,
Finalement, il n’y a qu'un seul terme de la somme > > f (k+ &) 1[k+l gyt (2) qui
k€Z j=0 MM
n’est pas nul. On a donc

¢Mﬂ@=f(%+%%>:f(uy+ﬁ%%ﬂ>

qui est bien défini.

De plus, avec le calcul précédent, on voit que

Pyplr+1)=f (k0+1+jﬂo> =f <ko+jM0> = Dy ¢(2)

La fonction | @,/ s est bien périodique | (de période 1).
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b) On sait que f est uniformément continue d’apres la question 3). Soit 7 tel que pour
(z,y) € R?, |z —y| < nimplique |f(z) — f(y)| < e. Il existe M € N* tel que i < 7. Dans
ces conditions, en reprenant les notations de la question précédente, @y f(z) = f (ko + JMO)

or, z € [ko + L, ko + 2221[ donc

] 1
$—(k0+jﬁo)‘<—<77

On obtient alors que

J
a0s(0) = £0)] = |7 (o + 22 ) = )] < 2
Ceci étant vrai pour tout € R, [|®y 5 — fll < €.
c) On a :
M-—1 M-1 1 ]
/ (I)Mf—Z/jqu)Mf: EAST
[0,1] 7=0 (37737 7=0
Par ailleurs
M-1 j
Parp(un) = 0 FOp by (un)
j:

N M-1 j N M-1 j + 1
ZCI’Mf(Un) = f(M) Z 1[%{,#[(%) = f(—)CC”"d<FN(U» [M’ 7[))
n=1 7=0 n=1 7=0

N M-—1 .
1 1 jioj+1
T q) n) — A7 ST sLary asr
N; g (Un) = = 2 FGpw (w57 57D
Par linéarité de la limite,
N M-1 1
1 7.1
N 2 Busli) 2 2 IG5y = [} ous
1 & ! 1 & 1 & !
N;f(un)—/o 1| = N;f(un)—<I>Mf<un>>+N;<be<un>>—/o f|
1 & 1 & !
< N; | f(un) = Porp(un)| + N;‘be(un) —/0 f‘
1 & 1 & !
< o) = Bargln)| | S arlu) = [
N n=1 N n=1 0
1 1
+ / oy g —/ f‘
0 0
1 al !
< NZV(%)—(I’MJ*(%)H NZCI)M,f(un)_/ Do,y
n=1 n=1
1
+ [ @y — f]
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12)

Soit € > 0. Soit M comme en 11)b). Alors

1 & L 1 & 1 & L L
NZ]C(U”)—/O f < NZE+ NZ(I)MJ(UH)_/O (I)M,f +/0 £

+ 2¢

1 & 1
NZ(DM,f(un) - / Do
n=1 0

Enfin par le résultat en début de question, il existe Ny € N* tel que
1
YN 2 No |0 Bangun) = o | < e

On a donc N
1 1
N )= [

Pour obtenir une majoration par ¢ il suffit de reprendre le raisonnement ci-dessus en

VN > Ny < 3Je

remplagant € par .

Ainsi par définition de la limite,

Sia=0etb=1Iilsuffit de poser fo = ff = 1g.

Dans le cas contraire, il existe § > 0 tel que b+ 8 < (a+ 1) — & car |0, 2=2H] £ 0.

Quitte a diminuer ¢ on peut supposer de plus que a + 0 < b— § (car b’Ta > 0).

Soient alors :

f~ la fonction 1-périodique valant 1 sur [a + 6, b — d], valant 0 sur [b, @ + 1] et affine entre
a et a + 0 ainsi qu’entre b — ¢ et b.

f* la fonction 1-périodique valant 1 sur [a, b, valant 0 sur [b+ d,a + 1 — 0] et affine entre
a — 0 et a ainsi qu’entre b et b+ 4.

Ces deux fonctions sont continues et encadrent 1.

A

Liap)
1*
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De plus, comme f* — f~ est 1-périodique et c.p.m. (car continue),

[o-m=[ "

Cette intégrale est la somme des aires de deux parallélogrammes de base ¢ et de hauteur
1 donc elle vaut 29.

Quitte a diminuer encore 9, on peut supposer que 26 < €.
Alors f~ et fT vérifient les conditions voulues.

Dans les notations précédentes on a pour tout N € N* :

%;f(un) < vl fa,b) < %Z_}fﬂw

Appliquant 'hypothese (E) & f~ on a + 22[:1 f~(up) e fol f~ donc il existe Ny tel
—00

que

Ainsi pour tout N > max(Ny, N1) on a :

1 1 !
[0 = 1o - <amtwlath - [ o< [0 =10 e
0 0 0

1 1
[ =< [ -5 <
0 0
et
1 1
/ (f" = 1ay) 2/ (fT=f") > —¢
0 0
Donc pour tout N > max(NVy, V1) on a :
—2e <y —(b—a) <2
Par définition de la limite,

v (u,la, b)) — b—a

N—o0

Donc |u est équirépartie‘ (modulo 1).

9/10



13) Soit f € Cper. Soit € > 0.
D’apres le théoreme de Fejér (question 8)c)) il existe M € N tel que :

= om(lle <€

avec

NN = G2 D g et

par hypothese et par linéarité de la limite.

Donc il existe Ny tel que pour tout N > Ny,

<e€

1 N
¥ 2 ou(Hlm) — ()

On a donc pour tout N > Ny :

1 & 1 & 1 & 1 &
~ ij flun) - Co(f)‘ < vl -y ij o (F)un)| + |5 Ezj ou (£)(un) = eo(f)
X
< % 20| Flun) = on () ()| + 2
n=1
|
< N ; E+e¢
= 2
Donc par définition de la limite,
1 & !
N ) 2 el = [
Ainsi par la question 12), ‘la suite u est équirépartie ‘
14) Soit k € Z \ {0}.
N N :
1 1 ] 1 ) 1— 62’LI€7TQN
2 clan o) = 5 3 T = e S e v 0
n=1 n=1

car le second facteur est constant et le dernier facteur est borné (le module du numérateur est

majoré par 2 et le dénominateur est constant, et non nul car ka n’est pas entier car sinon,

ka

comme a = =%, « serait rationnel).

D’apres la question précédente, |la suite (an + x),>1 est équirépartie|.
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