MP1 / MP2 Devoir Surveillé 3 (plus simple) - corrigé 2025 - 2026

Exercice

1) Soit n € N*. On a
W :/ exp(nIn(cos z))dx
0

Posons alors z = \/iﬁ, dr = \/iﬁdu. Par changement de variable affine,

m/n/2
W, = % / exp(nf (u/y/m))du

2) a) La fonction f est dérivable sur [0, 5[ et f': 2 —22L = —tanz.

Cos T

On en déduit que f" est dérivable et (') : z — —(1 + tan®?z). La fonction tan étant
croissante et positive, la fonction (f’) est décroissante ce qui montre que f’ est concave

sur [0, 3.

b) La fonction f’ étant concave sur [0, 7[, sa courbe est sous sa tangente a l'origine. On en

déduit que pour z € [0, 5[ : f'(z) < f'(0) + f"(0)r = —=.

En intégrant,
$0)= 10 =10 = [ Ftus [ —utu= -2

3) Appliquons le théoréeme de convergence dominée.

— Soit u € [0, +00],

n——+0o0 n—-+0o00

nln(cos(u/v/n)) o~ n(cos(u/v/n) —1) ~ nx (—M) ~ =l
Pour n assez grand, g,(u) = exp(nf(u/y/n)) donc , par continuité de exp,

gn(u) — exp(—u?)

n—-+o0o

— Domination : Soit u € [0,400[ et n > 1, on a par croissance de exp et en utilisant 2.b,

2
o001 < exp(nf /i) < exp (-0 LY ) = exp(a 2
Par le théoreme de convergence dominée,

lim /nW, = / exp(—u?/2)du

n—-+o0o

e G oo 5
On en déduit que W, no 7 ou G = /0 exp(—u/2)du

\/ /2 too 2
4) On a donc — ~ ™/ et donc G' = / z
vnooovn 0
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a) On a vu que f”: x— —(1+ tan?(x)). On sait que tan(z) = z + o(z) d’ott
f"(z) = =1 —2* + o(z?)

En intégrant deux fois et en utilisant que f’(0) = 0 puis que f(0) = 0 on en déduit que

2 ot

f(x) = —5 §+0(f€4)

b) Pour u € R,.

u? u? ot u? u?
exp (nf(u/v/n)) — exp (—?) = exp (—5 ~ Tom +o (%)) — exp (—?)
u? u? u?
() () )
u?\ ut
¢) On a vu que la dérivée de la fonction tangente était croissante ce qui montre que tan est
convexe. Sa courbe est donc sous ses cordes. En particulier, si on considere la corde entre

les points d’abscisse 0 et 7, on obtient que pour z € [0, ], tanz < %a:.

En réutilisant les calculs de la question 2.b, on obtient que

En réutilisant le résultat de la question 2.b) on a finalement que pour x € [0, §]

x? 16 z* T

0T < <
SRR ET IR AS A

d) Pour n > 1,
Tvn
1= [ explnf (/i) ~ expl(—i/2)du
0
Posons h,, définie par h,(u) = n(exp(nf(u/y/n)) — exp(—u?/2)) si u < %ﬁ et 0 sinon de
sorte que T, = [17°° by, (u)du.
Appliquons le théoreme de convergence dominée.
— D’apres la question 5.b), pour v € Ry, h,(u) — —% exp(—u?/2).
— Domination. Soit u € [0,400] et n > 1. En utilisant 5.c), par croissante de exp on

2 4 u*
ne % /2 (exp <__u_> — 1) < hy(u) <0

312 n

obtient que

Par convexité de exp, pour ¢t € R, exp(t) — 1 > ¢ donc

4
—ﬁu46_“2/2 < hy(u) <0
T
Finalement

4
|hn(u)] < Fu4€—u2/2
™

Pour finir la fonction u — u*e™*"/2 est intégrable sur [0, +-00[ car elle est continue et

elle est négligeable devant u—12 en +o00.

2/8



+oo 4
Par le théoreme de convergence dominée, (7,,) — — / — exp u?/2)du

e) Par intégration par partie,
+o0 too +o0o
/ u'exp(—u?/2)du = [—u® exp(—uz/Q)}O + 3/ u? exp(—u?/2)du
0 0
+oo
= 3/ u? exp(—u®/2)du
0

car le crochet converge et vaut 0. En refaisant un intégration par partie,

+00u4 1 ﬁ
lim 7, = — —ex 21 Ndu = —-G = —Y—
| e/ = — =

f) Pour = € [%, 5], cos(z) € [0, g} donc

/2 2 n
0 < / cos" xdr < T £
/4 4\ 2

On en déduit que [ ﬂ/f cos" x dx = 0(%)

2

Par ailleurs, pour n > 16, £/n > 7 > 2. On en déduit que pour u > Fv/n, =% < —u.

+o0 9 +o0 T
/ e 2 dy < / e “du = exp <—\/ﬁ)
lﬁ Tr\/ﬁ 4

I jus

Cela montre que f;j’% e~ 2y = o( ).
4

On a alors

I

g) En utilisant ce qui précede

T TN

st (5s)

= in (G /:4 e du + Tn) +o (%)
VT \/1 ) (i)

N 4n\/%
Probleme

Zn+o0

Partie | - Premiéres propriétés des fonctions S,

a) Soit z € R. Pour tout n € N, on a : e7*" = (¢~*)". On en déduit que la série Z e "™ est
n>0

~7; elle converge donc si et seulement si e €] — 1,1]

une série géométrique, de raison e
c’est-a-dire si et seulement si x > 0.

Ainsi la série de fonctions définissant S; converge simplement sur |0, +00[. De plus, pour

+oo 1
tout z > 0:]Si(z) = > ()" =
n=0 l—e®

b) On utilise I'équivalent classique : e=*—1 ~, On en déduit : | S} (z) ~ 1| En particulier,
x— z—

lim S;(z) = 400

z—0t
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c)

c)

Comme lim e® =0, lim Si(z)=
T——+00 T——+00

De plus, pour tout > 0, on a :

1 e "

= 1= L e
i) 1—e" l1—e% 29400 ¢
Soit z < 0. Pour tout n € N, on a —zn® > 0, donc e™*"" > e = 1. Ainsi (e‘x”a)neN ne

—xn®

converge pas vers 0, donc la série > _ e diverge grossierement.

Soit > 0. Comme n2e~*"" = (n®)¥%e=""" et que lim u?“e~*" = 0, d’apres le théoreme
u——+00

1

. ’ . — ’ . — «@

des croissances comparées, on a lim n2e " = 0. On en déduit : e ™ = o (—2 )
n—-+4o0o n—-+o0o n

n®

Les séries Y., ;e et 3 | &> sont a termes positifs et la seconde série est une série

de Riemann convergente du fait que 2 > 1; d’apres le théoreme de comparaison des séries
a termes positifs, on en déduit que la série Z@g e~ converge

D’apres les deux questions précédentes, la fonction S, a pour domaine de définition
10, +o0l.

3) Notons f, : x + e~ 2"",

a)

«

Soit £ > 0. Pour tout n € N et tout # € [¢, +oo[, on a : [e™™"| = e7*" < e~"". On en
déduit :

@

vn € Na 0 < ||fn||oo,[s,+oo[ < e " )

« \
" converge. D’apres le

Or nous avons démontré dans la question 2)b) que la série ) e~
théoreme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la série de fonctions

Y ns0 fn converge normalement sur [e,+oo[. On en déduit que la série ) f,, converge
n=0

normalement donc uniformément au voisinage de tout point a de |0, +oo[. Comme de
plus, pour tout entier naturel n, la fonction f, est continue sur ]0, +oc[, on obtient que
Sa est continue sur |0, +oo.

Appliquons le théoreme de la double limite :

— la série de fonctions ) ., fn converge normalement donc uniformément sur [42, +-o00|
qui est voisinage de 4-00.

— pour tout n € N, f,, a une limite finie en +o00;

i fn(fv):{ Lo

T—+00 0 sinon

On en déduit, d’apres \le théoreme de la double limite\ :

Jm, Sule Zxkaﬂm l) =1

Pour tout n € N, Papplication f,, est décroissante sur |0, +o00[; pour tous réels = et y tels
que 0 <z <y : fuly) < fu(z). En sommant de 0 & +00 on a, pour tous réels x et y tels

que 0 < x <y :|Saly) < Salx)|.

On en déduit que la fonction S, est | décroissante sur |0, 00|

Une fonction monotone admet une limite, éventuellement infinie, en les extrémités de son

domaine de définition ; la fonction S, admet une limite finie ou infinie en 0.
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d)

a)

Soient N € N et z > 0. Pour tout n € N, on a e™*"" > 0, donc :

N +o0 N
Sa(l') _ Z efxno‘ + Z 6f:t:n°‘ > Z efxno"
n=0 n=0

n=N+1
Or, pour tout n € N, on a : lim e *"" = ¢ = 1, par continuité de I'exponentielle en 0.

z—07F
On en déduit, quand = — 0,

N
lim Sy(z) =S 1=N+1,
Jip Salw) > ) 1=N+

'existence de la limite dans le membre de gauche étant bien établie dans la question 3.c).

En faisant alors tendre N vers 400 on obtient

Partie Il - Etude de S,(z) quand z tend vers 0 et +oo

Soit o €> 0. L’application u — e “u®"! est continue sur |0, +ool.

2 1
— Etude sur ]0,1] : On a: e %u® ! ~ yo ! = —
u—0 ur—«

est une fonction de Riemann

Ici o > 0 et donc 1 —a < 1. On en déduit que u —

-«

intégrable sur |0, 1]. L’application u — e “u®"! est aussi intégrable sur 0, 1].
1
Ainsi I'intégrale / e “u*'du converge.
0

— Etude sur [1,+o0[ : On a, d’apres le théoreme des croissances comparées : lim u? -

u——+0oco
u®te ™ = 0. On en déduit :
1
eyt = o — .
u—+00 u2

1

La fonction de Riemann u — — est intégrable [1,4+00[ car 2 > 1 Cela implique que
u

u s e “u® ! Pest également.

+oo
Ainsi 'intégrale / e “u*"'du converge.
1

+oo
Finalement, l'intégrale I'(a) = / e "u® " du converge dans le cas ot a > 0.
0

Par intégration par parties
+o0 n +o0
/0 e “udu = [—e*“uo‘}o - /0 (—e ")au* du

L’intégration par parties est valide car ‘ u — e "u® s’annule en 0 ‘ et| lim e~
uU—+00

Yu® = 0| par

croissances comparées. On en déduit

“+o0 —+o00
/ e “udu = a/ e “udu,
0 0

c’est-a-dire : I'(a + 1) = al'(«).

“+o00

0o =1L

400
On a immédiatement : I'(1) = / e du = [—e™"
0

Montrons par récurrence sur n € N que : Vn € N,I'(n + 1) = nl.
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c)

— Sin =0, cela vient d’étre établi, vu que 0! =1 et T'(1) = 1.

— Soit n € N. On suppose que I'(n+1) = n!l. Alors, d’apres 1’égalité démontrée ci-dessus :
'n+2)=m+1DI'n+1)=n+1)n!=(n+1)!

— Par le principe de récurrence : Vn € N, T'(n+ 1) = n!

1 oo 1
r (—) :/ e uatdu.
« 0

Posons u = xt®. La fonction t — xt* est une bijection strictement croissante de classe 6™

Soit x > 0. On a:

de 10, +-00[ dans lui-méme. De plus du = zat® 'dt. On en déduit que

1 oo —zt® L1 1—a a—1 1 e —zt®
ry—|)= e xa Tt T Yrat® N dt = axe e " dt
o 0 0
En particulier, d’apres le théoreme de changement de variables, I'intégrale I(«) converge
et |T (1) = azal(a)

Soit > 0. On fait une comparaison entre série et intégrale. L’application ¢t +— e~

«
2t egt

décroissante sur R, . Pour tout entier N € N*,

N+1 N
/ e~ dt < Z e~
0

n=0
En faisant tendre N vers 400 on obtient que : I(a) < S, ().

De méme,

On a donc obtenu |0 < S, (z) — () < 1

1 1
Or, d’apres la question précédente I(a) = —=T (—) et donc
AT« «Q

0 < Sa(z) — llr(l) <1

axra
On al (é) > 0 : il s’agit de l'intégrale sur |0, +oo[ d’une fonction CONTINUE, positive

et non identiquement nulle. Ainsi, pour tout x > 0 on a, partant de I’encadrement la

1 1
question précédente ou 'on divise tout par -T (—) > (), puis ajoute 1 :
L« (0%

1
or — > 0, donc : lirr(l) z = 0. Il est alors immédiat que les deux extrémités de I'encadrement
Tr—

Q
ci-dessus ont pour limite 1 quand x — 0. On en déduit, d’apres le théoreme des gendarmes :
1

lim "5, (z) = 1. Clest-a-dire :

)
Sul) ~ ﬂr(é).
=0 qyra

1 1
Comme, lim —T <—> = 400, on retrouve le résultat de la question 3.d)
z—=0 qyra (6]
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6) a) Ilsuffit de reprendre le changement de variable u = zt® de la question 4.c) en changeant les
bornes. Comme z > 0, alors I'application ¢ — xt® est de classe ¢!, strictement croissante

et réalise une bijection de [1, 400 dans [z, 4+00[. On en déduit :

00 le% 1 +oo 1
/ e ™dt = — / e “uatdu. (1)
1 AT Jg

b) On réalise une intégration par parties sur [z, +oo] :

Foo 1 1 +o0 b 1 1
/ e tuatdu = [—e‘“ua_l} - / (—e™) <— - 1) we"2du
x z x «Q

L . : : : Cw, Al
L’intégration par parties est valide car le crochet converge puisque u — —e “ua

I Vaut

1 . 1 . 4 , .
—€_x$571 en x et que lim —e‘“uE” =0 par croissances comparees. OD en déduit
U——+00

“+00 1 b
/ e_“ué_ldu = e‘“”xé_l + (— — 1) / e‘“ué_Qdu.
X a x

+oo
. _ 1_ e . , _ 1_ _ 1_
La fonction u — e “ua ! est positive, 'intégrale / e “uo'du converge et e “ua "2 =
1

1_ . Lo o : . .
0 (e‘“wm 1). D’apres le théoreme d’intégration des relations de comparaison,

oo
—+o0o L —+o00 L
/ e “ua2du = o (/ e_“ua_ldu)
x +OO xr
On en déduit que

1 oo 1 1 b 1
e Txal = / e yatdu — (— — 1) / e ua2du
xT a X
+o00 1 +oo )
= e uatdu+ o e tuatdu
X +OO X

+oo )
~ e “uatdu
+00 z

c) En utilisant les résultats des questions 6.a) et 6.c) on obtient :

1 _
400 e 1 +o00o w1 e Tra 1 e~
e dt = T e tuedu o~ ——  ~ .

1 x

Tr—r—+00 Oél’é Tx—+o00 X

AL o

+oo
Le terme de droite est négligeable devant e™* quand x — 400 donc l'intégrale / e " dt
1
est négligeable devant e quand x — +o00.

7) a) On reprend la comparaison entre série et intégrale de la question 5.c), mais en sommant

a partir de n = 2. Pour toutn entier N, on a

N N
Z e~ < / e—rt dt
n=2 1

L’inégalité voulue est alors obtenue en faisant tendre N vers 4oc0.

b) Pour tout z > 0, on a :

+oo +oo
Sa(x) —1= Z e =TT 4 Z e,
n=1 n=2
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Or, d’apres les questions précédentes, on a :

+o0 “+00
0< Ze_ma < / e dt
1

n=2
“+oo
ce dont on déduit que : 22 e T = z_groo (e’“””).
Finalement, "
+00
Sa(z) —1=e"+ Z e =TT 4
n=2
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T—r—+00

0
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