MP1 / MP2 Devoir Surveillé 4 (plus difficile) - Corrigé 2025 — 2026

Exercice

1) Soit z € E. Montrons que I, , = {P € C[X], P(u)(z) = 0g} est un idéal de C[X].

— Le polynéme nul appartient a I, , donc I, , # 0.
— Soit (P,Q) € I7,. On a

(P = Q)(u)(x) = P(u)(z) = Q(u)(z) = 0p — 0p = Og.

Donc (P — Q) € I, ,. On a montré que I, , est un sous-groupe du groupe (C[X], +).
— Soit P € I, et Q € C[X], PQ appartient a [, , en effet,

(PQ)(u)(x) = Qu)(P(u)(x)) = Qu)(0g) = Og.

L’ensemble I, , est bien un idéal de C[X].

De plus si P € I, alors P(u) est I'application nulle donc P(u)(z) = 0 et de ce fait P € I, ,.

On a bien | I, C I, ;.

2) On sait que 'anneau C[X] est principal. Comme I, , est un idéal non réduit a {0} (car il contient
I,, qui n’est pas réduit a {0} car il contient x,), il existe un unique polynéme unitaire i, . tel
que Iy, = - C[X].

Maintenant, I,, C I, , donc, en particulier, p, € I, ,. De ce fait | 1, , divise pi,.

3) a) Comme Y, = (X — 1)?(X — 2)2, le spectre de u est Sp(u) = {1, 2}.

— Calcul de Ey(u) : On détermine Ker(u — idg). On résout le systeme

0 2 0 -1 1 -3 1 1
Ly < Ly
1 -3 1 1 0 2 0 -1
1 63 1| |1 63 1
1 -8 3 2 1 -8 3 2
1 -3 1 1
0 2 0 -1
“ o =3 2 0 Ly« Ly — L,
0 -5 2 1 L, L, — L
1 -3 1 1
0 2 0 -1
“ 1o 0o 4 -3 Ly < 2Ls + 3L,
0 4 -3 Ly ¢ 2Ly + 5L,
-3 1 1
0 0 -1
“lo o [4 -3
0 0 0 0
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Il ne reste plus qu’a résoudre le systeme

r—=3y+z = —t
2 = t
4z = 3t

On obtient | Ey (u) = Vect((—1, 2, 3,4)).

— Calcul de Ey(u) : On détermine Ker(u — 2idg). On résout le systeme

-1 2 0 -1 -1] 2 0 -1
1 -4 1 1 0 [2] 1 0
1 62 1| " lo 0o 0 0
1 -8 3 1 0 0 0 0

Il ne reste plus qu’a résoudre le systeme

—r+2y = t
-2y = —=z

On obtient | Fy(u) = Vect((—1,0,0,1),(2,1,2,0)).

Le polynome minimal de u divise y, et 1 et 2 sont racines de p,. On en déduit que pu, peut
étre (X —1)(X —2), (X —1)*(X —2), (X —2)*(X —1) ou (X —1)*(X —2)?. On vérifie aisément
que (X —1)(X —2) n’annule pas A et que (X —1)*(X —2)(A) = 0 donc p,, = (X —1)*(X —2).

On ae; = (1,0,0,0), u(ey) = (1,1,1,1) et u*(ey) = (2,1,0,—1). On pose
11 2
01 1
M = Mat(eq,u(er), u(eq)) =
at(er, u(e1),u”(e1)) 01 0
01 -1

C’est une matrice de rang 3. La famille e, u(e1) et u?(g1) est donc libre. De ce fait, il n’existe
pas de polynéme (non nuls) de degré inférieur ou égal a 2 dans I, .,. Donc i, ., est de degré
au moins 3 mais comme il divise y, = (X — 1)*(X — 2) on en déduit que

Il suffit de prendre un vecteur propre. Par exemple x = (—1,2,3,4). On a u(x) = z, donc

X —1¢€1,, ce qui implique que g, , = X — 1.

L’idéal 1,0, est C[X] en entier. Il est engendré par 1 donc m
Soit 7 € [1,k]. Supposons par I'absurde que Ker(u — \;idg)* = Ker(u — \;idg)*~!. Notons
Q) le polynome [ (X — A;)% de telle sorte que p,, = (X — \)* Q.

j=1

J#i

Pour tout x dans FE,
Op = pu(u)(z) = (v — Mildp)* (Q(u)(2))
On en déduit que Q(u)(z) € Ker(u — \jidg)® = Ker(u — \jidg)*~! et donc

(1= Xidg) "~ (QUu)(@) = F- (w)(x) = 0

C’est-a-dire que est un polynome annulateur de u ce qui est absurde car il est de

X =\

degré strictement inférieur a fi,,.

Il existe donc bien | z; € Ker(u — \idg)® \ Ker(u — \;idg)* =1 |.
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b)

c)

)

Par définition, (X — ;)% (u)(x;) = (v — Nidg)® (z;) = 0g. Donc g, ., divise (X — \;)% mais
comme (X — \)% 1 (u)(z;) = (u — Nidg)* 1 (z;) # 0.
i)

A

On a que |ty = (X — A

Soient i, j € [1, k]?.

. . o Moy o, . N .
— Sii alors .. = (X — \;)% divise donc appartient a I,, ce qui
# J Mz, = ( ) Yo X, PP @i e q
implique que < X“j}\) (u)(z;) est nul.
J
— Sii = jalors p,., = (X — \;)* ne divise pas X'Lf)\j donc XT)\j n’appartient pas a
I, ., ce qui implique que (7{%) (u)(z;) n’est pas nul.

k
On pose x = > ;.
i=1

Pour tout j € [1, k],

() we =3

=1

<X€jM)(mCm%:(Xf?&>(uﬂ%)%oﬂ

On vient de voir qu’aucun diviseur de y, de degré 1 de moins que p,, appartenait a I, , donc
=1}

L’endomorphisme u est diagonal et son polynéme minimal est p, = (X — 1)(X — 2).
Onadonc, \y =1, a1 =1, =2,a0 = 1.

Comme Ker(u —idg)®? = {0g}, on cherche donc z; € Ker(u —idg) \ {0g}. On peut prendre
T = €.

De méme on cherche z5 € Ker(u — 2idg) \ {Og}. On peut prendre z5 = 5.

Il reste a poser |z = &1 + &5 |.
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1) a)

2) a)

Probleme |l
Partie | : Généralités

Soit S, T deux matrices de transition.
Soit x, z dans N. Pour tout y € N, 0 < S(z,9)T(y,2) < S(x,y) car T(y,z) € [0,1]. On en
déduit dans [0, 400

0< ST (z,2) = ZS(:U,y)T(y,z) < ZS(:L’,@/) =1

yeN yeN
De plus, dans [0, +o0], par sommation par paquets
SETERES 9] D SEREVE) I LM 3] B LIRS
zeN zeN \yeN yeN zeN yeN
Cela montre que ST est une matrice de transition.
De méme si 7 est une probabilité sur N. Pour tout « € N et tout y € N, comme S(z,y) € [0, 1],
0 < 7(2)S(r,y) < (x)

On en déduit que dans [0, +00],

0< (m-5)(y) =Y w(@)S(,y) <Y mlr) =1

zeN zeN

La fonction 7 est bien définie et de plus, par sommation par paquets dans [0, +00]

NECITES 9] D SRECEVYES SET PoE ) B SRERY

yeN yeN \zeN zeN yeN zeN

Cela montre que 7 - S est une probabilité sur N.

Soit S, T, R sont trois matrices de transition. Pour z,u dans N par sommations par paquets
dans [0, +o0],

(ST)R(z,u) = > ST(z,2)R(z,u) =Y > S(z,y)T(y,2)R(z, u)

= Y S(x,y) Y _T(y,2)R(z,y) = S(TR)(x,u)

Cela montre que (ST)R = S(TR).

n—1
La famille <ﬂ (X; = xz)> est un systeme complet d’événements. On a donc
=0 (20, Zn—1)EN?
P(X,=1) = > P(Xo=wz0,.., X1 =201, X, = )
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On en déduit que pour x,y €« Net n >0

P<Xn:'x7Xn+l :y) = Z P(XOI':EO7"'7XTL71 :xnflaXn:vanJrl :y)

= Z P(Xg = LL’Q)S(QZ(), -Tl)S(xl, 1’2) T S(xn—b x)S(iL‘, y)

= P(X, =2)S(z,y)

b) Soit n € N et y € N. Comme ((X,, = x))zen est un systéeme complet d’événements, par la

formule des probabilités totales
Tni1(y) = P(Xni1 =) ZP = T, Xnt1 =) ZP z,y) = (7 - 5)(y)
zeN zeN
Cela montre que 7,41 =7, - S.
Par une récurrence immédiate mw, = m - S™ pour tout n € N.
3) a) Pour z,y € N, S(z,y) € [0, 1].
Soit z € N,

> S(x,y) =S(,0)+ S,z +1)=1—pt+p=1
yeN
La matrice S est bien une matrice de transition sur N.

b) On a montré que m; = mg - S. On en déduit que pour tout y € N,

y) =D _mo(x)S(w,y) = S(0,y)

zeN
On en déduit que 71(0) = 5(0,0) = (1 —p), m(1) = 5(0,1) = p et m(x) =0 pour = > 1.
De méme pour tout y € N,

y) =Y m(x)S(z,y) = m(0)S(0,y) +m(1)S(1,y)

zeN
On en déduit que m3(0) = 5(0,0) = (1 —p)*+ (1 —p)p = (1 —p), (1) = p(1 —p), m(2) = p*
et my(z) = 0 pour x > 2.
Notons alors ¢ = 1 — p. Montrons par récurrence que pour tout n € N,

Xz

qp* sl x <n
Ty & T > p" sizx=n
0 sinon

Les exemples ci-dessus montrent que la propriété est vraie pour n = 0,1, 2.
Supposons que la propriété est vraie pour un entier n et calculons 7, 1.
Soit y > 0,

7Tn+1 ZW” «'E y = Wn(y - 1)

zeN

Cela montre que m,41(y) = qp¥ siy <n+1 et m,11(n+ 1) = p"L. De plus

Tu1(0) = Y ma(2)S(y,0) = ¢ ) _malz) = ¢

zeN €N

On en déduit que pour tout = € N, 7,(x) — ¢p®.

n—-+o00
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Partie Il : Récurrence d'une chaine de Markov

4) Soit z € N*, (S; ® u)(x) > 0 comme somme de termes positifs.

De plus comme pour tout y € N*, u(y) < 1,

(S+ O u)(x ZS+xy ZS+xy

yEN* yeN*

5) Par continuité décroissante pour la probabilité P (x,=2),

Uso (%) = P (x0=0) <ﬂ(Xk € N*)> = lim Pry—y (ﬂ (Xk € N*)> = lim wu,(z)
k=1

n>1

6) Soit z,y dans N*.

Montrons par récurrence sur n € N que pour n > 0,
P(Xy=2)S}(z,y) =P(Xo=2)NU,_1 N (X, =y))
— Initialisation. Pour n =0, S} = I et U_; = Q. On en déduit que
P(Xo=2)NU_1N(Xo=y)) =6, P(Xo =2) =P(Xo =2)I(z,y)
— Hérédité. Soit n > 0. On suppose la propriété vraie au rang n. On voit que

Un N (Xn+1 - y) = U Unfl N (Xn = xn) N (Xn+1 - y)

Les événements de I'union de droite étant disjoints,
P(Xo=2)NU, N (Xns1 =Y))

= Y PXy=a,Xi=a1 =, Xy =25, Xpi1 =)

_ Y P(Xo=2)Su(z, 1) S (T, ) S (20, y)
= Z Z P(XO = ZL’)S+<JJ,ZE1) "'S+(l’n—2,xn—1) S+(J7nay)

- Z Z P(X():.T,Xllez"' ,Xn:In) S+<'T'rl7y)

La propriété voulue est démontrée par récurrence.

On voit alors que
Un = U (Un—l N (Xn - y))

yeN*
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10)

11)

Les événements étant deux a deux disjoints,

P(Xo=2)NU) =Y P((Xo=2)NUpi N (X, =y) =P(Xg=2) Y Si(z,y)

yeEN* yeEN*

En divisant par P(Xy = ) qui est supposé non nul,

=Y St(x,y)

yeN*

Soit x € N*, par sommation par paquets,

Upt1(z) = Z S (2 Z Z Si(x,2)S% (2,y) = Z Si(z,2) Z St (z,y) = Z Si(x, 2)u,(2z

yeN* yeN* zeN* zeN* yeN* ZEN*

On a donc u,11(z) = (S © uy,)(x).

Finalement u,+1 = S+ © .

Soit z € N* fixé. On pose pour y € N*, f, : n— S, (x,y)u,(y). Comme u,(y) € [0,1], || fyllw <
Si(z,y). On en déduit que la série ) || fyllc converge. La série de fonctions 3, f, converge
y=0

normalement donc uniformément sur N.

De plus, pour tout y € N*, f,(n) S (x,y)ux(y) par la question 5). En appliquant le théoreme

n—Hﬁm+
de double limite on obtient que

) = ) 52, y)use(y) = (S+ © ux) ()

yeN*

On a bien montré que s = ¢ © Ugo-

Soit v : N* — [0, 1] une fonction vérifiant v = S, © v. Par définition, pour tout = € N*,
v(x) < 1 = ug(x) donc v < up. Or, de maniere générale si w,w’ sont deux fonctions a valeurs

dans [0, 1] telles que w < w’ alors S ©w < S ® w' car pour z € N,

(SO w)(x ZS+33?J ZSJrl’y = (S; ©w')(x)

yeN* yeN*

On en déduit par une récurrence immédiate que pour tout n € N, v < u,,. En faisant tendre n

vers +00, on obtient que v < Uq.
Partie Il : Processus de naissance et de mort

Soit x € N, par définition d’une matrice transition, avec la convention choisie,
S(z,z)=1=S(x,z+1)—S(x,x—1)=1—XA; — s

On a vu a la question 8) que u,, = Sy ® us. Avec les notations ce cette partie on obtient que

pour tout x € N*,

T) = Z S (T, Y)Uoo(Y) = Agtioo (T + 1) + pratico(z — 1) + (1 — Ay — 1z Uoo ()

yEeN*

En convenant pour le cas z = 1 que uq(0) = 0.

On en déduit que Ay (oo (T + 1) — Uoo (@) — fe(Uoo () — Uso(z — 1)) = 0 puis, comme A, # 0
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oo+ 1) = teg() = 7 (1) — e = 1))

Montrons maintenant par récurrence que pour tout z € N*

— Initialisation. Pour x = 1, la somme du terme de droite se réduit au cas : = 0 qui vaut 1 car

c’est un produit vide.

— Hérédité. On suppose la propriété vraie au rang = > 1. On a alors en utilisant la formule

ci-dessus,
Uo7 1) = too(®) + 55 (e () — oo = 1))
H; u fo [N Bl =
_— Lt e o S
u ()20 )\1...,\i+u ())\z (zO Mo & )\1...)\1.)
r—1
j e fo (1 Pa
= 00 1 N M>1 3 |\ v
) R a0 (52 )
z u."/’l’i
= uoo(l) )\1...)\4
i=0 1 7

La propriété est bien vérifiée par récurrence.

12) a) Supposons par l'absurde que u(1) > 0.

Alors, comme A = +o00, il existe 2 € N* tel que uy(1) > % > 1. Cest absurde car uy
=0 AL A

est une fonction & valeurs dans [0, 1]. On en déduit que us (1) = 0 et donc uy, = 0.

b) On utilise le systéme complet d’événements (Xo = z),en. La formule des probabilités totales

donne que

P(Usx) =Y P(Xo=12)Px,—0)(Us) = ¥ P(Xo = 2)tie(z) = 0

zeN zeN

¢) On vient de montrer que P((, .,(X, € N¥)) = 0. La chaine de Markov étant homogene, pour
tout entier N € N, la suite (X,,),>n est aussi une chaine de Markov homogene ayant la méme
matrice de transition. On en déduit que P((,» 5 (X, € N¥)) = 0. Une réunion dénombrable

d’événements négligeables est négligeable donc
P(U ﬂ(XneN*>) 0
NeNn>N

En passant au complémentaire P (ﬂNeN U@N(Xn = O)) =1.

13) On suppose que A < +o00. La fonction u, est a valeurs dans [0, 1] donc, pour tout = € N,

rz—1
251 2%
Uso (1) Z N <1
i=0 v
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Réciproquement, on considere la fonction v définie sur N par

190711u [
R
DTy — —_
CETALAN N

Elle est a valeurs dans [0, 1] et en remontant les calculs de la question 11) elle vérifie S, ©v = v.

D’apres la question 9), v < us. En particulier us(1) > v(1) = 4.

On en déduit que uy(1) = % et donc que pour tout z € N,

z—1
U (l’) — l K- g
e A Ao A
14) a) On suppose qu'il existe ., telle que pour tout x € N, 7(z) = lim m,(z).

n——+oo
C’est-a-dire 7,41 (x) = S(z — L, z)m,(x — 1) + S(z, z)m,(z) + S(z + 1, 2)m,(z + 1).
En faisant tendre vers +00 on obtient que moo(z) = S(x — 1, 2)mo(z — 1) + S(z, 2) 7o (z) +
S(z+1,2)Te(x 4+ 1). On a donc 7y = 7o - S.

Pour z > 1 on obtient
Too(T) = Ao 1Too( — 1) + (1 — Ay — 1) oo (T) + flar17oo (@ + 1)

Cela peut s’écrire

Too(® 4+ 1) = ((Ae + pa)Too(2) = Ap-1Tos (@ — 1))

M1

Ce résultat est encore vrai pour x = 0 si on convient que A_; = 0.
On démontre alors par récurrence comme a la question 11) que nécessairement pour tout
x>0,
Too(z) = Mﬂm(o)
fi1 - g
Comme 74, est une probabilité, on doit avoir

+o0
yodo A

P L e
Dans ce cas,
1 PYEEED W
Moo & T >
oo Ao AL pur el
=0 e g

i i
b) Avec nos hypotheses, pour tout ¢ > 0, % = <§> . La série de terme général > <§>
' i>0

i(e)": L _ a4
— \q 1-% q-p

=0

converge car p < q et

On a alors
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