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Problème I

Partie 1

1)

M2 =

 2 −1 1

−1 2 −1

1 −1 2

 =M + 2I3

donc g2 = g + 2 ldR3 .

2) Soit x ∈ R3. Alors

0R3 = 0L(R3)(x) = (g2 − g − 2idR3)(x) = g2(x)− 2g(x)− x

donc (x, g(x), g2(x)) est liée (car 1, 2,−1 sont non tous nuls) et n’est donc pas une

base de R3.

Ainsi g n’est pas cyclique .

3) M est annulée par P = X2 − X − 2 = (X + 1)(X − 2), qui est scindé à racines

simples. Donc la matrice M est diagonalisable .

De plus le polynôme minimal µM de M divise P et est unitaire. Donc µM ∈ {1, X+

1, X − 2, (X + 1)(X − 2)}.
Comme aucun des trois premiers polynômes de cette liste n’annule M , on a µM =

(X+1)(X−2). Comme le spectre deM est l’ensemble des racines de son polynôme

minimal, on a Sp(M) = {−1, 2}

Partie 2

4) L’application ∆ est linéaire par linéarité à droite de la composition.

De plus pour tout P ∈ Rn[X], P ◦ (X+1) a même degré que P donc ∆(P ) ∈ Rn[X]

comme différence de deux polynômes de degré au plus n.

Ainsi ∆ est un endomorphisme de Rn[X] .

5) Soit k ∈ [[0, n]].

∆
(
Xk

)
=

k−1∑
i=0

(
k

i

)
X i

6) Soit P ∈ Rn[X] un polynôme non constant c’est-à-dire de degré d ⩾ 1.

Alors P s’écrit a0 + a1X + . . . adX
d avec ad ̸= 0.

Par linéarité de ∆,

∆(P ) =
d∑

k=0

ak∆(Xk) =
d∑

k=0

k−1∑
i=0

ak

(
k

i

)
X i =

∑
(i,k), 0⩽i<k⩽d

ad

(
k

i

)
X i =

d−1∑
i=0

d∑
k=i+1

ak

(
k

i

)
X i

Ainsi ∆(P ) est de degré d− 1 car le coefficient deXd−1 dans ∆(P ) est
∑d

k=d ak
(

k
d−1

)
=

dad ̸= 0.
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7) Si P est de degré n alors par récurrence immédiate on a pour tout k ∈ [[0, n]]

deg(∆k(P )) = n − k. Ainsi les degrés de P,∆(P ), . . . ,∆n(P ) sont deux à deux

distincts et distincts de −∞, donc ces polynômes forment une famille libre. Cette

famille étant de longueur n+ 1 = dim(Rn[X]), c’est une base de Rn[X].

L’endomorphisme ∆ est donc cyclique .

Partie 3

8) La proprièté

hp(v) = α1λ
p
1v1 + · · ·+ αnλ

p
nvn

est vraie pour p = 0 car λ01 = . . . = λ0n = 1.

Soit p ∈ N tel que la propriété soit vérifiée au rang p.

Alors par linéarité de h :

hp+1(v) = α1λ
p
1h(v1) + . . .+ αnλ

p
nh(vn) = α1λ

p+1
1 v1 + . . .+ αnλ

p+1
n vn

Ainsi par récurrence la propriété est vraie à tout ordre .

9)

det
B
(F) =

∣∣∣∣∣∣∣
α1 α1λ1 . . . α1λ

n−1
1

...
...

αn αnλn . . . αnλ
n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣
Par multilinéarité par rapport aux lignes on peut factoriser la première ligne par

α1, la seconde par α2, etc... Ainsi

det
B
(F) = α1 . . . αn

∣∣∣∣∣∣∣
1 λ1 . . . λn−1

1
...

...

1 λn . . . λn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣ = α1 · · ·αn

∏
1⩽i<j⩽n

(λj − λi)

par la formule sur les déterminants de Vandermonde.

10) ⇐ Supposons que h admet n valeurs propres distinctes. Posons v = v1 + . . .+ vn.

D’après la formule précédente appliquée au cas où α1 = . . . = αn = 1, il vient

det
B
(F) =

∏
1⩽i<j⩽n

(λj − λi) ̸= 0

Donc F est une base de E et ainsi h est cyclique.

⇒ Prouvons la réciproque par contraposée. Supposons que λ1, . . . , λn ne soient

pas deux à deux distincts.

Alors pour tout choix de v dans E on a

det
B
(F) = α1 . . . αn.0 = 0

donc F n’est pas une base de E. Ainsi h n’est pas cyclique.
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Partie 4

11) Il existe (β0, . . . , βn−1) ∈ Cn tel que

g(v) =
n−1∑
i=0

βif
i(v)

car (v, f(v), . . . , fn−1(v)) est une base de E (donc engendre E).

12) Comme g commute avec f , il commute aussi avec toutes les puissances de f et ainsi

pour tout k ∈ N,

g(fk(v)) = fk(g(v)) =
n−1∑
i=0

βif
k(f i(v)) =

n−1∑
i=0

βif
k+i(v)

13) Posons h =
∑n−1

i=0 βif
i.

Par la question précédente les applications g et h có’ıncident en v, f(v), . . . , fn−1(v),

qui forment une base de E.

Comme g et h sont linéaires, elles sont égales. Comme h ∈ C[f ], on a g ∈ C[f ] .
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Problème II

Partie I - Temps d’arrivée du n-ième client

1) cf cours sur la loi géométrique

2) idem

3) idem

4) Pour tout k ∈ N∗ on a, en posant q = 1− p :

P(D2 = k) =
∑

i,j⩾1, i+j=k

P(T1 = i, T2 = j)

=
∑

i,j⩾1, i+j=k

P(T1 = i)P(T2 = j) car T1 et T2 sont indépendantes

=
∑

i,j⩾1, i+j=k

qi−1pqj−1p

=
k−1∑
i=1

qk−2p2

= (k − 1)qk−2p2

et

P(D2 = ∞) = P((T1 = ∞) ∪ (T2 = ∞)) ⩽ P((T1 = ∞) +P((T2 = ∞) = 0

donc

P(D2 = ∞) = 0

5) Par le même raisonnement on a pour tous n, k ∈ N∗ :

P(Dn = k) = Card(A)qk−npk

où A = {(i1, . . . , in) ∈ N∗, i1 + . . . , in = k}.
Or A est équipotent à l’ensemble des parties à n − 1 éléments de [[1, k − 1]] via

l’application (i1, . . . , in) 7→ {i1, i1 + i2, . . . , i1 + i2 + . . . + in−1} de réciproque B 7→(
min(B),min(B\{min(B)})−min(B), . . .

)
et ainsi Card(A) =

(
k−1
n−1

)
.

On peut aussi procéder par récurrence. La propriété est vraie au rang 1 car T1 suit

la loi géométrique de paramètre p et
(
k−1
1−1

)
= 1 pour tout k ∈ N∗.

Soit n ∈ N∗. Supposons que Dn suive la loi de l’énoncé.

Alors pour tout k ∈ N∗,

P(Dn = k) =
∑

i,j⩾1, i+j=k

P(Dn = i, Tn+1 = j)

=
∑

i,j⩾1, i+j=k

P(Dn = i)P (Tn+1 = j) car Dn et Tn+1 sont indépendantes

par le lemme des coalitions

=
∑

i,j⩾1, i+j=k

(
i− 1

n− 1

)
pnqi−nqj−1p

=
k−1∑
i=1

(
i− 1

n− 1

)
pn+1qk−n−1
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et on conclut en utilisant la formule de la gouttière / chaussette de Noël / crosse de

hockey :
k−1∑
i=1

(
i− 1

n− 1

)
=

(
k

n

)
qui se démontre par récurrence sur k.

Partie II - Une suite récurrente

6) La fonction f est strictement croissante sur R et f(0) = exp(−a) ⩾ 0 et f(1) = 1,

donc f(]0, 1[) ⊂]0, 1[.

Par récurrence immédiate, ∀n ∈ N∗, zn ∈]0, 1[ .
De plus, pour tout n ∈ N∗, zn+ 2− zn+1 = f(zn+1)− f(zn) est du même signe au

sens strict que zn+1−zn car f crôıt strictement. Par récurrence immédiate zn+1−zn
est du même signe au sens strict que z2 − z1.

7) Par la question précédent, (zn) est monotone et bornée. Donc elle converge et sa

limite ℓ est, par passage aux limites dans les inégalités larges, dans [0, 1] .

De plus la suite (zn+1) converge vers ℓ d’une part (suite extraite) et vers f(ℓ) d’autre

part par continuité de f . Donc par unicité de la limite, f(ℓ) = ℓ .

8) Soit x ∈]0, 1]. On a :

f(x)− x = exp(a(x− 1))− exp(lnx)

qui, par croissance stricte de exp, est du même signe au sens strict que a(x − 1) −
lnx = −ψ(x).

9) On suppose dans cette question que a ⩽ 1.

Pour tout x ∈]0, 1[, ψ′(x) = 1
x
− a > 1 − a ⩾ 0 et ψ est continue sur ]0, 1] donc ψ

est strictement croissante sur ]0, 1]. De plus ψ(1) = 0.

Donc ψ est strictement négative sur ]0, 1[ et ainsi ne s’annule qu’en 1 sur ]0, 1].

Comme ℓ ∈ [0, 1] et f(ℓ) = ℓ et ℓ ̸= 0 car f(0) ̸= 0, on a ψ(ℓ) = 0 et donc ℓ = 1 .

10) On suppose dans cette question que a > 1.

La dérivée de ψ est du même signe au sens strict que x 7→ 1
a
− x donc ψ est

strictement croissante sur ]0, 1
a
] et strictement décroissante sur [ 1

a
, 1].

De plus ψ(x) →
x→0+

−∞ et ψ(1) = 0 et ψ est continue.

Donc ψ(1/a) > 0 et ψ réalise une bijection de ]0, 1
a
] vers ]−∞, ψ(a)] et une bijection

de [ 1
a
, 1] vers [0, ψ(a)].

Ainsi ψ s’annule exactement deux fois sur ]0, 1], en 1 et en un point α ∈]0, 1
a
[⊂]0, 1[.

Donc ℓ = α ou ℓ = 1 (car ℓ ̸= 0, voir plus haut).

Pour tout x ∈ [0, α] on a α ⩾ f(x) ⩾ x et pour tout x ∈ [α, 1] on a α ⩽ f(x) ⩽ x.

Si z1 ⩽ α on a par récurrence immédiate que (zn) est à termes dans [0, α] et ainsi

ℓ ⩽ α par passage aux limites dans les inégalités larges, donc ℓ ̸= 1 et ainsi ℓ = α .

Si z1 ⩾ α on a par récurrence immédiate que (zn) est à termes dans [α, 1] et donc

décroissante, et ainsi par passage aux limites dans les inégalités larges ℓ ⩽ z1 < 1 et

ainsi ℓ = α .
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Partie III - Groupes de clients

11) Z est l’événement “il existe un instant où aucun client n’attend c’est-à-dire où

la file d’attente est vide ”

Ce qui n’empéchera pas cette file de se regarnir ultérieurement, l’événement Z ne

signifie pas un arrêt de l’écoulement inexorable du temps. Il faut comprendre que

les clients ultérieurs ne seront plus considérés comme faisant partie d’un “groupe de

client” au sens de l’énoncé.

12)

P(V1 = i | S0 = n) =
P (X1 + . . .+Xn = i, S0 = n)

P(S0 = n)

= P(X1 + . . .+Xn = i) car X1 + . . .+Xn et S0 sont

indépendants par le lemme des coalitions

= B(n, p)({i})

=

(
n

i

)
piqn−i

13) Par la formule des probabilités totales, on a pour tout i ∈ N :

P(V1 = i) =
∞∑
n=0

P(V1 = i | S0 = n) P (S0 = n)

=
∞∑
n=i

(
n

i

)
piqn−ie−λλ

n

n!

=
∞∑
n=i

n!

i!(n− i)!
piqn−ie−λλ

n

n!

= e−λp
i

i!

∞∑
n=i

qn−i

(n− i)!
λn−iλi

= e−λp
i

i!
eλqλi

= e−λp (λp)
i

i!

Donc V1 suit la loi de Poisson P(λp) .

14) On note zn = P(Vn = 0).

D’après la remarque de l’énoncé, la suite ((Vn = 0))n⩾1 est croissante au sens de

l’inclusion donc par continuité croissante :

zn = P(Vn) →
n→∞

P(∪n∈N∗(Vn = 0)) = P(Z)
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15)

zn+1 = P(Vn+1 = 0)

=
∞∑
j=0

P(Vn+1 = 0 | V1 = j)P(V1 = j)

=
∞∑
j=0

P(Vn = 0)jP(V1 = j)

=
∞∑
j=0

zjne
−λp (λp)

j

j!

= e−λpeλpzn

= eλp(zn−1) = f(zn)

16) D’après les questions 9) et 10), la suite (zn) converge vers 1 si λp ⩽ 1 et onverge

vers α si λp > 1 .

Autrement dit, l’évenenement “il y aura un instant où la file d’attente sera vide” est

presque certain si λp ⩽ 1. Ce qui correspond à un temps de service pas trop long (λ

pas trop grand) en regard de la probabilité d’arrivée d’un nouveau client à chaque

instant.

Dans le cas contraire, il n’est pas presque sûr que la file se videra un jour. Toutefois

l’événement n’a pas une probabilité nulle. Que chaque client en attente se rassure, il

est presque certain d’être servi. Par contre l’employé derrière le comptoir aura une

probabilité non nulle de n’avoir jamais de pause. Bien que la probabilité d’en avoir

une ne soit pas nulle...
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