MP2 Théoreme de Cayley - Hamilton 2025 - 2026

Partie | : Matrices compagnons

Soit P = X"+ a, 1 X" ' +---+a; X + ap un polynéme unitaire de degré n a coefficients dans K. On définit
la matrice compagnon de P par

0 0 —ag
1
cp)y=(o . . € Mn(K)
0 —au—
0 -+ 0 1 —ap;

Notons que pour n = 1 et P = X + ay on a donc C(P) = (—aog) € .#1(K).
1. Calculer le polynéme caractéristique de C(P) pour P = X° + X? — X — 1.

2. Montrer que yc(py = P. On pourra procéder par récurrence mais ce n’est pas obligatoire.

Partie Il : Théoréme de Cayley-Hamilton

Soit u € .Z(E). On veut montrer que y,(u) = 0.(f).
1. On fixe un élément x de E non nul.
On note p le plus petit entier p tel que la famille (x = u®(x), u(x),...,uP(x)) soit liée.
(a) Justifier que I'entier p est bien défini et que (x, u(x), ..., u? 1(x)) est libre.
On complete cette famille en une base % de E.
(b) Montrer qu’il existe (ay, ..., a,-1) € K? tels que

uP (x) + ap_1uf 7 (x) + - + aqu(x) + apx = 0

On note P = X? + ap_le"_1 + -+ a1 X + ay.

C(P) | =
(c) Justifier que Matz(u) peut s’écrire sous la forme
0o |M

(d) Calculer P(u)(x).
(e) Exprimer y, en fonction de yy;.
(f) Prouver que y,(u)(x) = Og.

2. Conclure.




