Interrogation 6
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Soit f : x > Z définie sur R}.

n+n3 2

1. Montrer que f est continue

Corrigé

On pose f =x — +n3x2 qui est continue sur R}.
Soit a > 0, la fonction f; est positive et décroissante sur K = [a,+o0[ donc ||fyllex = fu(a).

Comme fn(a) oy la série )’ || ful|o.x converge. De ce fait, la série de fonctions ), f, converge

normalement donc uniformément sur [a, +oo[. Ceci étant vrai pour tout a > 0, la fonction f est
continue sur R}.

2. Calculer lim f.
+00

Corrigé

Déterminons lim f. On a montré a la question précédente que la série }; f, converge uniformément

+00

sur [1,+oo[ qui est un voisinage de +co. De plus, pour tout entier n non nul, lim f;(x) = 0. On
x—+00

+00

en déduit par le théoreme de double limite que hm f (x)= > 0=0.
n= l

3. Calculer 1%r+n f.

Corrigé

La fonction f est décroissante sur R} comme somme de fonctions décroissantes. On en déduit que
lim f existe dans R. Notons £ cette limite. Pour tout entier N et tout x € R¥, on remarque que

x—07t
flx) = an(ao an(XHan(X) an(x)

n=N+1

En passant a la limite quand x — 07,
N
1
{2 =
D=
n=1

11 suffit alors de faire tendre N vers +co pour vérifier que ling f(x) = +oo.
x—0*
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4. La fonction f est-elle de classe ™! sur R.

Corrigé

2n3x

—— Soit
(n+n3x?%)2

Pour tout entier n > 1, la fonction f; est de classe ¢! sur R et f/ : x >

K = [a,b] un segment de R}, pour x € K|

2n3b C 2b
£l < ——— < =ouC==

(n+n3a)? nd a
7 C o /
On a donc || f; ||k < — et donc la série ) || f; || x converge.

Cela montre que la série }; f, converge normalement donc uniformément sur tout segment K C
R’. La fonction f est donc de classe €™ sur R.




