MP1 / MP2 Devoir libre 8 - Corrigé 2025 — 2026

Partie | - Unicité de la décomposition de Dunford

1. Soient u et v deux endomorphismes de £ qui commutent.

a) Soit A € Sp(u) une valeur propre de u et F)(u) le sous-espace propre associé. Soit x € E)(u).
Alors u(z) = Az. Puisque u et v commutent :

u(v(z)) = v(u(z)) = v(Ax) = dv(x).

D'ou v(z) € E\(u). On a montré que Vo € Ey(u),v(z) € Ex(u). Donc E)(u) est stable par v.
Tout sous-espace propre de u est stable par v. ‘

b) On suppose que u et v sont diagonalisables.
On note Sp(u) = {A1,..., Ay} les valeurs propres de u deux a deux distinctes.
Pour i € [1,p], Ej,(u) est stable par v. Notons v; I’endomorphisme induit par v sur Ey, (u).
Puisque v est diagonalisable, il existe un polynome P scindé a racines simples qui annule v,
alors P annule également v; donc v; est diagonalisable. Soit %; une base de E),(u) formée de
vecteurs propres de v;, alors ce sont des vecteurs propres de v. De plus %; est aussi formée de
vecteurs propres de u car Vo € E), (u), u(x) = A\z.
Puisque u est diagonalisable, F se décompose en somme directe des sous-espaces propres de

u .
p
E=@DE: ().
=1

HB; est une base de E),(u) donc B = %, U...U A, est une base de E, formée de vecteurs
propres de u et de v.
Il existe une base Z commune de diagonalisation de u et v. ‘

2. Soient M et M’ deux matrices diagonalisables de .#,,(C) qui commutent.
D’apres la question précédente, il existe une base commune 4 de diagonalisation pour les endomor-
phismes associés. Donc il existe une matrice inversible P € GL,,(C), qui est la matrice de passage
de la base canonique de C" & la base 4, telle que P'MP = D et P"'M'P = D’ soient deux
matrices diagonales.
Alors PTY(M—M")P = P"'MP—P~'M'P = D—D' est diagonale, donc M — M’ est diagonalisable.
3. Soient N et N’ deux matrices nilpotentes de .#,(C) qui commutent.
On suppose que N est nilpotente d’indice p et que N’ est nilpotente d’indice ¢. On a NP = 0 et
N'T = 0.
Puisque N et N’ commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :

Np+q—1 & prag—1Y & q—1—k Arptq—1—k
(N — N'ypra—t — Z . NE(=1)pta N'Pta
k=0

Si k > p, alors N*¥ = 0.

Sinon,ona k <p—1,doncp+q—1—k > q, dou NPri—1=k =,
On en déduit que tous les termes de la somme sont nuls, donc | (N — N')PT"! =0|et N — N’ est

nilpotente, d’indice de nilpotence inférieur ou égal a p + ¢ — 1.

Si N et N’ sont deux matrices nilpotentes de .#,(C) qui commutent, alors N — N’ est nilpotente.
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Soit A € ., (C) a la fois diagonalisable et nilpotente.

Puisque A est nilpotente, 0 est la seule valeur propre de A. Puisque A est diagonalisable avec
Sp(A) = {0}, A est semblable a la matrice diagonale D € .#,,(C) comprenant des 0 sur la diagonale.
Donc D = 0 et A est semblable donc égale a la matrice nulle. Ainsi A = 0.

Réciproquement, la matrice nulle est diagonalisable et nilpotente.

La seule matrice de .#,,(C) a la fois diagonalisable et nilpotente est la matrice nulle.

Soit (D, N) la décomposition de Dunford et (D', N') un couple qui vérifie (C1), (C2), (C3) et (C4).
On a D'N' = N'D’ donc

AD' = (D' + N'\D' = D?+ N'D' = D? + D'N' = D'(D' + N') = DA

On a obtenu que A et D’ commutent et donc D’ commute avec les polynomes en A. En particulier,
D’ commute avec D.

De maniere similaire, N’ commute avec A donc avec N € C[A].

Comme de plus D+ N = A = D'+ N’ on obtient que D — D' = N’ — N. La matrice D — D’ est
diagonalisable d’apres 2) et la matrice N’ — N est nilpotente d’apres 3) donc D — D' = N'— N =0
d’apres 4).

Cela montre 'unicité de la décomposition de Dunford.

Partie Il - Quelques exemples

Soit A € .,(C).

— Si A est diagonalisable, (D, N) = (A, 0) est la décomposition de Dunford de A .
En effet, D = A est diagonalisable, N = 0 est nilpotente, DN = ND =0et A = A4+0 = D+N.

— Si A est nilpotente, (D, N) = (0, A) est la décomposition de Dunford de A .
En effet, D = 0 est diagonalisable, N = A est nilpotente, DN = ND =0et A =0+A = D+N.

(11 o, (10 , (01
PosonsA—(O 2),D—(0 2) etN—(O 0).

La matrice D’ est diagonalisable (car diagonale), N’ est nilpotente (car (N')?> =0), A= D' + N/,
cependant D' et N’ ne commutent pas :

=36 )= o) #¥7=( ) (9= )
v (o 3). 6 )

ne commutent pas.

0 2

11 .
n’est pas la décomposition de Dunford de ( ) car ces deux matrices

De plus, la matrice A = € M (C) possede deux valeurs propres distinctes 1 et 2, donc est

/\\/

O
dlagonahsable dans ,//12 (C), donc N) = (A,0) est la décomposition de Dunford de A.

Soit A = € #3(C). Calculons son polynéme caractéristique, en développant par

rapport a la deux1eme colonne

X-3 0 -8 <X 5 g
xa(X) =det(XI3— A) = -3 X+1 -6 = (X+1) X 45
2 0 X +5
= (X+D)(X2+2X+1) = (X+1)>%

2/6



10.

11.

Ainsi | xa(X) = (X +1)%

Par le théoreme de Cayley - Hamilton, x4(A) = (A + I)> = 0. On en déduit que N = A + [
est nilpotente. On pose alors D = —I qui est bien diagonalisable (car diagonale). Comme de plus
NI = 1IN, le couple (=1, A+ I) est la décomposition de Dunford de A.

Soit A € 4, (C) telle que A%(A —1I,,) = 0.
Posons P(X) = X(X —1). On a
P(A?) = A*(A*—1,)=A*(A-L)A+1,)=0A+1,)=0

Donc le polynéme X (X — 1) annule la matrice A2.

Posons alors N = A — A? et vérifions les conditions
~— On abien A= A?+ (A — A?)
— La matrice A? est diagonalisable puisque le polynome X (X —1) qui est scindé & racines simples
sur C annule A2.

— On a
(A-AP =AA-DAA-T)=A*(A-1)A-1)=0
Cela montre que A — A? est nilpotente
— Les matrice A% et A — A? commutent en tant que polynomes en A.

On a bien montré que (A%, A — A?) était la décomposition de Dunford de A.
Partie I1l - Un exemple par deux méthodes

Calculons le polynome caractéristique de A.
On trouve y4 = (X — 1)(X — 2)2. Donc Sp(4) = {1,2}. On a dim(Ker(A — I3)) = 1. Calculons
dim(Ker(A — 213)).

1 -1 1
A-2l;=2 -2 1
1 -1 0

La matrice (A — 313) est de rang 2. Par le théoreme du rang, dim(Ker(A — 313)) =1 < 2.
La dimension du sous-espace propre associé a 2 est strictement inférieure a la multiplicité de 2 en
tant que valeur propre dans x4, donc | A n’est pas diagonalisable dans .#3(C).

Soit u I’endomorphisme de C? canoniquement associé & A. Par le théoréme de Cayley-Hamilton, y,
annule u, or x,(X) = (X —1)(X —2)2. Les polynomes (X — 1) et (X —2)? sont premiers entre eux.

Par le lemme de décomposition des noyaux, | C* = Ker(x,(u)) = Ker(u — id) @ Ker(u — 2id)*.

Calculons les noyaux des endomorphismes demandés.

2 -1 1 0

A-I; = 2 -1 1 Ker(A—13) = Vect |1

1 -1 1 1

1 -1 1 1

A—2l = [2 2 1|. Ker(A—2L) = Vect |1

1 -1 0 0
0 00 1 0
(A-20* = [-1 10 Ker(A —2I3)> = Vect | [1],]0
-1 10 0 1
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12.

Posons alors

0 1 0 010
er=|1],ea=11],e5=1(0), P=(1 1 0
1 0 1 1 01

P est la matrice de la famille (eq, 2, e3) dans la base canonique. Or det(P) = —1 # 0 donc la

famille(ey, eq, €3) est libre et de cardinal 3 = dim(C?), donc c’est une base de C*. P € GL3(C) est
alors la matrice de passage de la base canonique de C3 & la base (e1, €3, €3).

De plus |Ker(u — id) = Vect(e;), Ker(u — 2id) = Vect(es), Ker(u — 2id)? = Vect(ey, e3).
Par construction, on a u(e;) = e; et u(ez) = 2es. De plus

0 1
u(eg) =Aes=A 0] = | 1] =es+ 2e3.
1 2

Ecrivons la matrice de u dans la base (ey, eq, e3) de C3 :

1
B = Mat(ehe%eg)(u) =10
0

O NN O
N = O

Montrons que :

100
D1: 0 2 0 7N1:
00 2

o O O
o O O
oS = O
S NN O
N = O

1
est la décomposition de Dunford de B = | 0
0

En effet : B = Dy + Ny ; D, est diagonale donc diagonalisable ; N12 = 0 donc N; est nilpotente ; D,
et N; commutent car DNy = Ny D; = 2N;.

Puisque A et B représentent la matrice du méme endomorphisme u dans la base canonique et dans
la base 4, on a la formule de changement de base P~'AP = Bi.e. A= PBP~!. De plus on obtient
I'inverse de P en remarquant que :

1 0 0 -1 1 0
0| = —e1 t+ex +e3, 1] =¢ — e3, 0] =es. Pil = 1 0 O
0 0 1 1 -1 1

On pose D = PD;P~ ' et N = PN, P~
On voit que (D, N) est la décomposition de Dunford de A puisque
— A=PBP'=P(D,+N,)P'=PD,P'+PN,P'=D+N.
— D = PD; P! est semblable & la matrice diagonale D; donc D est diagonalisable.
— N?= (PN, P7')?2= PN?P~' =0 donc N est nilpotente.
— D et N commutent car D; et N; commutent :

DN = (PD;P~Y)(PN,P~") = P(D;N,)P~' = P(N,D;)P~" = (PN, P"")(PD,P~") = ND.

Donc (D, N) est la décomposition de Dunford de A.
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13.

14.

15.

Calculons ces matrices :

010 1 00 -1 1 0 2 0 0
D=PD;Pt=(110]]0 20 1 0 0]l=1[1 1 0
1 01 00 2 1 -1 1 1 -1 2
Puis :
010 00O -1 1 0 1 -1 1
N=PN,P'=(110]]0 01 1 0 0o)]=[1 -1 1
1 01 00O 1 -1 1 0 0 0
2 0 0 1 -1 1
Finalement (D=1 1 0], N=1[|1 -1 1 est la décomposition de Dunford de A.
1 -1 2 0O 0 0

On décompose la fraction en éléments simples. Il existe (a,b, c) € C? tels que

1 __e . bX4+c  (a+b)X*+(c—b—4a)X +4a—c
(X-1D(X-22 X-1 (X-22 (X —1)(X —2)2
Par identification des coefficients,
a+b = 0 a = 1
c—b—4a = 0. ¢ b = —1
da—c = 1 c = 3
Donc
1 1 . -X+3
(X -1D(X =22 X-1 (X-2)2

On en déduit par multiplication par (X —1)(X —2)?: 1=(X —2)2+ (=X +3)(X —1).
Posons U(X)=—-X+3, V(X)=1.0Onadeg(U)=1<2,deg(V)=0<1et

(X -1DUX)+ (X -2?V(X)=1

On pose p =V (u) o (u— 2id)? et ¢ = U(u) o (u —id).
On a obtenu & la question précédente la relation U(X)(X — 1) + V(X)(X — 2)? = 1. On évalue
cette égalité en 'endomorphisme w :

p+q=U(u)o(u—id)+ V(u)o (u—2id)? = 1(u) = id.

Donc p + g = id.
Posons F' = Ker(u — id) et G = Ker(u — 2id)?.
Pour z € C?, comme (X — 1)(X — 2)? est un polynome annulateur de u,

(u—id)(p(z)) = (X = D)(X = 2)*V)(u)(z) =0

Cela montre que p(z) € Ker(u —id). Un calcul similaire montre ¢(z) € Ker(u — 2id)?.

Finalement p est le projecteur sur F' parallelement a G et ¢ le projecteur sur G parallelement a F'.
On pose d = p + 2q.

Puisque e; € Ker(u —id), on a p(e;) = e; et g(e;) = 0. D’ou d(e1) = p(e1) + 2q(e1) = ey.

Puisque ey € Ker(u — 2id)?, on a p(ey) = 0 et g(ez) = eo. D’ott d(e3) = ples) + 2q(es) = 2e,.
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De méme, ey € Ker(u — 2id)? donc d(e3) = 2es.
On obtient la matrice de d dans la base (e, ez, e3) de C3 :

d(el) = €. 1 00
dlez) = 2e3. = Mati, ere(d)=10 2 0
d(eg) = 263. 0 0 2
(On retrouve la matrice D; de la décomposition de Dunford de B.) Or
p = V(uo(u—2id)?* = (X —2)*(u) = (X2 —4X +4)(u)
g = Uuw)ou—id) = ((—-X+3)(X —=1))(w) = (=X?2+4+4X - 3)(u).
d = p+2g - ((X2 S AX +4) +2(—X? 44X — 3)) (W) = (—X2+4X —2)(u).

Donc d = (—X?+4X —2)(u) et D = (—=X?>+4X —2)(A) = —A?+4A—-2]. Enfin N=A—-D =
A* —3A 421
Donc(D = —A? +4A — 21, N = A% — 3A + 2I) est la décomposition de Dunford de A.
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