MP2 Théoreme de Weierstrass 2025 — 2026

Théoréme (Théoreme d'approximation de Weierstrass)

Soit [a, b] un segment de R et f une fonction continue sur [a, b] a valeurs dans R. Il existe une

suite (P,) de fonctions polynomiales sur [a, b] telle que (P,) converge uniformément vers f, c’est-
é- dire 8 ||f — Pn”oo,[a,b] — 0.

Partie | - Fonctions sur [0, 1]

Soit f : [0,1] — R continue.
Pour n € N, on définit la fonction polynomiale :

Vx €R, By(x) = Z (Z)xk(l —x)nkg (S) .

n
1. Justifier que, pour tout x € [0,1] et toutn € N : (
0

n

n
2. Montrer que, pour tout x € [0,1] ettoutn € N: k( )xk(l —x)"* = nx.

n

3. Montrer que, pour tout x € [0,1] et toutn e N: ) k* (k

)xk(l —%)"* = nx + n(n - 1)x%
k=0
- n
4. En déduire que, pour tout x € [0,1] et toutn € N : Z(k - nx)z(k)xk(l —x)"*F < Cn, pour une
k=0
constante C > 0 a préciser.

On fixe € > 0.

5. Justifier I'existence de & > 0 tel que, pour tout (x,y) € [0,1]?,
Ix-yl<a= |f(x) - f(y)l <e
Pour x € [0, 1] on partitionne les entiers k naturels entre 0 et n en :

k
x__
n

k
x__

X:{kE{O,l,...,n}:
n

<a} etY:{kE{O,l,...,n}:

>0{}.

6. Montrer que, pour tout x € [0,1] et toutn € N,

[Ba(x) = f()] < e+ 2l|flles ). (Z)xk(l - x)
keY

ou on rappelle que || f|le = sup |f(x)].
0<x<1

7. En utilisant la définition de 'ensemble Y et les questions précédentes, conclure qu’il existe n suffisam-
ment grand tel que :

1Bn = flleo < 2e.
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Partie Il - Une autre preuve avec des probabilités

On propose une autre preuve basée sur des probabilités. On conserve les notations de la partie . En particulier,
on fixe ¢ > 0 et le réel @ > 0 qui s’en déduit par la question 5).

On considere de plus un espace probabilisé (Q, o7, P). Pour tout x € [0, 1], on considére une suite (Xj)x>1
de variables aléatoires indépendantes suivantes toutes la loi de Bernoulli de paramétre x.

n
Pour n € N*, on pose S, = >, X;.

8.
9.
10.

11.

12.

13.

k=1
Montrer que E(f(Su/n) — £(x)) = Ba(x) — f(x).
Montrer que E(1(|s,—nx|<na)|f(Sn/n) = f(x)]) < e.

Montrer que
E(1(j5,-nx|>na | £ (Sn/n) = f()]) < 2[|f|oP(ISy = nx| > nar)

En déduire que

1/ lleo

Bal) = f(x)] < e+ 25

Conclure sur le fait que la suite (B,),>¢ converge uniformément vers f.
Partie Ill - Cas général

Déduire le cas général du cas des fonctions sur [0, 1].
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