MP2 Théoreme de Weierstrass - Corrigé 2025 — 2026

Partie | - Fonctions sur [0, 1]

1. Soit x € [0,1] et n € N. D’aprés, la formule du bindme de Newton.

n

> (Z)xk(l )" R (x4 (1=x))" =1

k=0

2. Soit x € [0,1] et n € N*. Pour tout y € R, la formule du binéme donne

n

Z(k) k nk_(x+y)n

k=0
En dérivant (par rapport a x) on a

n

(Z)kxk—lyn—k — n(x+ y)n—l
k=1

En multipliant par x et en prenant y = 1 — x on obtient bien

n n

Z k(Z)xk(l —x)"k = Z k(Z)xk(l —x)"* = nx

k=0 k=1

De plus la formule est aussi vraie pour n = 0.

3. La encore la formule est clairement vraie pour n = 0 et n = 1. Pour le cas général, on repart de la

formule obtenue au début de la question précédente. En dérivant deux fois on a

n

> (Z)k(k —D)xPy = n(n - 1) (x + )"

k=0

et donc, en multipliant par x? et en posant y = 1 — x,

n n

> (Z)k(k SREA I (Z)k(k —D)xk(1 = y)"F = n(n - 1)x?

k=0 k=2

En écrivant k? = k(k — 1) + k et en utilisant la question précédente, on obtient
Zkz( ) 1 -=x)"* = nx +n(n - 1)x*

4. Soitx € [0,1] etn €N

Z(k—nx) ( ) k(1 - x)n*

Zkz( ) x*(1- x)"_k—anZn]k( ) k(1= )"k + nx?
k=0

2

nx +n(n—1)x* — 2(nx)* + n’x

nx(x —1)

On sait que la fonction x > x(1 - x) atteint son maximum en x = 3. On peut donc poser C = ; etona
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5. La fonction f est continue sur le segment [0, 1] (qui est donc compact). D’aprés le théoréme de Heine,
elle est uniformément continue donc, pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel que

Vixy) € [0,1)% x —yl < a= [f(x) - fy)l < e

6. Soit x € [0,1] et n € N,

|Bn(x) = f(x)]

( > H (i)xku g (5)) )

ke[[o,n

= Z (:)xk(l —x)k (f (S) —f(x)) d’apres 1)

ke[[o,n]]
k k n—k k k k n—k k
< ,;((n)x (1-x) f(;)—f(x) +I;Y(n)x (1-x) f(;)—f(x)
<o), (k)xku —x)" e )y (k)xku —x)"* (f (5) + If(x)l)
kex " key n "
< e+2lflls ) (ﬁ)x"u ~x)"*

keY

La derniére ligne vient du fait que

Z (l:l)xk(l —x)" k< Z (I:l)xk(l —x)"k=1

kex kef[o.n]]

7. On remarque alors que

Z(k - nx)z(lrcl)xk(l —x)"k g Z (k - nx)z(:)xk(l —x)"k g Z

keY ke[[on]]
k _ 2
Donc, par définitionde Y,sik € Y, % > 1dou
na
k 1 k 1
Z (1 -x)"F < Z:(k—nx)2 (1 -x)"F g —
n n2a? n 4an
keY keY

Il existe donc un entier N tel que, pour n > N, ﬁ < ¢ et donc |B,(x) — f(x)] < 2e. Ceci étant vrai
pour tout x € [0, 1],
1Bn = flleo < ¢

On vient donc de montrer que (B,) ks f.
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Partie Il - Fonctions sur [0,1] - avec probabilités
8. Les variables X} sont indépendantes donc S, < % (n, x). Par transfert on a donc

10.

11.

12.

13.

E(f(Sa/n) = f(x))

(Z FUk/m)P(S, = k)) F)
k=0

(Z f(k/n) (Z)xk<1 - x>"—k) ~f)
k=0

Bn(x) — f(x)

Notons Y = 1(js,—nx|<na) | f (Sa/n) — f(x)|. On voit que 0 < Y < ¢. En effet pour tout w € Q,

Sn(w)
“n

x‘ < a et donc

Y(w) = f(Sn/n) = f(O)(0) <&
— Si|Sp(w) — nx| > na, Y(w) =0 < &.
Par croissance de I'espérance,
E(1(|Sn—nx|<mx) |f(5n/n) _f(x)|) < E(E) =¢

On pose Z = 1(|s,—nx|>na) | f (Sn/n) = f(x)| alors 0 < Z < 2||fllco1(|s,-nx|>na)- L& encore, par croissance
de I'espérance,

E(1(15,-nx|>na) [f (Sn/m) = f(x)]) < 2/ flleE(L()5,~nx|>ne)) = 2] flecP(|Sn — nx| > na)
On voit que
|Bn(x) = f(x)| = [E(f(Sn/n) = fF))| E(f(Sn/n) = f()]) < &+ 2] flloP(ISn — nx| > na)
Or, E(S,) = nx donc, en utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

V(Sn)  nx(1-x) < 1
n2a?2 ~ n2a®  4na?

— Si|S,(w) — nx| < na alors

P(|S, — nx| > na) <

car x(1 —x) < i.
On en déduit que

[Lf lleo

2na

1Ba(x) = f(0)| < e+

En procédant comme a la fin de la question 7, on a bien que (By,) s f.

Partie Ill - Cas général

Soit f une fonction continue sur I = [a, b].Soitu : t + a+t(b—a) qui est une fonction continue de [0, 1]
dans [a, b]. La fonction g = f ou est continue sur [0, 1]. Il existe donc (P,) qui converge uniformément

1

vers g sur [0,1]. Soito =u™" : x —» ——(x — a) qui est un polynéme. On pose Q,, : x — P,(v(x)) qui
—a

est donc une suite de fonctions polynomiales. Pour tout x € [a, b],
1f () = Qn(¥)] = [f(u(o(x))) = Pu(v(x))] = |g(v(x)) = Pa(v(x))]| < [Ig = Palleo,jo1]
On en déduit que
Ilf = Onlloo,fap) < lg = Palloo,jo,s] — 0

Finalement la suite (Q,) converge uniformément vers g sur [a, b].
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