MP1 / MP2 Devoir libre 12 2025 — 2026

On considere une suite (Y,)nen+ de variables aléatoires réelles discretes, toutes définies sur le méme
espace probabilisé (2, o7, P), indépendantes, centrées (c’est-a-dire d’espérance nulle) et possédant un
moment d’ordre 2.

On admet qu’une suite réelle (u,),en+ converge si, et seulement si, on a

Ve>0 3INeN V(n,p)eN* (p=Netn>N=|u,—u,| <e¢)

n
On pose, pour tout entier naturel n non nul, S,, = Z Y} et on note € 'ensemble des w € €2 pour lesquels
k=1
la suite (S, (w))nen converge.

Partie | - La convergence presque siire

+o0
1. On pose, pour tout € > 0, B(e) = U ﬂ [1Sn — Sp| < €]
N=1 n>N

p=N
a) Justifier, pour tout € > 0, appartenance de B(e) a <.
b) Etablir I'égalité : € = (] B(e) .

e>0
c) Comparer les ensembles B(¢e) et B(¢') quand 0 < e < €',

+0o0

, 1

d) Etablir I'égalité : ¢ = m B (E) et en déduire que ¢ € <.
k=1

2. a) Montrer que P(%) =1 si, et seulement si, pour tout entier naturel k& non nul,

(o(2)) -

b) En déduire que P(%) = 1 si, et seulement si, pour tout £ > 0,

Pl UIlSa=8l>¢e]|=0.

N=1n>N
p=N

c) Montrer que P(%) = 1 si, et seulement si, pour tout € > 0,
i P U S =S,/ >l | =0
n=N
p=N

Partie Il - Une inégalité

Quand une variable aléatoire U, définie sur (€2, 27, P), a une espérance on note E(U) sa valeur.
Soit € > 0 et N un entier naturel non nul. On note T I'application qui, a chaque w € 2, associe ’élément,
de NU {+o00} défini par

Ty(w)=inf{pe N;p> N et |S,(w)— Sy(w)| > ¢}

(avec la convention inf () = +00).
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3. a) Soit A un événement. Etablir I'égalité : E(1,4) = P(A).
b) Déterminer, pour tout entier naturel N non nul et pour tout entier p > N, les valeurs des
espérances E(S, — Sy) et E((S, — Sy)?) en fonction des moments des Y.

4. Exprimer, pour tout entier k& > N, 'ensemble [Ty = k] a 'aide d’événements liés a différentes
variables aléatoires S; et en déduire que 'application Ty est une variable aléatoire.
5. a) Prouver, pour tout entier k£ > N, I'inégalité : e2P ([Ty = k]) < E ((Sk — Sn)*Liry=p))-
b) Soit p un entier strictement plus grand que N. Justifier, pour tout k € [N+1, p], 'indépendance
des variables S, — Sy et (Sk — Sn) Ly =-
¢) En déduire, pour tout (p, k) € N? vérifiant N < k < p, I'inégalité :

P ([Ty = k]) < E((Sp — Sn)*Liry=p)) -

d) Prouver, pour tout entier p > N, 'inégalité :

23 PIv=H)< Y B(¥D).

6. On suppose, de plus, que la série Z E (YWQL) converge. Etablir I'inégalité :

m>1
1 +o0
P(Uls-si=a) < 3 mon.
p>N i=N+1

Partie Ill - Le résultat

On considere une suite (X, )en+ de variables aléatoires réelles discretes, toutes définies sur le méme espace
probabilisé (€2, &7, P), indépendantes et toutes de méme loi que X;. On suppose que la loi de la variable
X, est donnée par

1
P((Xi=-1)) =P(X1=1]) = 5
. —~ X;
On pose, pour tout entier naturel n non nul, S, = T
k=1

7. Prouver, pour tout entier naturel N non nul, I'inclusion

J 1S, =8 > el e U [1S5— 5wl > 5]

. . Xn o ;
8. Montrer que, presque stirement, la série E — converge, c’est-a-dire montrer que ’ensemble des
n
Xy (w)

n

converge est de probabilité 1.

w € ) pour lesquels la série Z
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