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Partie | - Fonctions L et P

1. Soit z € D. Pourn > 1, |Z| = o(|z["). Or 3 |2|" est une série géométrique absolument convergente

n=0
car |z| €] — 1,1[. On en déduit que Y~ £ est absolument convergente donc convergente.
n=1
> n
Quand z €] —1,1[,ona ) = =|—-In(1 —2)|
n=1
2. Soit z € D. On pose
o0 Zn
Ot Ltz) = —t"
(t2) ; -

La fonction ® est donc la somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est supérieur ou

égal & | > 1 car pour t < | L |zt] < 1 et donc la série Z 1 Ft” est absolument convergente.

La fonction ® est donc dérivable car > sur [—1, 1] C|— | T L[. Par dérivation terme & terme, pour
te[-1,1],
[e.e] o0 =
= 2 =2 2t)" =

3. Soit z € D. La fonction W est dérivable sur [0, 1] car t — (1 —tz) et ® le sont. De plus pour ¢ € [0, 1],

U/ (1) = —2elW) L (1 — ). 2 . oLt2) —
(t) ze + ( 2) T ¢

On en déduit que ¥ est constante sur [0, 1].
En particulier,

On en déduit que : [exp(L(z)) =

4. Soit z € D,
< Z 12 —1In(1 — |2|)

Pour z € D fixé, |z|* — 0 donc —In(1—|2|") ~ |z]". On en déduit que |L(z")| = O(|z|™). Comme
n—oo

[L(z)| =

>

n=1

la série ) |z|" converge puisque [z| < 1, |la série ) ., L(z") est absolument convergente | donc
n=1
convergente.

ZL

Dans la suite, on notera, pour z dans D : P(z) := exp
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5. Soit z € D. Par continuité de exp,

P(z) = exp (J&%OZL(,Z”))

Pe) = | IT =
n=1

Partie Il - Développement de P en série entiere

N
Pour (n, N) € N x N*, on note P, x I'ensemble des listes (a1, ...,ay) € NV telles que : Z ka, = n.
k=1
6. Soit n € N.
(n,0,...,0) € P, x donc | P, y est non vide |

Soit (ay,...,an) € P, n. Alors pour tout k£ € [1, N] on a :0 < aj < kay, < Zfil ia; = n donc P, n

est |inclus dans [0, n]" |.

On note dans la suite p, x le cardinal de P, y.
7. Soit n € N.
Pour tout N > 1 on a :
P,y x {0} C Pons1
d’ou
Pn,N x 1 < Pn,N+1

Donc la suite (pn,n) -, €st | croissante |.

Pour N > max(n, 1) l'inclusion précédente est une égalité car si (aq,...,an+1) € P, ny1 alors
(N +1ans1 <n<N<N+1doncayyg <1 etainsi ayyg =0.

Donc pn,N-]- = Pn,N+1

Ainsi la suite (pn n)y-, est [constante a partir du rang max(n, 1) |

Dans toute la suite, on notera p, la valeur finale de (p,, x)

N>1°
8. Soit N € N*.
1 e’} —+00
_ Nk __ n
VZED, m—zz —ZCLMNZ.
k=0 n=0
1 si Nin
avec | an,n = Injn = 0 sinon
N 1 +o00
. s * _ n
Soit z € D. Montrons par récurrence que pour tout N € N*, kl_[l T 5= ZO D, NZ".
= n=
initialisation : Pour N =1 on a
N 1 1 00 +o00
I I n __ n
Vz e D, Hl—z’f 1—2722 prng
k=1 n=0 n=0



car pp1 = card({(n)}) =1

hérédité : soit N € N*. Supposons la propriété vraie au rang N. Alors pour tout z € D :

N+1 1 400 o
H 1— 2k = (an,NZn)'<Z 1N+1\P)
k=1 n=0 p=0

o
= Z Z Pn.N1ny1g2"  par produit de Cauchy de séries entieres

r=0 n,q>0,
n+qg=r

de rayon de convergence au moins 1

car

Pr,NJrl = |_| Pn,N X {k}

q20,
+k(N+1)=r

n,
n

Donc | la propriété est vraie a tout ordre par récurrence ‘

9. Onfixel e Netzel0]l]
Soit N € N*. Comme pour tout, n, p, y = 0 et que z > 0, on a

l (o) N 1
> gt < Soun - [
n—=0 n=0 P

En faisant tendre N vers +o0o on obtient Ainsi

¢ N

1
jz:p”$ \\]Ji+a) 1—‘Ik Pxx)
n=0 k=1

Comme la série ) |, ., p,2" est a termes positifs et que la suite de ses sommes partielles est majorée,
cette série converge. Notant 17, le rayon de la série entiere g pr2" on a donc :

n=0

Veel0,1]] z<R,

Par passage a la limite quand z — 1~ (ou en utilisant que R, = sup{z > 0 t.¢. > p,a" converge})
il vient 1 < R,,.

Par ailleurs pour tout n € N on a p, = pp1 = card{(n)} =1 > 0 donc R, < R
Donc | R, = 1|

10. Soit z € D.

=1.

Dn>o
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+o00

400 +o00
Dopnd" =3 pan"| < D Ipn = punllel”
n=0 n=0 n=0

o0

= > (pa—pan)lal
n=N+1

Z palz["

n=N-+1

N

car 0 < p, v < p,, avec égalité si N > n.
Or la série Y _,pp2"™ converge absolument car |z| < R, = 1. Donc Y~ \ p,|z|" N 0.
z - —00

Par limite par encadrement, > "% p,z" — S p vzt — 0
- - ’ N—00

.. +
Ainsi Y% panz” —> Zn 0 Pn2"

Par ailleurs,

+oo
Spve =T 2 P
n=0

Donc par unicité de la limite,

n=0

Soit n € N. Soit t > 0 :

/ e—inGP (e—t+i9) do = / —inf Zpke—kteiké’de
/ Zpke kt zk n)@de

T k=0
Zpke—kt / ei(k—n)Gde
k=0 d

par le théoréme d’intégration terme a terme, qu’on peut appliquer car ), |pr|e* fjﬂ |etth=m)0|q =
> ko [Pele 27 converge car 7| <1 =R,
Or [T ¢iltk=migy — 2r sik=n

-7 =0 sinon
Ainsi

/ﬂ— e—inQP (e—t—l-i@) do = 27Tpn6_nt

—T
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Partie Ill - Controle de P

12. Soient z € [0,1] et # € R.

11—z ;
‘1——xei9 = |e><lf>(L(95e ?) — L(l’))|
= exp ( ( (x))) car pour a, b réels, ¢ a pour module e®
— exp( n 'm@ )/Tl))
n=1
= "
exp< . (cos(nf) — 1)

n=1

< |exp(z(cos(f) — 1))

par croissance de exp et car cos(nf) — 1 < 0 pour tout n > 2 et z > 0.
En multipliant les inégalités obtenues pour (z,0) € {(z,0), (z*,20),...,(z",N6)} et en passant a
la limite quand N — oo dans les inégalités larges, on obtient par continuité de I’exponentielle :

P (ze")
P(z)

< exp (Z(Cos(nﬁ) - 1)$”>
= exp (Z cos(nh) )m”) car cos(0 =1

- on (- e (S
(_1—x (1—1xei9)>

= |exp

13. Soient z € [0, 1] et # € R. Montrer que :

1 1 1 1—axe ™
—Re|——— | = - R ‘ .
11—z e(l—xe“’) l—=x e((l—xezg)(l—xe“"))

1 1 —xcosf
1—x 1+2a2—2zcosf
1+ 22 —2rcosf — (1 —zcosh — x + 2% cosb)
(1 —2)(1+ 2% —2zcosh)
x(r —cosf + 1 —xcosh)
(1 —x)(1+ 2% —2xcosh)

z(—cosf + 1)
(1 —2)(1+ 22 —2xcosb)

2

car x — xcosf = z(1 — cosf) > 0 (et = et le dénominateur sont positifs)
On vérifie aisément que le dernier facteur du dénominateur est égal a (1 — z)? + 2z(1 — cos6)
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14.

15.

On a donc par croissance de exp :

P (mew)
P(z)

—z(1 — cosf)
1 —2)((1 —x)%2422(1 — cosh))

< exp(<

Supposons que 1 >z > %
Dans le cas ot z(1 — cos(f)) > (1 —x)? on a:

con ) o )

P (ze')
P(z)

et dans le cas contraire on a :

<o —z(1 — cos0) <lex —(1 — cos0)

X X X — VT a2
Pl =031 -2 P\ 761 —2)®

1—cos 6 :
La fonction 6 — A 070
1/2  sinon

P (xeig)
P(z)

est développable en série entiere sur R donc continue sur le

segment [—, 7.

Par conséquent elle atteint sa borne inférieure sur ce segment.

Comme elle est a valeurs strictement positives, son minimum, qu’on note «, est strictement positif.
Ainsi il existe un réel o > 0 tel que :

VO € [-m,w], 1—cos(f) > ab?

(I'inégalité est triviale quand 6 = 0)
Lorsque 5 I <e <1, cest-a-dire quand 0 < t < In2, et lorsque 6 € [—, 7], on peut donc majorer

‘P(e teil)
—1 —ab?
€ e ou €ex —_—
PABT— e P61 — ey

P(e7)
De plus par convexité de la fonction exponentielle, e > 1 —tdonc 0 <1 —et <t

par

Ainsi on obtient une des majorations voulues en posant :

t0:1n2, ’7:71—_2/3’ 5:

tz@ T
‘/ ) <

Or par le changement de variable u = t=3/2,

i —3/2p)2 w32 2 too 2
/ e AR 00 = / e P2y < t3/2/ e P du
T —mt—3/2 -0

T = 3/20 2/3 3/2 +oo —~y|u]2/3
e D> a0 < 3/ e M qy
—T —00

(on vérifie aisément que les deux intégrales aux membres de droite convergent)

o2

P(e tew)

S I 7/ < 7r _B(t_3/29)2 _V(t_3/2|9|)2/3 do
P(e™t) / (e +e )

—T
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16.

On en déduit que
P(e—teie)
P(et)

™
g\/\
-7

ou K est la somme des deux intégrales aux membres de droite.

Donc

s 71L%P e—teiO
/ ﬁd"z%wt”?)

Partie 1V - Conclusion

On admet que
_ 7 In(t) In(27)
In (P (e t)):§+ 5 T o + o (1).

t—0t

T

— (qui tend vers 07 quand n — +00).

™ ) P(e—tneie)
—inf —-3/4
I

Posons t,, =
On obtient

ﬁ

—Tr

D’autre part, d’apres la formule admise,

1
®) ~ Ke Vo

V2r nl/4

m/n
P(e™') = e Vs \/t,
ol K est une constante strictement positive.

entn T ) P(e_t” +i0)
y = P —tn —zna—de
P = 5 PE) / © TP(et)

Comme

—T

on obtient

/7

do < Kt3/?



