MP1 / MP2 Devoir libre 13 2025 - 2026

Exercice |

Soit n un entier naturel non nul. Soit K un des corps R ou C.

Pour toute matrice A € .,(K) on pose K[A]X = {P(A)X | P € K[X]}.

Une matrice carrée A de ., (K) est dite cyclique si et seulement si il existe une matrice
colonne X € ., 1(K) telle que ., 1(K) = K[A]X. Une telle colonne X est appelée une
colonne A-génératrice.

On note € l'ensemble des matrices cycliques de ., (K).

Pour toute colonne X de .4, 1(K) on note px : .#,(K) — K définie par

ox M Det(X,MX,... M"'X).

1) a) Soit A € #,(K) et X € #,1(K). Justifier que K[A] X = Vect(X, AX,..., A" 1X).
b) Pour tout (ao,...,a,-1) € K",

0 -+ -+ 0 a
] : :
montrer que | (0 “-. .. : est cyclique. Ainsi € # 0.
0
0 -+ 0 1 ap

2) Soit A € #,(K) et X € #,1(K). Montrer que X est une colonne A-génératrice
si et seulement si @ x(A) # 0.
3) a) Soit A un élément de € et X une colonne A-génératrice.
Montrer que % est un voisinage de A.
On pourra commencer par justifier que px est continue.
b) Qu’en déduire concernant € 7
4) a) Soit B € #4,(K) et soit A € €. Posons pour tout A € K, M, = (1—-\)A+ AB.
Soit X une colonne A-génératrice.

Montrer que M) appartient a 4 pour tout A dans K privé d’un ensemble fini.
On pourra considérer Ox : K — K définie par Ox : X\ — @x(M)).
b) En déduire que € est dense dans ., (K).

Exercice 1l

Soit £/ un K-espace vectoriel et K un compact de E.
On considere une application f: K — K.

On suppose que pour tous z,y € K, ||f(z) — f(y)|| = ||z — vl
1) Onfixee >0et z € K.
a) Montrer que 3(p, q) € N? tel que p # q et || fP(z) — fi(x)|| < e.
b) En déduire qu’il existe un entier k > 1 tel que || f*(z) — x| < e.

2) En travaillant dans K2, montrer de méme que

Ve >0 V(z,y) € K* 3k e N*tel que ||ff(z) —z|| <eet ||ffly) —yl <e



3) En déduire que f est une isométrie, c’est-a-dire que
V(z,y) € K ||f(z) = f(W)ll = [l= — y]

4) Montrer que f est bijective.

Pour la surjectivité, on pourra commencer par montrer que f(K) est dense dans
K.



