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Exercice |

Doxa=X-1)(X—=3)+1=X2-4X +4=|(X —2)%|

Par le théoreme de Cayley-Hamilton, |0 = x4(A) = (4 — 2I5)?
Ainsi B = A — 21, est nilpotente.
Soit t € R. Comme tA = 2tI5 + tB et comme 2t et tB commutent, on a :

exp(tA) = exp(2tly) exp(tB) = e*' I, exp(tB) = e* exp(tB)

y(t)

1
s’écrit X (0) = (2> L’unique solution de ce probléeme de Cauchyest donné par :

2) Posant X : ¢t +— <x( )>, le systéme différentiel de 1’énoncé s’écrit X’ = AX et la condition initiale

Vit € R, X(t) = exp(tA) (;) = e* exp(tB) (;) = e* (I +tB) (;)

t"B™

car pour tout n > 2, = 0 puisque B? = 0.

1—t —t
Orlg+tB—(1—2t)Ig+tA—(t 1+t>'

Ainsi la solution recherchée est donnée par

wt) = A(I-01+ (-2 —
ek {yu) — 1+ (1402) =

2(1 - 3t)
2(2 + 3t)

[P

Exercice |1

1) Soit X : Ry — 4, 1(R) dérivable vérifiant Vt € Ry, X'(t) = A(t) X (¢).

a) Soient a,b € RT tels que a < b,
Notons (.|.) le produit scalaire canonique sur .#, 1(R).
La fonction f : t +— || X (¢)||? est dérivable de dérivée t — 2(X'()| X (t))
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a pour tout t € R :

1O < X" @ILNX @ =2l AOX O IX O < 20AE)llopf (£)

On a donc

=2[[A)[lopf () < f'(t) < 20[A®)[lopf(2)
Ainsi la fonction g : t — f(t) exp(—2 f(: |A(s)|lopds) vérifie

ek (0= (£ -2400n) exp (2 [ 146 mds) < 0

Donc g décroit et ainsi g(b) < g(a) c’est-a-dire

X0 e (- / 46 eps ) < X @I exp(0)

IX®)] < X (@) exp ( / A op ds)

donc




De méme la fonction h : t — f(t) exp(+2 fj |A(s)|lopds) est croissante donc h(b) > h(a) d’onr

1X(b)[| exp (/: HA(S)Ilopd8> > | X(a)]

b) De la question précédente, en utilisant que s — ||A(s)||op est intégrable, on déduit que

“+oo
W >0 X0 < 1XO)exo( [ 1A op ds)

Donc ’X est bornée. ‘

c) La suite (X (n))nen est une suite réelle bornée par la question précédente. Donc il existe une
extractrice ¢ telle que la suite (X (¢(p))pen converge vers une limite £ € R.
Soit € > 0.
Il existe pg € N tel que Yz > po, [|[X(¢(p)) — || < e/2.
Soit M > 0 un majorant de | X|| sur R.
Pour a,b € R tels que a < b, comme X est de classe €' on a par le théoreme fondamental de
I’analyse puis par inégalité triangulaire intégrale :

b b b b
HX(b)—X(a)H / X’(t)dtH < [1x 0l < [ 1A kpIx@lar < 21 [ 140 o

Par ailleurs, comme

+o00 +oo +o0 +o0 +oo
/ 1A(3) lopds = / JA(S) opds— / JA(S)lopds / JA(S) opds— / 1A(S) opds = 0
¢ 0 t =+ Jo 0

il existe ty € R tel que

+oo €
t >t A(8)||pds < ——
Wt [ 1A s < 5

Enfin comme ¢(p) —J>r +oo il existe p1 > po tel que p(p1) = to.
p——+oo

Pour t > ¢(p1) on a donc

X el < X - X)) + 1 X () —
t
< A+
»(p1) 2
+o00 €
< M 1A(s)|lds + &
o(p1) 2
3 3
< = 4 Z =

Donc | X a pour limite £ en +o00 ‘

2) Notons F l'ensemble des solutions sur Rt de 1’équation X’ = AX. Cest d’apres le théoréme de
Cauchy linéaire un sous-espace vectoriel de dimension n de €1 (R, 4, 1(R)) car 'équation X' = AX
est résolue en X', homogene et & “coefficient généralisé” A continu.

Notons u l'application de F' vers .4, 1(R) qui a tout X € F associe . lim X(¢).

—+00
L’application u est linéaire par linéarité de la limite.

Soit X € Ker(u). Soit a € R. D’apres la question 1)a) on a pour tout b > a :
b
[X(a)[| < [[X(0)] exp (/ HA(S)HopdS)

2



Par passage a la limite dans les inégalités larges quand b tend vers +o0 il vient :

@l < 0o ([ 146 ms) =0

Ainsi X = 0p. Donc u est injective.

Comme F' et ., 1(R) ont méme dimension finie n, on en déduit que u est un |isomorphisme |.




