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Partie I : Calcul d’une intégrale

1) Soit @ €]—m, 7[. Pour s’assurer que f est bien définie sur |0, +oo[, il suffit de vérifier que le dénominateur
1+ te® ne s’annule pas pour tout ¢ €]0, +o0]. Or, si t > 0,

te? +1=0 < te = -1 < t=1et 0 =n[27]

Ainsi f est bien définie et continue sur |0, +oo].

— Au voisinage de 0T.

1
@1~ ol = i € LY(0,1) car 1 —z < 1
—

Par le théoréeme de comparaison des fonctions intégrables, 'application f est intégrable sur |0, 1].
— Au voisinage de +o00.
Comme € #£ 0 on a :

tl‘—l

1
t—+00 |t€i0‘ 12— €L ([17 +OOD car 2—x>1

£ ()]
Par le théoreme de comparaison des fonctions intégrables, I'application f est intégrable sur
1, +ool.
Etant intégrable sur 10,1] et [1,+oo[, 'application f est intégrable sur |0, +oo[ : d’ou le résultat.
2) Nous allons utiliser le théoreme de dérivation des intégrales & parametres. Posons :
V(t,0) €]0, +oo[x] —m,w[, k(t,0) = f(t).

Alors :
— pour tout t €]0, +oo], I'application @ — k(t,0) est de classe C! sur | — 7, 7[ et on a :

ok ite'd : te
vt €]0 Vo €] — —t0) =t x [ ———— | = =i ———
€10, +ool, WO €] = moal, Fo(00) = x (= ) = —ie s
— pour tout 0 €] — w, [, 'application t — k(t,0) est intégrable sur ]0,4o00[ par la question
précédente ;
— Domination. Pour tout 8 €]0, x], et tout (¢,0) €]0, +o0[x[—3,] on a :
2
=1+ 2tcos(f) + 12, (1)

12 A .
‘1 +te®] = 1) + 2Re (tele) + ’tew

et la parité du cosinus, ainsi que sa décroissance sur [0, 8], permettent d’écrire :

.02 9 12
‘1+te’ > 1+ 2tcos(8) + ¢ :)1+tew :

on en déduit, toujours pour tout (¢,0) €]0, +oo[x[—f, (] :

6k(t 0) = & < & (HYPOTHESE DE DOMINATION)
0071 L te®|2 T |1+ teih|2
tx
L’application ¢ : t — m est définie et continue sur ]0, 4o00].
e
De plus
o(t) ~ tzzi>0 o(t) ~ tm_2zi>0
t—0 T ’ t—+o00 t2—z ’



et comme x €]0,1[on a: —x <0 < 1, ainsi que : 2—x > 1. Les conditions d’intégrabilité des fonctions
de Riemann au voisinage de 0 et +00 assurent donc, par comparaison, I'intégrabilité de ¢ sur |0, +o00].
L’hypothese de domination est bien vérifiée.

ok
Par le théoréeme de dérivation des intégrales & parametres, d'une part Uapplication ¢t — —(t,0) est

00

intégrable sur |0, +oo[ pour tout €] — «, 7|, et d’autre part 7 est de classe C! sur | — 7, w[. De plus :

Vo €] — 7] /(9)—/+Ooak(t 9)dt——'i9/+wtxdt
T, T = ; a9\ = —1€e ; (1+tew)2 .

Pour tout # €] — m,7[ on a : g(6) = (). Ainsi g est de classe C! sur | — 7, 7[ en tant que produit
de fonctions de classe C!, et on a :

VO €l —m,w], ¢'(0) =ize™r(0) + 0 (0) = ie’™ <a:7"(0) + 1,7«/(9)) :

1

Or, pour tout § €] — 7, [, on a par la question précédente :

) + 2+ '(9)—/+OO gt L e (¢ dt—/+ooh’(t)dt
o FC A A 1+ tei (1 + tei?)2 ~J ’

+oo
donc : VO €] — m, [, ¢'(0) = iei"””e/ R (t)dt.
0

Comme z > 0, on a : lim#* = 0, et de plus : lim(1 + te’) = 1, donc :
t—0 t—0

lim A(t) = 0.

t—0

(Remarque : I’énoncé demande de calculer h(0) alors que h a été définie sur |0, 4+o00]...)

Ensuite, comme z — 1 < 0 :
\h(t)] ~ 7' — 0,

t——+o00 t—+o00
donc : lim A(t) = lim |h(t)] = 0. On en déduit :
t——+o00 t—+o00
q(0) = ie*? / W (t)dt = ie™® [h(t)]§> = 0
0
La fonction g est donc de dérivée nulle sur U'intervalle | — 7, 7] : on en déduit que c’est une fonction

constante, d’ou le résultat.

Soit 6 €]0, 7. Comme g est constante sur | — 7, 7[, on a : g(#) = g(—0), donc par la formule d’Euler :

g(0) sin(z0) = 2% (g(g)eizé) _ g(e)e‘i"”G) _1 (g(_e)ema _ g(e)e—me) ‘

i

Or par définition de g on a :

) ) +oo tzfl t:rfl +o00 t* ei@ o e—i@
o0 g0 = [ (g = [T D
0 1+te™? 1+ te? 0 |1+ te|

Toujours par la formule d’Euler, on a : €’ — e™% = 2isin(f). Par I'identité remarquable (1) démontrée
a la question 2, on a donc :

tl'
t2 + 2t cos(f) + 1

) . +oo
g(—0)e™ — g(0)e 0 = 2 sin(@)/ dt,
0

d’ot le résultat : +
0o t*
0\ sin(26) — sin(g dt.
9(0) sin(x0) = sin( )/0 t2 + 2t cos(f) + 1

2



5) Soit 6 €]0,7[. On a :
Vt €]0,400], t2 +2tcos(f) + 1 = (t + cos(6))? +1 — (cos(#))* = (t + cos(0))? + (sin(9))?

Comme sin(f) # 0 on peut écrire, par la question précédente :

g(0) sin(z0) = .1 /0 +OO (trdt.

SID(Q) t+cos(6) 2
sin(6) ) +1
t 0
Faisons alors le changement de variable affine u = :C(();;). Il en résulte le résultat voulu :
in
1 [T (usin(d) — cos(6))” oo in(f) — cos(9))”
9(6) sin(xf) = — / (usin(®) = cosO)” in(6)du = / (usin(9) = cos(6))"
sin () cos(0) u®+1 cotan(8) 1+u

6) On veut appliquer le théoréme de convergence dominée. Il faut faire attention au fait que l'intervalle
d’intégration dépend du parametre 6. Posons donc :

(usin(0)—cos(6))” ;
V(0,u) €]0,7[xR, ~v(u,0) = { T+u? St > cotan(f),
0 sinon.
On a alors o
g(0) sin(x0) = / ~(u, §)du.

Vérifions les hypotheéses du théoreme de convergence dominée a parametre continu :

— pour tout 0 €]0, 7|, Papplication u +— (u, @) est continue (par morceaux) sur R;
— Soit u € R. Pour 6 au voisinage de 7, u > cotan(f) car limx — 7~ cotan(xz) = —oo. On a donc

) . (usin(f) — cos(#))” 1
1 == 1 =
L T el

— Domination. Soit (6, ) €]0, 7[xR.

Si u > cotan(f), alors :

(usin(f) — cos(0))” (Ju] +1)*
<
1+ u? 1+ u?

Si u < cotan(f) alors v(u, ) = 0.
Finalement,

(lul + D" _

[ 0) < S = ()

La fonction ¢ est définie et continue sur R et

1

~
u—too y2—%

p(u)

Comme 2 — z > 1 'hypothese de domination est vérifiée.

Par le théoreme de convergence dominée a parametre continu, on a :

lim g(0) sin(20) / " () = /*OO du

0—m— oo O—m oo 1A+ u?’

d’ou le résultat.



1
7) Une primitive de u — Ty étant arctan, la question précédente implique :
u

lim g(0)sin(zf) = [arctan(u)] T = .

oo
O—m—

Mais on a aussi, comme le sinus est continu sur R et la fonction g constante sur | — 7, 7| par la question

3
+o0 txfl

lim g¢(0)sin(xf) = g(0) sin(z7) = SiIl(:L‘?T)/ dt.

O—m— 0 14+t
+oo jxr—1
t
/ dt = ——.
o 1+t sin(mzx)

Partie IT : Une expression (utile) de la fonction sinus

+oo tx—l 1 tx—l +o0 tcc—l
/ dt = / dt + / dt
o 1+t o 1+t L L+t

1
Effectuons le changement de variable u = n dans la seconde intégrale. Il est licite puisque la fonction

Par unicité de la limite, on conclut :

8) Par la relation de Chasles :

inverse est de classe C! et strictement décroissante sur [1,+oo[. Elle réalise une bijection de [1, +oo]
sur |0, 1]. Alors, comme dt = —#du

+o00 tm—l 0 ul—z du 1 ul—x 1 u~®
[ [ e,
1 1+t 1 1+Eu 0 U<1+U) 0 ].+’LL
+o0 ta:—l 1 tq:—l 1 —x 1 tx—l =
/ dt:/ dt+/ Y du:/ + at,

9) Pour tout ¢ €]0, 1], comme | —t| < 1, on a : 1— = Z . On aimerait alors écrire, sous réserve

On en déduit :

d’ou le résultat.

de validité :

L yz—1 1 . +0oo N 1 +oo
dt :/ v (— t dt = /
/0 14+t 0 kZ:O 0

k=0

+h-1 = )kgrtkoL (-1
751E h dt t* dt = —_—.
Y / >
k= k=0
Pour avoir le résultat voulu, il suffit donc de justifier (x).
On voit que

/ toF g = 7donc Z/ |(—1)Ft= =1 dt diverge.
0

E >0
On ne peut pas appliquer le théoreme d’intégration terme a terme de Lebesgue.
— La série de fonctions Z(—l)kt””rk*1 ne converge pas normalement sur [0, 1]. Il n’est pas facile
k>0
d’établir la convergence uniforme de la série de fonctions
Nous allons donc utiliser le théoreme de convergence dominée avec la suite des sommes partielles,
Posons :

VE €N, VE€]0,1], fr(t) = (=1)F" L
Alors :



— par convergence des séries géométriques de raison strictement entre —1 et 1, la série de fonctions
z—1
; est bien sur continue (par morceaux)

Z fr converge simplement sur |0, 1], et sa somme ¢ — 1
k>0
sur ]0,1[;

— Domination. Pour tout N € N et tout ¢ €]0,1[, on a :

N
_ t:z:fl Z(_
k=0

1— (—t)N+1 ta}—l
k| _ jx—1 N
=t < ,  (HYPOTHESE DE DOMINATION)
14+t 1+t

z—1
et 'application ¢ : ¢ +— 1 est continue (par morceaux) sur ]0,1], intégrable en vertu de
1
Péquivalent : o(t) et tr=1 = prE > 0, et de I'inégalité 1 — x < 1. Elle est donc aussi intégrable
—

sur 10, 1[.

Par le théoreme de convergence dominée :

1 +00 1 4z—1
li = = dt
i [ [Sae [

0 k=0 k=0
et la linéarité de l'intégrale permet d’écrire :
. 1 N . N 1 400 (_1)k
i[5 g i S [T = 3

d’ou le résultat :

/ txl +oo 1)k
0 1+t N k+x'

10) Par la question précédente, appliqué a 1 — x €]0, 1[7 on a :

La question 8 donne donc le résultat voulu :
+oo ya—1 1 ya—1 1 4z +°°( 1)k (— 1)1:
[ e [ e [ e XS

Pour s’accorder aux notations de I’énoncé, on nomme l'indice de sommation n dans ce qui suit.

11) En effectuant le changement d’indice n — n + 1 dans la seconde somme ci-dessus, on a :

+ootx1 n +°°(
/0 1+t _nz::njtw_zn—m 7+Z <n+x_n—x> 7+Z n+:B

n=1

donc par la question 7 on a le résultat :

12) Soit y €]0, 7[. Posons : x = J €]0, 1]. Par la question précédente :
™

™ T 1 +§2(—1)”x X 2(—1)"y

sin(y) ~ sin(rz) @ 4~ n2—z2 y — <n2 _ L) '




sin(y)

Il suffit alors de multiplier cette relation par pour avoir :
L _sin() *Z“ 2(~1)"ysin(y) _ sin(y) f 2(—1)"ysin(y)
Yy = (nz _ %) Yy L 0?2 4y
d’ou le résultat en réarrangeant les termes :
*Z“ 2(=1)"ysin(y) _ | _sin(y)
] y2 —n2r2 y

Partie III : Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée

13) On suppose que p est un entier naturel pour traiter cette question et les suivantes (oubli de I’énoncé)
1 — (cos(t))?+!

L’application t — 2 est continue sur |0, +00[. De plus, pour tout t € [1,4+o0[ on a :
1 — (cos(t))?Ptt 2
0 < t2 < t727
1
et 'intégrabilité sur [1,+oo] de la fonction de Riemann t — 2 (car I'exposant est 2 > 1) assure, par

. L : . L 291 — (cos(t))*P !
comparaison d’intégrales de fonctions positives, que I'intégrale / dt converge.

1 t?
Pour t au voisinage de 0, on écrit :

- (osrt T <1+ 9 (t2)>2p+1 - <1+ Grt1)x.Q (t2>>

t—0 t—0
12 - 12 - 12 =0,

et t — 1 est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1] et en particulier sur |0,1]. Par

1 2p+1
1 — (cos(t))“P
comparaison, I'intégrale / ( tg( )
0

dt converge.

cos(t))?P+1
$2

+00 1—
Ceci acheve de démontrer que 'intégrale / ( dt converge.
0

1
Passons a la deuxieme partie de la question. Nous allons intégrer par parties, en intégrant ¢ — o) et en

dérivant t +— 1 — (cos(t))?P*1, dont la dérivée est t — (2p+1)(cos(t))?P sin(t). Comme, par le théoreme
des gendarmes :
1 — (cos(t))?+1

et par la relation de comparaison plus haut :

1— (COSt(t))2p+1 . 1— (COSQ(t))2p+1 _ 5 (t)’

1— 2p+1
on a : lim — (cos(?))
t—0

= 0, la formule de l'intégration par parties assure que les intégrales :

/O+°O 1-— (cots2(t))2er1 &t et - /0+°° 2+ 1)(coi(t))2p Sin(t)dt

sont de méme nature, donc la seconde intégrale converge aussi et on a de plus :

/*OO 1-— (cos(t))Qp“dt _ [1 - (cos(t))2p+1]+°o B /+°° _ (2p + 1)(cos(t))*P sin(t)
0 0

dt

2 t 0 t

sin(t)

— (2p+1) /O ™ (cos(y @D gy

d’ou le résultat.



14) Soit

n € N\ {0}. On effectue le changement de variable affine u =¢ — n7. On a :

gtnm o sin(t) (—=1)"sin (u)
/g+(n1)n(COS(t)) ; —2dt —/ - du.

u —nm

INJE]

(cos ()™

s
2

Par la relation de Chasles et le changement de variable u — —u, comme le sinus est impair, on obtient :

/

WP

INE]

os(w?? C I i [ s e C

u —nm u — nm

(cos (u))? Mdu — /
0

u — nm

- /2 (cos (u))* (—1)”SiD(U)du_/ (cos (u))* SLsinlw) g,
0 0

Jus
2

ERVE

u —nm —u —nm

:/03 (Cos(u))2p(—1)”sin(u)( 1 + 1 )du

uU—nm U+ nm

jus
2 2u

_ / (cos (u))?? (~1)" sin(u) —
0

u

du
—2p2e

d’ou le résultat, quitte a renommer u en ¢ :

15) On utilise d’abord la relation de Chasles. Comme l'intégrale / (cos(t))??

/ P cos(t)® S”;()dt / ? cos(t) 20 ts(0) 4

2 2.2
Z+(n—1)7 0 1= —n*m

400 :
t
wdt converge par la

™

2

question 13, on a :

+o0 sm 3tnm sm q. sin
| tcosto ™ d—Z/ (1) (”Z/aﬂbtﬂ;f@

(n— 1)71'

Justifions qu’il est possible d’intervertir somme et intégrale, par le théoréeme d’intégration terme a
terme sur un segment. Posons :

2(—1)"¢tsin(t)

vn e N\{0}, ¥t e [0,2], fal) = (cos(t) =

Alors :

. . . 7r . . .
I’application f,, est continue sur [O, 5} en tant que quotient de fonctions continues dont le
T

dénominateur ne s’annule pas (on a £n7w ¢ [O, 5} carn > 1);

pour tout entier n > 1 et tout ¢t € [O, g} on a :

2t| sin(t)] T T 1 1

— 2p ——
’fn(t)| - (COS(t)) ’tz — n27r2| < n2nl _ 42 < 22 %2 = T2 — i?
et donc :
+oo 1
E [ falloo < = E r < oo,
n2_—1
n=1 4

ou la finitude de la derniére somme découle du théoreme de comparaison des séries a termes

positifs, appliqué a ’équivalent T — >0, et de la convergence des séries de Riemann
n — 1 n—>+oo n

d’ex osant strictement su érieur é 1: on en déduit ue la SéI’ie de fOIlCtiOHS n converge
)
n>1

0
normalement donc uniformément sur le segment [0, 5]

7



Par le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment, d’une part la série Z / fn converge,
n>1

et d’autre part :
T 400

Z/ fn—/ > fn

C’est-a-dire, en reprenant le calcul amorcé en début de question :

oo »Sin 2 2 9(_1\"¢sin
[T (cos(t))*” t( )dt /0 (cos(t))?” (Z W) dt,

2 n=1

d’ou le résultat.

T
16) Par la question précédente et la question 12, qu’on applique avec y =t € [O, 5}, on a :

/’;OO(COS(t)) psin(t sinft) g, _ /Og(COS(t))2p <1 il )> dt = /g(cos(t))det B /g(cos(t))zpsm(t) dt,

t 0 0 t

d’ou le résultat par la relation de Chasles :

too sin 2
/0 (cos(t))?P t( )dt / (cos(t))?Pdt.

0

17) Soit ¢t € R (I’énoncé ne précise pas ce qu’est t). Par la formule d’Euler et la formule du binéme de
Newton, on a :

eit 4 =it \ 2P 1 2 W\ | a2k ik 1 = 2%\ sis(n
st = (SE) = S (V) @0 e = X (T e

k=0 k=0

et donc : )

2p
2p 1 [(2p 1 2p o
2 _ 2it(p—k) | L 2it(p—k)
(cos(t))?P = Z( ) (p— +22P<p>+22p Z (k:)e p—Fk)

k=0 k=p+1

Or, par le changement d’indice k — 2p — k, on a :

2 —1 -1
Zp: 2p 212& (p—k) pz: 2@1‘, k—p) pz: 2p 72zt (p—k)
k 2p k

k=p+1 =0 =0

donc :

p

1 i 2p , , 1 /2p

2 2it(p—k —2it k

(cos(t))P_QTPE <k‘><e (p=k) 4 o—2itlp )>+22p< )
k=0

Par la formule d’Euler, cela donne le résultat voulu :

(Cos(t))Zp:;p(< ) 222( >cos (p— k)))

18) On a, par les questions 13, 16 et la précédente :

/+oo 1— (COS(t))2p+1
0

t2

dt = (2p+ 1) /O ™ cos(t) Sir;(t)

_21’2;;1< < ) ki( >/W005( (p— k))dt).

dt




Or, si k € [0,p — 1], alors :

_ [sm@e=k0]? _ sinl(p—k)m) _
/0 COS(2(p_k)t)dt_[ 2(p — k) ]0 ETECE
donc :
JE e e R e
0 +2 922p 2\ p ) 22p(p!)2 9 22p(p!)2 .

d’ou le résultat.

Partie IV : Calcul de E(|5,|)
19) Soit n € N\ {0}. Il est clair que I'on a :
Vk € N\ {0}, E(X;) =0, V(Xi)=EX} -EXp)?=EQ1)=1.
Par linéarité de I'espérance :

E(S,) = > E(Xx) =0,
k=1

et par indépendance des variables X}, :

V(Sy) =D V(X;) =n.

D’ou le résultat.

20) On a:
cos(S + T') = cos(S) cos(T") — sin(S) sin(T").

Par linéarité de I’espérance :
E(cos(S +T)) = E(cos(S) cos(T)) — E(sin(S) sin(T")).

Or S et T sont indépendantes, donc par le lemme des coalitions il en est de méme de cos(SS) et cos(T),
puis de sin(S) et sin(7"). On en déduit :

E(cos(S 4+ T')) = E(cos(S))E(cos(T")) — E(sin(S) )E(sin(T")).

Or T et —T ont méme loi, donc sin(7') et sin(—7") = —sin(7T) également. Deux variables ayant méme
loi ont aussi méme espérance, d’ou :

E(sin(7T")) = E(—sin(T)) = —E(sin(T)).
On en déduit : E(sin(7")) = 0, d’ou le résultat :
E(cos(S + T)) = E(cos(S))E(cos(T)).

21) Soient n € N\ {0} et ¢t € R. Au vu de la définition des Xy, il est clair que X} et —t X} ont méme loi
n

pour tout k& € N\ {0}. De plus, par le lemme des coalitions, T = tX,,y1 et S =1t > Xj = ¢S, sont
k=1

indépendantes. Cela permet d’écrire, par la question précédente :
E(cos(tSn+1)) = E(cos(S + T)) = E(cos(tSy,))E(cos(t Xn11)).
Comme tX,4+1 a méme loi que X7, on a donc :

E(cos(tSn+1)) = E(cos(tSy,))E(cos(tX7)).



22)

Par le théoreme de transfert :

cos(t) N cos(—t)

E(cos(tXy)) = 5 5

= cos(t).
On a donc montré :
Vn € N\ {0}, E(cos(tSy+1)) = cos(t)E(cos(tSy)).

Autrement dit : la suite (E(cos(tS5,))),>, est géométrique et de raison cos(t). On conclut :
Vn e N\ {0}, E(cos(tS,)) = (cos(t))* tE(cos(tS1)) = (cos(t))" 'E(cos(tX1)) = (cos(t))™.

On a:

la 4+ b2 = (a+ b)? = a® + 2ab + b = |a|? + 2signe(a)|a|b + b> = |a|? + 2signe(a)|alb + (signe(a)b)?,

c’est-a-dire :
la + b]* = (|a| + signe(a)b)?.

On en déduit que les réels |a + b| et |a| + signe(a)b sont égaux ou opposés. L’hypothese |a| > |b| assure
que |a| 4 signe(a)b est positif. Or |a + b| l'est aussi, donc :

la 4+ b = |a| + signe(a)b.

Appliqué & a = Sa,—1(w) et b = Xop(w) pour tout w € Q (dont il faut normalement s’assurer qu’elles
vérifient les hypotheéses sur a et b : voir plus bas), cela donne :

|S2n| = [S2n—1 + Xon| = |S2n—1| + signe(Sa,—1) Xon, (3)
donc par linéarité de ’espérance :
vn € N\ {0}, E(|S2]) = E(|S2n-1]) + E (signe(S2n—1) X2n) = E(|S2n-1]).

Or Xi,..., X9, sont indépendantes, donc par le lemme des coalitions il en est de méme de Xo, et
signe(Sa,—1). On en déduit :

. . 19
E (signe(Son—1)X2n) = E (signe(Sa2,—1)) E (X2n) (@19

d’ou le résultat :

E (|S2n]) = E (|S2n-1]) -
Il reste a justifier que les choix a = So,—1(w) et b = Xy, (w) sont licites. C’est-a-dire : justifions que
Son—1(w) est non nul et que : |Sz2p—1(w)| = |Xop(w)]. On a : Syp_1(w) = 2§1Xk(w), et comme les
Xk (w) sont dans {—1,1}, on a : =

2n—1
Son—1(w) = Z 1mod 2=2n—1mod 2 =1 mod 2,
k=1

donc Sz,—1(w) ne peut pas étre nul (c’est une fagon comme une autre de justifier que, pour qu’'une
somme de 1 et de —1 soit nulle, il faut autant de 1 que de —1, ce qui est impossible si on somme un
nombre impair de termes). Comme Sa,—1(w) est & valeurs entiéres, ceci impose :

[Son—1(w)] = 1 = [Xan(w)],

d’ott le résultat : la relation (3) est vraie.
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23)

24)

25)

Soit s € R. Comme chaque membre de 1’égalité a démontrer est une fonction paire de s, il suffit de la
démontrer pour s > 0.
T 1 — cos(st +oo T
t;(s)dt = / 0dt =0 = §]O| Supposons donc s > 0.
0 0
Le changement de variable affine u = st donne :

/+°° 1 — cos(st) gt — /+°° 1 —cos(u)du . /+°° 1-— cos(u)du
0 0 0

t2 (u/s)® s u?

Si s = 0, on a immédiatement :

Par la question 18 avec p =0, on a :

/+°° 1 —cos(u)d 7r
PP W = &
0 U2 2’

et donc :

o0 1 — cos(st) ™ ™
SO =T = Ty,
/0 2 5%~ 3l

D’otu le résultat pour s > 0, et donc pour s € R par parité.

Soit n € N'\ {0}. Par le théoréme de transfert, on a :
T 1 — cos(tS, o0 1 — (cos(st T
(71T > ([T s - > s
0 seSn(@) 0

et donc, encore par le théoreme de transfert :

E (/Om 1_COS(tS”)dt> = TR(S)-

t2

Mais on a aussi, par le théoréme d’intégration terme & terme positif, dont les hypotheses découlent
aisément des questions précédentes (intégrabilité du terme général, etc.) :

E (/Om 1 = cos{ton) C‘Zi(tS”)dt> - /Om 3 1= costst) (;(;S(St)P(Sn —s) | dt.

SESH(Q)

Par le théoreme de transfert, cela donne aussi :

+oo 1 _ +oo _
E </ 1 cos(tSn)dt> :/ E <1 cos(tSn)> gt
0 t2 0 t2

o0 1 — cos(tSy)
2

EW%D—i%ij<1_m“ﬁw>&.

En comparant les deux expressions de E ( / dt) obtenues, on a donc :
0
t2

Par linéarité de I’espérance et la question 21, on conclut :

T 1 — E (cos(tS,, o0 1 — (cos(t))”
B =2 [T IEBERS, 2 [ Lo,

T t2 T t2

Soit n € N\ {0}. En combinant les questions 18 (avec p = n — 1), 22 et la précédente, on a
immédiatement le résultat voulu :

o0 1 — (cos(t))?n! n—1)
E(|S2n|) = E(|52n71|) = i/o ! ( tQ(t)) dt = 22”_(22((77, i)'l)')Q
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