MP1 / MP2 Devoir Surveillé 8 (3 heures) 2025 - 2026

Dans tout le probleme, R? est muni du produit scalaire euclidien canonique noté (, ) et
de la norme || || associée.
Si Q est un ouvert non vide de R? et si (k,n) € (N*)2, on note €*(2, R") I'espace des
fonctions de classe €% de € dans R”.
Si f € €1(Q,R"), la différentielle de f au point p de Q est notée df,; sa matrice relati-
vement aux bases canoniques de R? et de R" est appelée matrice jacobienne de f en p et
est notée Jac f(p) € A, 2(R).
Si f est dans €2(2,R), on dit que f vérifie (1) si et seulement si :

0 f 0% f

W) Ve e Then x T - (sapen) =1

On note &, ’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 de R?

dans R c’est-a-dire les applications de R? dans R de la forme :
(z,y) = ax® + boy +cy* +dr+ey+f ou  (a,bcde, f)€RE.
Le but principal du probléme est de montrer que les solutions de (1) sur R? appartiennent
a Ps.
Partie | - Les équations de Cauchy-Riemann

Soient f et g dans €'(R? R). On suppose que f,g vérifient les équations de Cauchy-
Riemann c’est-a-dire que :

of 09 0f_ 0
oxr 0Oy oy  Ox
On définit deux fonctions sur R} x R par :

V(r,0) € R xR, f(r,0) = f(rcosO,rsind) et §(r,0) = g(rcos,rsinb)
Pour n € Z, on note E,, espace des fonctions f de €*(R*,R) telles que :
Vt € R%, )+t (t)—n?f(t) =0
1) Pour a € R, soit ¢, la fonction de RY dans R définie par ¢, : t — t*

a) Déterminer Ej.
b) Pour tout n € Z \ {0}, déterminer les réels « tels que ¢, appartienne a F,,.
¢) En déduire E, pour n € Z \ {0}.

2) a) Exprimer —(r,0) et —(r, 6) en fonction de r, 0, g(r cosf,rsinf) et g(r cos @, rsinb).

or 00 ox dy
. of 1 9§ 095 1 _0f
b) Pour tout (r,6) € R% x R, montrer o — 7 % et o =~ X Bg
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3) Pour n € Z, soient ¢, ¢ et ¢, 4 les fonctions de R dans C définies par :

1 "z —ini
Cn p(r) = %/ f(r,0)e 46
Vr e R,
1 4 .
Cnog(T) / g(r,0) e ™ dg

:% .

a) Montrer que ¢, ; est de classe €' et que

1 ["Of

/. - YJ —ind
(Cnf) 17— 2r | or (r,0) e """dl
b) En déduire que :
. n
ey (ens) ()= englr)

c) Montrer que ¢, ; appartient a E,, et que ¢, s est bornée au voisinage de 0. En

déduire l'existence de a,, € C tel que :

In|

Vr e R, Cn, (1) = ap 1

On admet que pour tout (r,0) € R x R,

p
_ 1 [n|] ,inf
f(r,0) }}g& E a,r'™e

n=-—p

0 0
4) Dans cette question, on suppose que les fonctions —f et —f sont bornées sur R2.

or Oy

a) Si n € Z, montrer que la fonction (¢, ;)" est bornée sur R*.

: 0 0
b) Montrer que les fonctions 91 et 2 sont constantes.

or Oy

Partie Il - Un critere de bijectivité

Dans cette partie on considere o € R% et F € €1(R? R?). On suppose que pour tout
(p,h) € R? x R? :
(dFy(R), h) = af|p]?

Le but de cette partie est de montrer que F' est une bijection de R? dans R2.

5) Soit z une fonction continue sur [0, 1] dans R? et L € Z(R? R). Montrer que

L </01:U(t)dt) - /OlL(x(t))dt

6) Soient p et ¢ dans R2.
a) Vérifier :
1
Fla) =~ o) = | dFpugonla = p)dt
0
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b) Montrer :
(F(q) = F(p),q—p) = allq —p|

7) Soient a € R? et G I'application de R? dans R? définie par :
VpeR?,  Gp) = |F(p) —al

a) Sip et h sont dans R?, calculer dG,(h).

b)

)

)

c
d) Montrer que F(py) = a.

Montrer que G(p) — +oo quand ||p|| = +o0.

En déduire que G atteint un minimum global sur R? en un point py.

8) Montrer que F' est bijective R? sur R2.

On admet que F~! est encore de classe €.

Partie Il - Le théoreme de Jorgens
Soit f dans €*(R?,R) vérifiant (1) sur R?.
Pour (z,y) € R?, soient :

W) =+ @) o) =yt Gon) et Flay) = (ule.p). o)

82
On suppose dans les questions 9 et 10 que 8_£($’ y) > 0 pour tout (z,y) € R%
x

9) Si (z,y) € R% Montrer que Jac F(z,y) — Iy € .#>(R) est une matrice symétrique
positive.

En déduire que F vérifie les hypotheses de la partie II.
Ainsi F est une bijection de classe €' de R? sur R% et F~! est aussi de classe €.
Dans la suite, pour (z,y) € R? on pose :

02 02 02
) = @) s =5, o) = 55

de sorte que, pour tout (z,y) € R?, r(z,y) > 0 et r(z,y) t(z,y) — s(z,y)* = 1.
10) Soient g : R? — R et h: R? — R définie par
9, 0
g:(@,y)—z— a—i(x,y) et h:(z,y)— —y+ a—z(aﬁ,y)
On considere G : R? — R? définie par
G (z,y) = (9(z,y), h(z,y))

On pose ® = G o F~! et, pour (u,v) € R? on note

®(u,v) = (p(u,v),¥(u,v))
Ainsi, comme G = ® o F, pour tout (z,y) € R?

G(z,y) = (9(2,y), h(z,y)) = ®((u(z,y),v(2,y)) = (p(ulz,y),v(z,y)), (u(z,y),v(z,y)))
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a) Justifier que ¢ et ¢ sont de classe €.

b) Pour (z,y) € R? et (u,v) = F(z,y), donner une relation entre les matrices

jacobiennes Jac F'(z,y), Jac ®(u,v) et Jac G(x,y).

¢) Exprimer les dérivées partielles premieres au point (u,v) de ¢ et 1, qu’on notera

11)

g—i, g—f, ...en fonction de r(z,y), s(z,y),t(x,y) (qu'on abrégera en r, s,t).

a) Montrer qu'’il existe deux fonctions ¢ et 1) dans ¢*(R? R) telles que :

of

¥ (U(;U’y), U(‘rv y)) =T = %(I, y)
V(z,y) € R,
of
¢ (U(.T, y)? ’U(QZ’, y)) =—y+ a_<x> y)
)
b) Calculer :
22 () w0 5 (), o)
au ux’y7vx7y Y a’U ux?y’/l)x’y Y
o O
au ( (ZE y) ( 7y))7 %(u(x,y),v(a:,y))
(que T'on abrégera en 8_@ Z_ga g—w, g—¢) en fonction de r(z,y), s(z,y) et
v’ OJu’ Ov
t(z,y) (que l'on abregera enr,s,t).
¢) Montrer que 8_@ et 8_<p sont bornées sur R?.
ou  Ov
d) Montrer, en utilisant la premiere partie, que g—u et (';_go sont constantes.

)

En déduire que r, s et t sont constantes.

12) Montrer que les seules fonctions de €*(R?,R) vérifiant (1) sur R? appartiennent a

Ps.
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