MP1 / MP2 Devoir surveillé 1 2026 — 2027

Notations

On note E le R-espace vectoriel des suites réelles indexées par N. On considere I'application
A qui a toute suite u = (u,)neny de E associe la suite Au de terme général

(Au)p = Upy1 — Uy, n € N.

Pour p € N*, on note AP le p-iéme itéré de A, défini par AP = Ao AP~ = AP~Lo A et
I'on convient que A° est I'identité de E.

Partie | - L’'opérateur A

1) a) Montrer que A est un endomorphisme de FE.
b) Déterminer le noyau de A.

2) Démontrer que, pour toute suite u € E, pour tout p € N et tout n € N,

(APy), = kzp:(—mpk (Z) Ui

0

On pourra raisonner par récurrence sur p et utiliser la formule de Pascal.

3) Soit r €]0,1[. On considere la suite b de terme général b, = r™. Calculer (APD),
pour tous entiers naturels n et p.

Partie 1l - Suites de moments et transformation d’Euler

Dans toute cette partie, w désigne une fonction continue et positive sur [0, 1], non identi-
quement nulle. On considere la suite v de terme général

1
un:/ t"w(t) dt, n e N.
0

4) a) Justifier que u, > 0 pour tout n € N,
b) Montrer que la série > (—1)*u; converge.

k>0
—+00 n
On note désormais S = Z(—l)kuk et, pour tout n € N, S, = Z(—l)kuk.
k=0 k=0

c¢) Soit n € N, montrer que

/1 wlt) g, = /1 (ED"wl®) 4,

1+t 1+1¢

1
5:/ wt) 4

5) Montrer que, pour tous entiers naturels n et p,

d) En déduire que

(APu), = /0 i P w(ndt,
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p

N
-1
6) Pour N € N, on pose £y = Z (=) (APu)g.

2p+1
p=0

a) Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1] et tout N € N,

I~ (1=t 1 (=)™
2 2 14t 2 '
p=0

b) En déduire que, pour tout N € N,

L=\ w(e)
5N—S—/0 (—2 ) —1+tdt.

M S~ Ex] < =2 puis en dédui la séri CU” A
¢) Montrer que |S — En| < i1 Puis en déduire que la série ZW( u)o
p>0
converge et que
+o00 +o00
(=1)F
D (Dfup =3 S (Ao,
k=0 p=0

Cette derniere série est appelée transformée d’Euler de la série > (—1)Fuy,.

7) Dans cette question, on prend w(t) = 1 pour tout t € [0, 1].
Expliciter u,, et S, puis démontrer que

In(2) > f 1
n(2) = = —_.
c—n+ 1 — (p+1)2vrtt

En utilisant les expressions des questions 4.c et 6.c on peut montrer, mais on ne
demande pas de le faire, que la suite (Ex)nso converge vers In(2) beaucoup plus vite
que la suite (Sy)n>0-

Partie Il - Une amélioration de la méthode

Dans toute cette partie, la fonction w, la suite (uy,),en et le réel S sont ceux définis au
début de la deuxiéme partie. On se donne de plus une suite (P,)nen de polynomes a
coefficients réels telle que

VneN, degP,=n et P,(—1)#0,

et I'on pose, pour tout n € N,

Pn(_l) — Pn(X)

1+ X
Montrer que R,, est un polynome et qu’il est de degré au plus n — 1.

8) Soit n € N*. On pose (a priori dans R(X)), R,,(X) =

9) a) Montrer que, pour tout n € N,

S—nz/l Fult) w(t)dt




S M,

b) En déduire que |S — T,,| < ———, ou M,, = sup |P,(t)].

|Po(—1)] t€[0,1]

10) Dans cette question, on choisit P, (X) = (1 — X)". Déterminer M,, et P,(—1), puis
donner une majoration explicite de |S — T},| en fonction de S et de n. Comparer
avec la majoration obtenue a la question 6.c.

11) Dans cette question, on choisit P,(X) = (1—2X)". Donner de méme une majoration
explicite de |S — T,,|.

12) On

cherche maintenant a construire de bons polynomes P,.

a) Démontrer qu’il existe une unique suite de polynémes (P,),en vérifiant

VneN, degP,=n et V0€ER, P,(sin’6) = cos(2nd).

Pour Uezistence de P,, on pourra exprimer cos(2n) a l'aide de nombres com-
plexes et utiliser la formule du binome de Newton.

b) Montrer que M,, = 1 pour tout n € N.
¢) Montrer que pour tout n € N*, P, + P, =2(1 — 2X)PF,.
d) En déduire que, pour tout n € N,

Dans cette partie, on prend w(t) = 1 pour tout ¢t € [0,1], de sorte que u,, =

S =1n2.

(3+2v2)" + (3 —2v2)"

Pu(—1) = .

En particulier P,(—1) # 0, ce qui légitime la définition de T,,.
En déduire la majoration

|S—TM§L

(3+2v2)"

Commenter en comparant aux majorations des questions 6.c, 10 et 11.

Partie IV - Comparaison des méthodes sur un exemple

1

et
n-+1

On pose

B n t—l)k B n 1
S”_Z E+1° g”_z(k+1)2k+1’

k=0 k=0

et T, désigne la quantité définie dans la troisieme partie, associée aux polynomes de la
question 12.

13) Soit h une fonction de classe € sur [0, 1] & valeurs réelles, et K = supyc(o 1) [7'(t)].

a)
b)

Montrer que |h(t) — h(1)] < K(1 —t) pour tout ¢ € [0, 1].
En déduire que, pour tout m € N,

o h(1) K
/0 t h(t)dt_m—i—l‘ S (m+1)(m+2)

puis que, si h(1) # 0,

/1 tmh(t)dt  ~ ht)

m—+oo MM,
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1 tn-‘rl

14) Montrer que S — S,, = (—1)”“/ = 2fdt, puis donner un équivalent de S — S,
0

lorsque n tend vers +o00.

N 1 1 n+l
15) A T'aide de la question 6.b, montrer que S — &, = S / ; dwv, puis donner
n -0

un équivalent de S — &, lorsque n tend vers +o0.

16) Finalement, donner un équivalent de S — T,, lorsque n — +oc.

On pourra effectuer le changement de variable t = sin? @ dans Uintégrale obtenue a
laide de la question 9.a puis effectuer des intégrations par parties.

Partie V - Suites complement monotones

On dit qu'une suite u = (uy,)nen est complétement monotone si
VpeN, Vn eN, (—1)? (APu),, > 0.

17) Soit r €]0,1[. Montrer que la suite b de terme général b, = r™ est completement
monotone.

18) Soit f une fonction de classe € sur R, a valeurs réelles. On considere la suite u
de terme général u,, = f(n). On veut montrer que pour tout entier p > 1 et tout
entier naturel n, il existe un réel x,,, appartenant a |n,n + p[ tel que

(APu), = f(p) (Tnp)-

a) Démontrer le résultat pour p = 1.

b) En raisonnant par récurrence sur p et en introduisant la fonction g définie sur
R, par g(z) = f(z+1) — f(z) ainsi que la suite v de terme général v,, = g(n),
démontrer la propriété pour tout p > 1.

1

n+1
Montrer que (ay,)nen st complétement monotone.

19) On considere la suite a de terme général a,, =
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