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Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

1 Généralités

1.1 Définitions

’ Définition 1.1 ‘

Soit (un)nen une suite a valeurs dans K. On note ) u,, la série de terme général u,,.
On appelle alors suite des sommes partielles la suite (S,)nen définie par

n

Vn € N, Sn:Zuk.

k=0

Remarque : On peut considérer que le terme général n’est défini par qu’a partir d’un rang n, (la

plupart de temps 1). On note alors . u, la série dont les sommes partielles sont, pour n > ny,
nxngy

n
2. Ug.

k:no

Dans la suite, on traitera principalement des séries qui commencent a 0 ou a 1.

Exemples :
n
1. Pour la série ), 1. On a donc pour n > =) 1=n+1.
k=0
1-(1/2)"! 1\"
2. Pour la série ), 21 On a donc pour n > =) ik = L =2- (—) )
k=0 1-(1/2) 2

| Définition 1.2

Soit Y, u, une série.

1. Si la suite des sommes partielles converge, on dit que la série est convergente.
+00

On note alors S = ), uy la limite des sommes partielles. On ’appelle la somme de la
k=0
série.

2. Si la suite des sommes partielles diverge, on dit que la série est divergente.

Remarque : Le fait d’étre convergente ou divergente est la nature de la série.

Exemples :

n
1. La série ) 1 diverge car pour tout entier n, S, = >, 1 =n+1et (S,) — +oo.

k=0
|
2. La série ), % diverge aussi. Supposons par I’absurde qu’elle converge. On notre alors S = }; =
k=0

La suite (S,) tend vers S de ce fait la suite extraite (S,,) tend aussi vers S. On en déduit que
la suite (S, — Sy)n>0 est une suite convergente de limite nulle. Cependant, pour tout entier



2n n 2n 2n
1 1 1 1 1
Son=8=) —— ) —= =2 — 2>
k=1 k k=1 k k=n+1 k k=n+1 2n 2
Finalement la série }; % diverge.
Cette série s’appelle la série harmonique.
3. La série }; zin converge. Sa somme vaut
o 1
252
n=0
— ATTENTION |
Il faut faire attention a la terminologie. Ne pas confondre
— 2, U, qui est une série
n
— 2, up =S, qui est un élément de K. C’est la somme partielle.
k=0
+00
— 2 uy la somme qui est un élément de K.
k=0
+00
En particulier, cela n’a pas de sens d’écrire « ) u; converge » puisque cela représente un
k=0

nombre réel ou complexe.

’ Définition 1.3

Soit )’ u, une série convergente. Pour tout p > 0 on appelle reste d’ordre p,

o (o] p
= D, W=Dt ) s

k=p+1 k=0 k=0

— ATTENTION |

On ne peut pas parler de reste d’une série divergente.

Exemple : Sion reprend encore la série ), Zi,, ona
n

1 1 1 1-(1/2)"? 1
E — = lim E — = lim (1/2) = —

2k poeo 2k nooo 20+1 1 —(1/2) 2P
k=p+1

k=p+1




1.2 Propriétés

Proposition 1.4 (Linéarité de la somme)

Soit ) u, et ), v, deux séries et A, u deux scalaires.

1. Si ) u, et ), v, convergent alors }’(Au, + uv,) converge.

i(&uk+yvk)zﬂiuk+yivk
k=0 k=0 k=0

2. Dans ce cas,

Remarque : Cela signifie que ’ensemble des séries convergentes est un sous-espace vectoriel de
I’ensemble des séries. De plus ’application définie sur ce sous-espace vectoriel qui associe a une
série sa somme est linéaire.

Démonstration : Soit n € N. Par linéarité :

n

Z()luk+;wk) :Aiuk +,uZn:vk.
k=0

k=0 k=0

n n (e} [}
Maintenant, par hypotheéses les suites (Z uk) et (Z vk) convergent vers Z uy et Z V) respec-
k=0 /p k=0 /n k=0 k=0
tivement. La conclusion en découle d’apres le théoréme d’opération sur les limites de suites. O

— ATTENTION |

Par contre la somme de deux séries divergentes n’est pas toujours divergente. Par exemple

Y1+ 5 et YX(-1).

1.3 Lien suite-série

Nous allons voir par la suite de nombreuses méthodes pour étudier les séries. Il peut-étre tentant
deés lors de vouloir voir une suite numérique comme étant la suite des sommes partielles d’une série.
L’outil de base pour faire cela est le calcul de somme par télescopage.

Lemme 1.5 (Téléscopage)

Soit (uy)ren une suite numérique. Pour tout entier n,

n—1
Up = Up + Z(Ukﬂ - U)
k=0

Démonstration : Cela peut se démontrer de nombreuses manieres :
— Avec des points de suspensions

n-1

Z(ulm — ug)

k=0

(uy —up) + (ug —uy) + (uz —up) + -+ + (Up—1 — Up—2) + (Up — Up—1)

= Un— U

10



— Avec un décalage d’indice dans les sommes

n—1 n—1 n—1
Z(ukﬂ —u) = Uk — ) Uk
k=0 k=0 k=0
n n—1
= U — Uk
k=1 k=0
n—1 n-1
= un+Zuk—u0—Zuk
k=1 k=1
= Up— U

— Par récurrence.

On note pour tout entier naturel n, &, le prédicat :
n—1
Un = U + Z(ukﬂ - Uk)
k=0

— |[I|Pour n = 0, uy = up+0 car la somme pour k = 0 a k = —1 est une somme vide qui vaut
donc 0.

On peut aussi initialiser pour n = 1.

up = up + (u1 — o)
— Soit n un entier naturel fixé. On suppose &, et on veut montrer &, ;.

(n+1)-1

n—1
(Ukp1 —UK) = Uppp —Up + Z(ukﬂ — uy)
k=0 k=0
= Upe1 — Up + Uy — U

— Pour tout entier naturel n € N, &,.

— Corollaire 1.6 ;

Soit (uy,) une suite. Les propositions suivantes sont équivalentes
i) La suite (u,) est convergente.
ii) La série de terme général uy,; — uy est convergente.

De plus, si elles sont satisfaites on a

lim (un) = uo + ) (tss = we)-
k=0

Démonstration : 1 suffit d’utiliser le télescopage :

n
Vn €N, Z(ukﬂ — Uk) = Uny1 — U
k=0

11



puis de passer a la limite quand n tend vers +oo. m|

% Méthode : Pour étudier la nature d’une suite (u,), il arrive que 'on étudie la nature de la série ; (ug+1—
ur). Nous verrons a la fin de ce chapitre que cela permet aussi de déterminer des équivalents.

Exemple : Soit (u,) définie par u; € R} et pour tout n > 0,

1

Upy1 = Up + 20
n

On veut étudier la nature de (uy,). Il est clair (par récurrence) que (u,) est a termes positifs et donc
croissante. De ce fait, pour tout entier n,

1/ug

0 < Uniy =ty < =~
n

En utilisant les théorémes de comparaisons (que nous allons revoir) on obtient que 2’ (uy+1 — up)
converge et donc (u,) converge.

Remarque : De méme que I'on peut retrouver le terme général a partir de la suite des sommes
partielles, on peut retrouver le terme général a partir de la suite des restes (dans le cas ou la série est
convergente). Pour tout entier naturel non nul n :

Up =Ry 1 — Ry

+00
La formule reste vraie pour n = 0 en prenant la convention R_; = Z Uk
k=0

1.4 Divergence grossiére

Proposition 1.7

Soit ) u, une série. Si elle converge alors le terme général u,, tend vers 0.

— ATTENTION |

Ce n’est pas une équivalence. On a vu par exemple que ), % diverge.

Démonstration : Soit )| u, une série convergente. Pour tout entier n non nul on a

n n-1
0SS
k=0 k=0
n n—1
Maintenant si la série converge, >, uy et ), uy tendent toutes les deux vers la somme de la série. La
k=0 k=0
différence tend donc vers 0. |

Remarque : On peut se servir de la contraposée pour montrer la divergence d’une série. Si le terme
général ne tend pas vers 0 alors la série diverge. On dit qu’elle diverge grossiérement.

12



2 Seéries de référence

2.1 Séries géométriques

Les séries géométriques sont les plus simples.

Théoreme 1.8 (Séries géométriques)

Soit z € C. La série de terme général z" est convergente si et seulement si |z| < 1. Dans ce

cas la somme de la série est

1
2.4 =

k=0

(o)

Démonstration :

— On remarque que si |z| > 1 alors pour tout entier k, |z|¥ > 1. De ce fait la série diverge
grossierement. On en déduit le sens voulu par contraposée.
— Si |z| < 1, il suffit de calculer les sommes partielles. Soit n € N,

i K 1_Zn+1 1 Zl’l+l
z" = = - .
1-z 1-z 1-z
k=0

qui tend donc vers 0 quand n — +co. La série converge bien

— |Z|n+1 %

2.2 Séries de Riemann

Définition 1.9 (Séries de Riemann)

On appelle séries de Riemann les séries de la forme ), n™° = }; % ous € R.
nz1 nz1

On consideére ici des séries qui commencent an = 1.

Théoréme 1.10 (TRES IMPORTANT)

La série de Riemann }; % est convergente si et seulement si s > 1.
n>1

Démonstration : C’est un cas particulier de la comparaison série-intégrale qui sera revue un peu
plus loin.
O

Remarque culturelle : La limite des sommes de Riemann est difficile a calculer dans la majorité

des cas. On pose

Vs €]1, +oo[, {(s) = Z ni

13



On sait calculer la valeur de la fonction { aux entiers pairs :

71.4

77,'2
(@)= () =5

De maniére générale, {(2k) = Crn®* ol Cx € Q. On sait peut de choses que les {(2k + 1). On
conjecture que ce sont tous des irrationnels comme {(3) (Apéry : 1979).

L’étude de la fonction { est extrémement importante en mathématiques et en particulier en arith-
métique.

On peut montrer que 'on peut définir {(s) pour tout nombre complexe s tel que $i(s) > 1. Ensuite,
on peut prolonger cette fonction de maniére unique a C \ {1} en une fonction holomorphe (une
généralisation des fonctions dérivables pour les fonctions de C dans C). On montre alors simplement
que {(-1) = —11—2 et que pour tout entier naturel p > 0, {(—2p) = 0. L’hypothese de Riemann affirme
alors que pour tout s qui n’est pas de la forme —2p avec p € N*,{(s) = 0 implique que 9(s) = 3.

Matheux (Bernhard Riemann : 1826 - 1866)

o

Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 a Brese-
lenz, mort le 20 juillet 1866 a Selasca en Italie, est un mathématicien
allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté de nombreuses
contributions importantes a la topologie, I’analyse, la géométrie dif-
férentielle et le calcul, certaines d’entre elles ayant permis par la
suite le développement de la relativité générale.

2.3 Série exponentielle

Donnons le résultat sur la série exponentielle

Théoreme 1.11 (Séries géométriques)

. ’ . ’ ’ n ’ .
Soit z € C. La série de terme général %= est convergente. La somme de la série est
n!

0o
k=0

k
= = exp(2)

=

Démonstration : Soit z € C

On pose f : z — exp(tz). C’est une fonction de classe .

On peut donc utiliser les formules de Taylor-Lagrange avec reste intégral entre 0 et 1.
Rappelons que si f € € ([a, b],R) alors pour tout entier n,

n b n
p0r= 3 50 0 ap s [T e

k=0 k

Comme pour tout entier k, f&) = 2 f, on a f¥)(0) = z*. Précisément, pour tout entier n,

f(l) 22%4-/ %zfﬂ-letzdt
=0 0 .

14



On va alors montrer que

1 n
1-t
lim / uz"”etzdt =0
n—oo Jq n!

Pour cela on va considérer son module.

1 n
1-t¢
/ gznﬂemdt
0 n!

1 _\n n+1 ,|z|
1-1t¢ z|" e
< |Z|n+1e|2|/ ( ) dt:| |
0 n!

(n+1)!
1
On obtient par croissance comparée que lim / (—z"“etzdt = 0 ce qui prouve que la série
n—o00
> 2 est conver
2] gente et que
+00 [
z
$2 - epto
k=0

O

Remarque : Nous verrons un peu plus loin une autre preuve de la convergence de la série expo-
nentielle. On pourra alors définir, pour z € C, exp(z) comme la somme de cette série.

2.4 Exemples de calculs de sommes

Nous allons donner quelques techniques usuelles de calcul de sommes. Nous nous contenterons de
les illustrer sur des exemples.

Séries géométriques dérivées :

Soit x € R tel que |x| < 1. On a vu que les sommes partielles de la série géométrique de raison x

étaient données par
+1

VnGNS—Zx L=

l—x

En considérant les deux termes comme des fonctions définies sur | — 1, 1[, on peut les dériver (par
rapport a x) pour obtenir

n — n _ _ 4ntl
VnEN,kak_lz (n+ D)x"(1-x)+ (1 =x")

P (1-x)?

Comme |x| < 1, le terme de droite tend vers a7 Donc la série 3. kx*~! converge et :g) kxk1 =
1

(1-x)%

Remarques :

1. On peut aussi obtenir ce résultat avec une somme double

n

n ~ n k ) n n - L 5
;kxk1:Z(;l)xk1:;(Z ) — Z(x o) (1_i)2_1nfx-

k=1 k=i

Il ne reste plus qu’a faire tendre n vers +oco pour retrouver que la série est convergente et que

+00

e 1
2. =

k=0

15



2. Ce résultat reste vrai pour x € C, pour le vérifier il suffit de considérer la fonction
n
Q:t Z(tx)k
k=0

Utilisation d’un télescopage

On veut montrer que la série }, m converge et calculer la somme.
k>1

Z

1
k+1

On commence en remarquant que pour tout k > 1, . De ce fait, pour tout entier

nzl,
n

Y1 - ot 1
k:lk(k+1) = k k+1 n+1

En faisant alors tendre n vers +co on voit que la série converge et que

+00
s
k(k+1)
Hk(k+1)
. L 5k +3
Exercice : Montrer que la série E m converge et calculer la somme.
k>2
s . . - . . . 5X+3
On utilise une décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle m On trouve
5X+3 3 1 4

— = + .
X(X2-1) X X+1 X-1

De ce fait pour n > 2,

5k+3 H3 o= 1 N4 53 1 4
) B S T0 S YR I S
k=2 k(k 1 k=2k k=2 +1 k=2k 1 k=zk k=3k k=1k
En simplifiant on obtient :
2 5k+3 3 3 1 1 9
== —-——-— - - —+ - - =
k_zk(k2—1) 2 n n+l n 2 n—co 2
5k +3 9
On en déduit que la série est convergente et que =-.
q & d kzzzk(kz—l) 2

Utilisation des formules de Taylor

On peut mettre en place la méthode utilisée pour calculer la somme de la série exponentielle dans
d’autres cas. De maniére générale si f est une fonction de classe €™ sur un intervalle I, d’apres la
formule de Taylor avec reste intégrale pour a, b dans I et tout n € N,

n r(k)
)~ @ =3 L / =" e (pyar.
k=0 ’

En particulier,
-~ f (a)

0

(b - a) = F(b) - f(a) - / L= e )y

k

16



)

b
Si on arrive a montrer que le terme / (— f (+1) (t)dt tend vers 0 quand n tend vers +oo, on
n!

obtient que la série }; %(b — a)* converge et que
k>0

+00 (k) a
S D60 = ) - o)
k=0 '

_1\n—1
Exercice : En utilisant cette méthode montrer que la série ), %
nx1

Z( D" e

On consideére la fonction f : x + In(1 + x) sur l'intervalle [0, 1]. La fonction est €. De plus, pour tout k € N*,

converge et que

FO i xs (—1)® D (k- 1)1(1+x) 7k,

En particulier, f(k) (0) = (=1)*~1(k —1)! et donc poura=0etb =1:

AN Y C il
Z 0+

De plus, le reste intégral vaut

rn_/ (1-0" ()"

n!  (1+ t)"“
De ce fait,

1
1
ral < 1-t)"dt = —.
7l /0< )t = ——

—-1 n-1

Finalement (r,) — 0 et donc la série Z

nz1

converge et
400 —
—1)n 1
SV e
n
n=1

3 Séries a termes positifs

Dans tout ce paragraphe nous supposeront que les termes de la série (les ux) sont des réels positifs.
Tous les résultats se généralisent aux séries a termes négatifs en multipliant par —1.

3.1 Généralités

Proposition 1.12

Soit )} u, une série a termes positifs. La suite des sommes partielles est croissante.

Démonstration : Evident. |

On peut appliquer le théoréme de convergence monotone.

17



Proposition 1.13

Soit )’ u, une série a termes positifs. Elle est convergente si et seulement si la suite des
sommes partielles est majorée.

Dans ce cas
+00 n
Zukzsup Zuk|n€N
k=0 k=0
— ATTENTION |

Dans le cas d’une série a termes positifs, la suite (S,),en des sommes partielles n’a que
deux comportements asymptotiques possibles. Elle peut tendre vers une limite finie (série
convergente) ou tendre vers +oo (série divergente).

[Se]
Dans le cas ou les termes sont positifs, on peut dans tous les cas calculer la somme )| u,
n=0
en convenant que si le résultat est un réel la série converge et que, dans le cas contraire,
la série diverge.
[(S¢]
On note alors ), u, = +oo.
n=0
On précisera explicitement que les termes que I'on somme sont positifs et que les calculs

sont réalisés dans R}.

3.2 Théoreme de comparaison par inégalités pour les séries a termes
positifs
En pratique on majore (ou minore) souvent par une autre série.

— Théoréme 1.14 |

Soit )’ u, et ) v, deux séries a termes positifs. On suppose que pour tout entier n, u, < v,.

+00 +00
1. Si ) v, converge alors ) u, aussi et g U, < E Uy
n=0 n=0

2. Si ) uy, diverge alors )’ v, aussi.

— ATTENTION |

Par contre, avec les hypotheses ci-dessus, le fait que ) v, diverge ne donne aucune infor-
mation sur la nature de la série ), u,. De méme le fait que }; u, converge ne donne pas
d’information sur la nature ) v,,.

Remarque : Comme dans le cas classique pour les suites, on peut supposer que 'inégalité u, < v,
ne soit vraie qu’a partir d’un certain rang. Cependant, on n’a plus 'information sur les sommes dans
ce cas.

Démonstration : Si on note U, et V, les sommes partielles. On a donc

VneN, U, <V,

18



1. Si on suppose que ) v, converge et si on note V = lim V}, on en déduit que pour tout entier
n—+oo
n,

Uy <V, < V.

De ce fait (U,) est majorée par V (et pas par V,, ce qui ne voudrait rien dire...). Comme elle est
croissante elle converge et

lim U, < V.

n—oo

2. C’est juste la contraposée du point 1.

Exercice : Ecrire la démonstration de la premiére partie dans le cas o1 I'on suppose juste :

AN eNVnReNn>2N>=>u, <o

Exemples :

1. Cherchons la nature )

1. On remarque que
n>1 N

2

1 1

Vn>2 0< < ——
2 n(n-1)

On a déja vu que I'on peut montrer que la série }; ﬁ est convergente par un télescopage.
>2

nz

) 1
Le théoreme ci-dessus affirme donc que ), — est une série de convergente.

n>2n
De plus :
+00
1
)= =<1+ <1+
<) ;nz Z Zn(n—l)
car
N N

1 1 1 1
§ —:E ——=1-— — 1
—n(n—-1) —n—1 n N N—+oo
n=2 n=2

2. Cherchons la nature }; ﬁ On a pour tout entier n > 2,
nz2

0<

S
N

On sait que la série harmonique diverge donc } - dlverge aussi.
n>2

— ATTENTION |

Cela n’est bien évidemment plus vrai si la série n’est pas a termes positifs.

1. On sait que c’est une série convergente car 2 > 1 mais on peut faire une preuve élémentaire
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3.3 Rappels sur les relations de comparaison

ans le cas précédent on a vu que 'on pouvait déduire la nature de }’ u, si ), v, convergeait mais
Dans 1 dent 1 t déd la nature d n n t

que l'on avait aucune information si cette derniere divergeait. On va résoudre ce probléeme grace a
des équivalents.

| Définition 1.15 |

Soit (uy,) et (v,) deux suites. On suppose qu’elles ne s’annulent pas da partir d’un certain rang.

Un
Un

2. On dit que (uy,) est négligeable devant (v,) et on note (u,) = o(v,) si Z’—: — 0.

1. On dit que (uy) et (vy,) sont équivalentes et on note (u,) ~ (v,) si == — 1.

3. On dit que (uy,) est dominée par (v,) et on note (u,) = O(vy) si ("—Z) est bornée.

0

Remarques :

1. Les notations ci-dessus s’appliquent a des suites, cependant, pour alléger les notations on
notera souvent u, ~ v, a la place de (u,) ~ (v,).

2. L’hypothése de non annulation a partir d’un certain rang et juste une hypothése technique qui
sera vérifiée dans la trés grande majorité des cas étudiés. Elle sert a définir la suite de terme

u
général — A partir d’un certain rang. On peut cependant traiter le cas général en disant que

(un) ~ (U:) (resp. up, = 0(vy) ; uy, = O(v,)) s’il existe une suite (&,) tendant vers 1 (resp. tendant
vers 0; qui est bornée) telle que pour tout entier u, = v, X &,. Avec cette notation la suite (¢,)
« joue le role » de la suite de terme général z—:

3. La notion d’équivalents permet de distinguer entre deux suites qui tendent vers 0 ou qui
tendent vers +oo. Par contre cela ne sert a rien pour les suites qui tendent vers £ ¢ {0, +oo}.
En effet si (u,) et (v,) tendent vers £ € R* alors u,, ~ v,,.

2n*+3  2n
Exemple : On peut vérifier que ~ —. En effet
3n—-1 3
2n*+3
Pu— 2
3n—1 _ 6n“+9 R
2n 6n% — 2n
3

Proposition 1.16 (Propriétés de la relation d'équivalence)

1. La relation d’équivalence est une relation d’équivalence : symétrie, réflexivité, tran-
sitivité

2. Siu, ~ vy, alors les suites (u,) et (v,) sont de méme signe a partir d’un certain rang.

Démonstration :
1. Montrons que la relation d’équivalence vérifie les axiomes des relations d’équivalences

— Réflexivité : Soit (u,) une suite qui ne s’annule pas a partir d’un certain rang. Il est clair

que Z—Z — 1donc u, ~ u,,.

2. et passons sous silence sur quel ensemble nous travaillons pour le pas avoir de probleme avec I’hypothése tech-
nique que nous avons fait.
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— Symétrie : Soit (u,) et (v,) deux suites qui ne s’annulent pas a partir d’un certain rang.

. . u .
On suppose que u, ~ v, ce qui signifie que i — 1. En remarquant que pour tout entier
n assez grand,

On

T~ u
Un —
Un

1

on obtient que v, ~ u,.

— Transitivité : Soit (u,), (v,) et (wy) trois suites qui ne s’annulent pas a partir d’un certain
rang. On suppose que u, ~ v, et que v, ~ wy,. Pour n assez grand,

Un Un Un

o L ix1=1
Wn U  Wp
Cela signifie que u, ~ wy,.

2. Laissée au lecteur.

— ATTENTION |

— On ne peut pas ajouter des équivalents sans réfléchir! Par exemple n? + n ~ n? et
-n?+1~-n’maisn+1=n?+n)+(-n+1) »0

— On ne peut pas composer (a droite) des équivalents. Par exemple n* ~ n? + n mais
f(n? + n) n’est pas nécessairement équivalent & f(n?) par exemple si f : x > €.

Proposition 1.17 (Opérations sur les équivalents)

Un Un
a 4 ’ / ’
1. Siu, ~ v, et u;, ~ v, alors u,u, ~ v,0; et

o
n Un
2. Siu, ~ v, et a est un réel fixé alors uj ~ v

3. Siv, = o(uy) alors u, + v, ~ u,

Démonstration :

A écrire

— ATTENTION |

Il est important de voir que ’élévation a la puissance @ ne donne un résultat correct (en
généralité) que si @ ne dépend pas de n. Par exemple ona 1+ % ~ 1 mais (1+ %)" + 1". Par

contre on a bien n? — n ~ n® et Vn2 — n ~ Vn? = n.

% Méthode : Equivalents et somme : On peut gérer les sommes d’équivalents en faisant attention

— Un terme est négligeable devant I'autre : On cherche un équivalent & In(1 + 1) + 5. On sait
que In(1+ %) ~ % donc # est négligeable devant In(1 + %) On en déduit que

— Les deux termes sont du « méme ordre » mais ne se compensent pas : Si on regarde In(1+ %) +%.
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2

Cette fois In(1 + %) ~ % On peut se douter que In(1+ %) + % ~ —. On a effet, par calcul sur les
n

limites

—s 1
n—oo

In(1+3)+1 1 (In(1+3)
- S —"" +1
2 2 1
n n
On peut aussi utiliser des développements limités.
— Les deux termes sont du « méme ordre » et se compensent : si on regarde In(1 + %) - %, on

peut essayer de faire de méme. Mais la, les deux sont équivalents a des termes en % qui se

compensent. On doit faire un développement limité afin d’obtenir le terme en # ou %

1 1 1 1
Infil+-|=—--—+0|—=
n n 2n? n?

1 1 1
Inft+-]--~—-—
n n 2n?

Précisément,

On a donc

3.4 Théoreme de comparaison par équivalents pour les séries a termes
positifs

Théoreme 1.18 (Théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs)

Soit ) u, et ), v, deux séries a termes positifs. On suppose que u, ~ v, alors ), u, et > v,
sont de méme nature.

Remarques :

1. Ce théoréme est TRES utile. Dans la trés grande majorité des cas pour étudier la nature d’une
série a termes positifs on cherche un équivalent simple (via un DL par exemple) et on en déduit
ainsi sa nature.

2. On utilisera dans ce cours 'abréviation TCPSP.

3. 1l suffit que les deux séries soient positives a partir d’un certain rang.

— ATTENTION |

Cela n’est plus vrai si la série n’est pas a termes positifs (ou a termes de signe constant).
(-1D"

n

Par exemple nous allons voir que la série de terme général u, = converge mais la

-n" 1
( \/_) + — diverge (somme d’une série convergente et d’'une
n n

série divergente) par contre on a bien u, ~ v,,.

série de terme général v, =

u
Démonstration : Par définition — — 1. De ce fait il existe N € N tel que
Un

u
< =<
Op

VneN,n> N =

N =
[\CH OS]

(définition de la limite en prenant ¢ = 1/2). C’est-a-dire que
1 3
VnEN,n>N:>§vn<un<50n
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On en déduit (grace a I'inégalité de droite) que si »; v, converge alors ) u, aussi. De plus, I'inégalité
de gauche nous permet de dire que }; v, diverge alors }; u, aussi.

On en déduit que }; u, a la méme nature que }; vy,.

O

Remarque : On voit dans la preuve que ce qui compte est qu’il existe (m, M) € R} tels que, a partir
d’un certain rang,

u
VneNn>N=>m< 2 <M
Un

C’est en particulier vrai si -* a une limite finie non nulle (et pas nécessairement 1). Cela montre que
siu, = O(vy) et que ) vy, converge alors D, u, aussi.

Exemples :
-~ oy 3n+2 3n+2 3 1 -
1. szl série de terme général ), —T= converge car 3= = et que > ~; est une série de
Riemann convergente.
+nlnn 3+nlnn

3 : ln n Inn ln n 1
2. La série de terme général 3, >7-"2 o+l dlvc?rge car g ™ et que ), =F diverge car =% > o
et que cette derniére est une série de Riemann dlvergente.

3.5 Reégle de d’Alembert

Le principe de la régle de d’Alembert va étre de comparer le terme général d’une série a termes
strictement positifs avec une série géométrique. On rappelle que pour x € Ry, Y, x* converge si et
seulement si x < 1.

Proposition 1.19 (Comparaison exponentielle)

Soit ), u, et Y, v, deux séries a termes strictement positifs. Si pour tout entier n, “2L < DZ—“
fl n
et que ) v, converge alors ), u, aussi.

Remarque : Comme toujours, on peut se contenter du fait que u, et v, soit strictement positifs
APCR et de méme pour l'inégalité.

Démonstration : Il suffit d’avoir recours a un produit télescopique. En effet pour tout entier n >

0,
-1

@:l—[ k+1<l_[0k+1:Un
Uy

. N Uo e L .
Finalement, u, < C.v, ou C = —. On peut alors conclure en utilisation le théoréme de comparaison
Y0
pour les séries a termes positifs. O

Remarque : Par contraposée, on obtient que si pour tout entier n, £ < “2L et que Y, u, diverge
alors ), v, aussi.

Corollaire 1.20 (Régle de d’Alembert)

Soit )’ u, une série a termes strictement positifs. On suppose que u;—: — £ € R,.
— Si¢ > 1 alors )} u, diverge.
— Si¢ < 1 alors )} u, converge.

— Si £ = 1. On ne peut rien dire....
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Démonstration : II suffit de faire une comparaison logarithmique avec une série géométrique.
Traitons le premier cas.

On suppose que £ > 1. On pose x €]1,¢[ et v, = x".

On sait que u;‘—“ tend vers ¢, donc, a partir d’'un certain rang, % > x = UZ')‘—” Or }; v, diverge donc
n n n

2. Uy diverge aussi par comparaison exponentielle. ]

Matheux (Jean Le Rond d'Alembert : 1717 - 1783)

Jean Le Rond d’Alemberta, parfois écrit « Jean le Rond D’Alem-
bert » ou « Dalembert », voire « Dalambert », est un mathé-
maticien, physicien, philosophe et encyclopédiste francais, né
le 16 novembre 1717 a Paris ou il est mort le 29 octobre 1783.
Il est célebre pour avoir été I'inventeur d’un principe de I’équi-
libre que Condorcet explique dans son Eloge de d’Alembert. Il a
ainsi fixé une liaison entre les lois du mouvement. Par son théo-
réme maintenant nommé « théoreme d’Alembert », il percoit
la présence de n racines dans toute équation algébrique de de-
gré n. En 1744, il est 'inventeur de cette nouvelle branche des
mathématiques, le calcul aux dérivées partielles, qui introduit
des fonctions arbitraires. En 1749, a la suite de ses recherches
en mathématiques sur les équations différentielles et les dé-
rivées partielles, il est appelé pour diriger I'Encyclopédie avec
Denis Diderot. Des écoles, des rues et des centres de recherche
portent son nom.

Exemple : Soit x un réel positif. On pose u, = ’;—r,l On cherche la nature de }; u,.

— Six = 0 le résultat est évident.

— Six >0,
Upyy X"l x

u,  (n+DU'x" n+1

On en déduit que la série converge.
On retrouve ainsi que la série exponentielle converge (au moins pour x réel positif) sans supposer
connaitre au préalable I'existence de la fonction exponentielle.
- A . !
Exercice : Etudier ) Z-.
n
Remarques :

1. Cette régle n’est « pas trés fine ». En particulier, les séries de Riemann ne peuvent pas étre
traitées de cette maniére car siu, = % alors % — 1.
n
2. Cette regle sera trés utile dans le chapitre sur les séries entiéres.

4 Séries absolument convergentes

On a vu les critéres de convergence pour les séries a termes de signe constant. Voyons un peu ce
que l'on peut faire pour des séries dont le terme général ne garde pas un signe constant (ou méme
des séries a termes complexes).
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4.1 Définition

| Définition 1.21 |

Soit )’ u, une série éventuellement complexe. On dit qu’elle est absolument convergente si la
série (a termes réels positifs) Y, |uy| est convergente.

Remarque : L’intérét est que pour savoir si une série est absolument convergente, on est ramené a
étudier une série a termes (réels) positifs.

Exemples :
1. Lasérie % n’est pas absolument convergente car )#‘ = % et que ), % n’est pas conver-
gente. "
2. La série ), “’;# est absolument convergente car ), “’fl# est une série a termes positifs et

cos(n)
2

que < # cette derniére étant une série de Riemann convergente.

4.2 Applications aux séries dont le terme général n’a pas nécessairement
un signe constant

Le résultat principal est qu'une série complexe (ou réelle) absolument convergente est convergente.

—{ Théoréme 1.22 }

Soit }’ u, une série dont le terme général est éventuellement complexe. Si elle est absolu-
ment convergente alors elle est convergente.

Démonstration :

— Commencons par étudier le cas ou ) u, une série a termes réels absolument convergente. Pour
tout réel x, on note x* = max(x, 0) sa partie positive et x~ = max(—x, 0) sa partie négative de
sorte que |x| = x* —x" et x| = x* +x".

On consideére les séries a termes positifs ), u; et 3, u;. Comme on sait que pour tout entier
n,0 < uy < |uy|et0 < u, < |u,letque ) |u,| est une série convergente, on en déduit que
> ut et ), u, sont des séries convergentes. Par linéarité on obtient alors que }’ u, est une série
convergente.

— On suppose que ), u, une série a termes complexes absolument convergente. On considere les
séries a termes réels ), R(u,) et Y, I(u,). La encore on sait que 0 < |[R(uy)| < |uyl et 0 <
|T(un)| < |upnl. Les séries D, R(uy) et Y, J(u,) sont donc des séries a termes réels absolument
convergentes. D’apreés ce qui précede, elles convergent. On en déduit que } u, converge par
linéarité.

O

— ATTENTION |

, . —-1)" 9
Ce n’est pas une équivalence. Par exemple | (n +)1 n’est pas absolument convergente mais

elle est convergente. On dit que c’est une série semi-convergente.
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Exemples :

. . n z|™ .
1. Soit z € C. On pose pour tout entier naturel n, u, = %;. On a alors |u,| = n—l, On a vu ci-dessus

via la régle de d’Alembert que la série ), lz': convergeait (car |z| est un réel positif). On en
déduit que la série )’ < Z_ est absolument convergente donc convergente. C’est « la bonne » dé-
finition de I’ exponentlelle d’un nombre réel ou complexe. Par définition,

n
Vz € C, exp(z) :Zz—’
n!

n=0

Il restera a vérifier que cela vérifie bien les propriétés attendues : la fonction x — exp(x)
est dérivable sur R et pour tout x € R, exp’(x) = exp(x); pour z,z’ dans C, exp(z + z’) =
exp(z) exp(z’).

2. Il faut faire attention aux séries semi-convergentes.

(_l)k ' 1_ 1,

————.Onavuque Zukzl—— +3—7+
k k=1

Soit o la permutation de N* qui consiste a prendre les deux premiers nombres impairs et puis

le premier nombre pair et ainsi de suite :

k\1234567891011121314
ok)|1 3257 4911 6 13 15 8 17 19

Posons pour k > 1, uy = =In(2).

C’est-a-dire que 'on pose

2p sik=3p
o(k)=1 4p+1 sik=3p+1
4p+3 sik=3p+2

Pour N > 1, on calcule

3N N-1 N-1 N 4N N 4
Y-t Y e ) e 2 2
olky = —5 =—= — — - - =
P 24dp+1 Ll4p+1 4p+3 2 p o P 24dp \Hp 2
p impair

n
En utilisant que ), = H, = In(n) + y + 0(1) on obtient que
k=1

3N 3
lim U = —1In(2
NI 2 toth) = 5 (2)
Comme Ugs(3N+1) €t Us(3N+2) tendent vers 0 on a montré que la série ), Ug(k) converge et que
k>1
sa somme est
= 1 1 1 1 1 1 1 3
Zug(k) =l+———+—+———+—+—+-..:—ln(2)
— 3 2 5 7 4 9 11 2

On voit qu’en changeant I'ordre des termes de la série semi-convergente }; u; on modifie la
k>1
valeur de la somme....

En prenant la permutation 7 qui place dans l'ordre les p premiers entiers impairs puis les gq
premiers entiers pairs on obtient

+00

> ey = 1n(2) + > In(p/g)

k=1
le cas étudié est p =2 et g = 1.

26



—{ Corollaire 1.23 }

Soit ) u, une série a termes (éventuellement) complexes et )’ v, une série a termes réels
positifs. On suppose que

— onau, =0(v,)
— la série )’ v, converge (absolument car c’est une série positive)

Alors la série )’ u, est absolument convergente (donc convergente).

Démonstration : On a |u,| = O(vy). Dés lors il existe K € Ry tel que |u,| < Kv,. Donc )} u, est
absolument convergente donc convergente. ]

Remarque : Sion a u, = 0(v,) cela marche encore car cela implique que u, = O(vy,).

% Meéthode : On utilise souvent ce critére avec les séries de Riemann. En particulier si la série ) u,

vérifie qu’il existe a strictement supérieur a 1 tel que nu, est bornée (ce qui est vrai si elle a une

limite finie) alors u, = O (n%) et donc ), u, converge.

— ATTENTION |

Il faut étre précis dans la rédaction quand on utilise ce genre de raisonnements (et on va
I'utiliser trés fréquemment). Pour démontrer qu’une série ; u, converge en la comparant

(par exemple) a la série de Riemann }, # il faut écrire :
eOnau, =0 (L) et 2 estabsolument convergente donc Y’ u, est absolument conver-
n n

gente donc convergente.

Dans le cas ou )} u, est une série a termes positifs, on peut aussi invoquer le TCPSP :
eOnau,=0 (#) et ), # est une série convergente donc par comparaison pour les séries
a termes positifs la série )| u, est convergente.

Par contre, le simple fait que }; u, converge n’implique pas que ) u, converge quand u, ~

Un, Up = O(v,) ou méme u, = 0(v,). Par exemple en prenant u, =

Exemples :
cos(no)

—n(n—l)' na

1. On veut étudier la nature Z

cos(no) < 1 1
nn-1| n(n-1 n*

Comme ), # est absolument convergente, »; m est aussi absolument convergente et donc

cos(nf)
Z n(n-1)

2. Discuter en fonction de x > 0 la nature de ), n(—1)"x".

est absolument convergente donc convergente.

On voit que six > 1la série diverge grossierement. Maintenant six < 1,ona |n(—1)"x"| = nx"
et si on pose @ €]x, 1[ alors nx" = o(a"). La série ), a" est absolument convergente donc
2,(=1)"nx" est absolument convergente donc convergente.

Exercice : Nature de ), ?hclo:)ﬁ.
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5 Comparaison séries - intégrales

5.1 Généralités

—{ Théoréme 1.24 }

Soit f une fonction continue monotone sur Ry et 0 < p < n.

1. Si f est croissante on a

[ raa < 3 £ < I ™ foa.
p k=p+1 p+l

2. Si f est décroissante on a

n+1 n @
/ f@ydr< ) f(k)</ F(t)dt.
P

L k=p+1 p
Démonstration :
On suppose que la fonction est croissante. que
De ce fait pour k > Oett € [k,k+ 1] on a n n=1 k41 n-1
f(k) < f(t) < f(k+ 1). En intégrant entre k / f()de = Z f()dt < Zf(k"‘l) =
et k + 1 on obtient que P k=p ¥ k=p
k+1 k+1 k+1 y
f(k)dt < f(t)dt < f(k+1)dt.
k k
————
=f (k) =f(k+1)

En sommant les termes de I'inégalité de gauche
pour k allant de p + 1 a n on obtient que

n n k+1 n+1
Yofo< Y, [ s [ g
k=p+1 k=p+1 7k p+l
X
De méme, en sommant les termes de 1'inégalité
de droite pour k allant de p a n — 1 on obtient
On a bien démontré que
n n n+l
/ fde< > fk) < / f(t)dt.
P k=p+1 P+l
Le cas ou f est décroissante se déduit du précédent en I’appliquant a —f.
O

Remarques :

1. Si f est définie sur R en entier on peut méme prendre p = 0.
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. . . 1 . .
2. Ladémonstration des séries de Riemann repose sur ces cas avec f : t 7 qui est décroissante.

3. Ces calculs sont juste les inégalités que I’on obtient en cherchant une valeur approchée d’une
intégrale par la méthode des rectangles (pour un pas h = 1.)
5.2 Exemples et applications

Séries de Riemann
On étudie la série )}, %
Sis < 0, la série diverge grossiérement.

On suppose par la suite que s > 0. On sait que la fonction ¢ +— t° est décroissante sur R}. De ce fait
pour tout k > 1,
1 ~ /k+1 dr B /k+1 dt . /k+1 dr ~ 1
(k+1)s  Jo  (k+1s S v S Kk

On en déduit que, pour k > 2:

/k“ dt 1 _ /k dt

3 ts\ks\ k—lts'

On somme et on utilise la relation de Chasles :

Mdr - M B 1 & R de " dt
Vn>2,/ —=Z/ deyle /_:/ dt
2 ts koo F ks k-1 t° 1 P

S
k=2 k=2 k=2

— Sis > 1onadonc

n
1 " dt 1 1 1
— </ _:_[tl—s]": (1—n1_s) < —
e ks A B 1 s-1 s—1

On en déduit que la suite des sommes partielles est majorée. Comme elle est croissante, elle
converge. La série est bien convergente.

— Sis =1 on a cette fois,
n+1 d

t 1
1 1) —In(2) < — < —.
nne-m@) < [ S <)

On en déduit que la suite des sommes partielles tend vers +co et donc la série diverge.
— Sis < 1 on procéde comme pour le cas s = 1.

Notons que on ne regarde les sommes partielles qu’a partir de k = 2 mais cela ne change rien a la
convergence.

|
|
. Pour montrer la convergence, on majore les sommes partielles ; pour établir la divergence
I . g
' on minore les sommes partielles.

|

!

|
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Un autre exemple

Si on cherche la nature de } -, ﬁ On procede de méme. La suite des sommes partielles est crois-
sante on cherche donc juste a majorer ou minorer. Comme ¢t +— ﬁ est décroissante on est dans le

deuxiéme cas :
gy LS| nodg
/ — < < / _
3 tlnt  &kink o tlnt

= In(In x). En prenant la minoration, on montre que la série diverge.

* o dt

0 el
r tint

Exercice : Soit et . Etudier la nature des séries de Bertrand ), m

Equivalent des sommes partielles (série divergente)

Si on reprend la série précédente, on a montré la divergence mais on peut méme trouver un équi-
valent de la suite des sommes partielles. En effet

1mmm~mmmﬂwﬁmm»:/ml1<n L[
3

tlnt ~ &iklnk ~ J, tlnt
On en déduit que
o1
Ik In(In n)

k=

w

Equivalent du reste (série convergente)

Dans le cas d’une série convergente, ce genre de méthode permet aussi de trouver un équivalent du
reste (qui tend vers 0). Si on reprend la série de Riemann pour s > 1. On a pour toutn > p > 1

1 1 7! 1\t /”*1 dt " /”dt 1 1\ 1\
— - = — < Z — < — = B I .
s—1\\p+1 n+1 b1 1 ks , P os—1\\p n

k=p+1

On sait que le terme central tend vers le reste R, quand n tend vers +oco. De plus, la limite

1 1 s—1 1 13—1
— | <R,< =
s—1\p+1 s—1\p

s—1
1 1
Rp~s—1(_) '
p

Développement asymptotique de la somme partielle de la série harmonique

On en déduit donc que

n
Pour tout entier n > 1, on pose H, = % En reprenant les calculs précédent, pour tout k > 1,
k=1

Donc

—— =In(Inn)-In(In2) ~ In(Inn).



On obtient alors
In(n+1) <H,<In(h+1)+1-

n+1
Finalement H, ~ In(n + 1) ~ In(n) cela peut s’écrire H, = In(n) + o(Inn).

On peut étre plus précis sur le o(In(n)). On considére donc

1 S Mar G (1 k1 gy
Hn—ln(f'l'i'l):ZE—Z‘/ T: (z—/\ 7)
k=1 k=1 7k k

k=1

Or l'inégalité ci-dessus, donne que

1 1 1

0<o<—— =
kST k41 k(k+ D)

Cela montre que la série kz vk converge. Si on note y sa somme, on obtient que H, —In(n+1) o v
>1

En utilisant que In(n + 1) = In(n) + 0(1) on obtient
H, =In(n) +y+o0(1)

La constante y s’appelle la constante d’Euler (Mascheroni). On a y =~ 0,57721566. Il est notable que
’'on ne sait pas si y est rationnel ou pas.

% Méthode : Pour déterminer 1’équivalent du reste d’une série convergente ou des sommes partielles
d’une série convergente, on utilise souvent une comparaison série-intégrale.

Exercices :

1. Déterminer un équivalent de }}}_, & pour 0 <'s < 1.
1

2. Montrer que la série de terme général ), TTE

R,.

converge et déterminer un équivalent du reste

6 Séries alternées

6.1 Généralités

k
- -1 - : . .
La série ), (k +1 (série harmonique alternée) n’est pas absolument convergente mais elle converge.

Celaaétévuen24

| Définition 1.25 |

Soit ), u, une série réelle. Elle est dite alternée si pour tout entier n, u, et u,4+; sont de signes
opposés c’est-a-dire upuyy; < 0.

31



Théoréme 1.26 (Critére spécial des séries alternées)

Soit ) u, une série on suppose :
— Elle est alternée
— La suite (|u,|) décroit
— La suite (u,) tend vers 0

La série }} u, converge

Démonstration :
FAIRE UN DESSIN

On suppose que pour tout entier k, uyr > 0 et uzriq < 0. Dans le cas contraire on remplace uy par
—Ug.

On considére ay, = Sgp, = Ziﬁo ug et By = Sons1 = 212;361 uy. Ce sont les suites extraites des termes de

rang pairs et de rang impairs de la suite des sommes partielles

— ATTENTION |

On s’arréte a 2n ou a 2n + 1 mais dans les deux cas, k prend toutes les valeurs :

0{2:u0+u1+u2+u3+u4etﬂ2:u0+u1+u2+u3+u4+u5

Nous allons montrer que les suites (a;) et (f,) sont adjacentes. En effet :
— Ona aps1 — &y = Uznsz + Uzne1 = |Uansa| — |Uzne1| < 0 car |uy| décroit.
— Ona fps1 — Pn = Uznes + Uzntz = —|uznes| + tznez| > 0 car |u,| décroit.
- Onaan_ﬁn = —Ugpt1 — 0
Les deux suites (a,) et (f,) sont adjacentes. Elles convergent vers une méme limite ¢. On a donc

que (Sz,) et (Szn+1) convergent vers une méme limite £ donc (S,) converge vers ¢ et la série est
convergente.

Exemples :

1. On retrouve simplement que la série harmonique alternée converge (mais sans la valeur de la
somme).
Ctudi : — (—1)lnn

2. Etudions } u, ot u, = (=1)"=".

> Inn 1 s > /.
Elle n’est pas absolument convergente car |u,| = =% > — est le terme général d'une série

divergente. Par contre, elle est alternée et (u,) — 0 par croissances comparées. Pour finir, si

1 1-1
n(x) de dérivée ' : x znx
x

on étudie f : x > on voit que f décroit a partir de x = e

et donc (1“7”) décroit a partir de n = 3.

6.2 Etude du reste et de la somme

Dans le cas ou le critére spécial s’applique on obtient aussi des informations sur le reste.
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Proposition 1.27

Soit )’ u, une série alternée qui vérifie les condition du critére spécial,
— Le reste est du signe de son premier terme : R, est du signe de u,4;
— Le reste est en valeur absolue inférieur a son premier terme : |R,| < |up41].
+00

En particulier, la somme est du signe de u, et Z Un| < |ugl.

n=0

Démonstration :
— Traitons pour commencer le cas n = 0.

— Si on suppose que uy > 0 : On a d’apres la démonstration précédente que (S;,) décroit
et (Sy,41) croit. On a donc

+00
51<S3<Zuk: lim S, <S5 < So.
n—+oo
k=0
+00
Maintenant S; = uy + u; > 0 donc S; > 0 et de ce fait Z ux > 0.1l est bien du signe de
k=0

+00
up. On a de plus 2 ux < So = up.
k=0
— Pareil dans 'autre sens.

— Pour le cas général, il suffit de considérer la série ), vy ou vx = upik41. 1l est clair que c’est
k>0
encore une série alternée et que, par définition,

+00 +00
S S wen
k=0

k=n+1

De ce fait, R, est du signe de vy = up41 et |Ry| < |upt1].

O
. o . , (=D
Exemple : Si on applique a la série harmonique alternée, on trouve que R,_; = ), el In2 -
k=n
ol (=DF
D X < lunl = ;%I
k= K+1

7 Sommation des relations de comparaison pour les séries a
termes positifs

7.1 Sommation des relations de comparaison pour les séries a termes
positifs

On a revu les trois relations de comparaisons : équivalence, négligeabilite et domination. On va
voir que I'on peut « sommer » ces relations pour obtenir les mémes relations sur les restes (séries
convergentes) ou les sommes partielles (séries convergentes).
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Théoreme 1.28 (Cas des séries convergentes)

Soit ) v, une série a termes positifs convergente. Soit )’ u, une autre série a coeflicients

+00 +00
éventuellement complexes. Onnote R, = >, uretT, = 2 og
k=n+1 k=n+1

1. Siu, =o(vy,) alors R, = o(T,)
2. Siu, =0O(v,) alors R, = O(T,)

3. Siu, ~ov,alorsR, ~ T,

Remarques :

1. Du fait que )} v, soit, une série a termes positifs convergente, les hypothéses u, ~ v,; u, =
o(v,) ou u, = O(v,) assure que la série ) |u,| est aussi convergente et donc ] u, aussi. On
peut donc parler de la suite des restes de la série }; uy,.

2. Le résultat portant sur les restes, il est clair que cela s’applique aussi si ), v, est positive seule-
ment a partir d’'un certain rang.

Démonstration : On suppose que }’ v, converge. On remarque que dans les trois cas, les séries
2. lun| et 3. u, sont convergentes. On peut donc considérer leurs restes.

1. On suppose que u, = o(v,). Cela signifie que pour tout ¢ > 0, il existe un entier N tel que pour
tout entier n > N, |u,| < €v,,.

En particulier, pour n > N,

+00 +00 +00
|Rn| = Z u| < Z |ug | Z o = €Ty
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Cela montre que R, = o(T;,).

2. On suppose que u, = O(vy). Cela signifie qu’il existe M € R, tel que pour tout entier n,
lun| < Mo,

En particulier, pour tout entier n,

+00 +00 +00
|R,| = Z up| < Z lup| < M Z o = MT,
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Cela montre que R, = O(T,).
3. On suppose que u, ~ v,. Cela implique que u, = v, + 0(v,) ou que u, — v, = 0(v,). On peut
donc appliquer ce qui a été vu en 1. On obtient que R, — T,, = o(T;) et donc R, ~ T,,.

Exemples :

1. Cela permet de retrouver les équivalents des restes des séries de Riemann déja vu par compa-
raison série-intégrale. En effet, si s > 1 (série de Riemann convergente), on a

1 n+1
/n+ ﬂz 1 t_5+1 _ 1 1 _ 1 — 1 1 ((1+1/n)1_s_1)
I 1-s 1-s\(n+1)s1 pst 1-sns1

n

Et donc
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+oo ] 1 gy
On en déduit que le reste R, = ), — est équivalent au reste R}, = Z / —. Or
n

k=n+1 ks ket ts
"dt 1
R = lim — = 1=s
W—+too J, 5 s-—1

2. On se donne u, = Vn3 + 1 — Vn* + 2n. On étudie 3 u,

Ona

3 1/3 3 1/4 3

On a donc u, ~ %. De ce fait on voit que la série est a terme négatif a partir d’'un certain rang.
Comme la série de terme général }; # converge (série de Riemann), la série }; u, converge.
De plus, si on note R, le reste d’ordre n de la série. On a alors en utilisant les calculs faits

ci-dessus : .
o
R 1 1
" 6n? 6n’
k=n+1
Théoreme 1.29 (Cas des séries divergentes)
n n
Soit )} v, une série a terme positifs divergente. On note U, = >, ur et V, = ) vi les

k=0 k=0
sommes partielles

1. Siu, = o(vy,) alors U, = o(V},)
2. Siu, = O(vy) alors U, = O(V,,)

3. Siu, ~ v, alorsU, ~ V,

Remarques :

1. Dans le cas ou u, ~ v, la série ) u, est aussi divergente (et a termes positifs). Dans les deux
autres cas si ), u, est convergente le résultat est évident.

2. La encore, on ne change rien si v, est seulement positive a partir d’un certain rang. En effet,
en faisant commencer les sommes partielles a partir d'un rang nj on les modifie d'une valeur
constante, ce qui ne modifie rien car lim V, = +oo.

n—+oo
Démonstration : Les démonstrations sont similaires a celles du théoréme précédent. Il faut quand
méme faire un peu attention. En effet, dans le cas convergent, on s’intéressait aux restes. De ce
fait, on pouvait faire la somme que pour les indices k ou la propriété donnée par la relation de
comparaison était vraie. Maintenant, comme on regarde des sommes partielles, il va falloir traiter
aussi les « premiers » termes des séries la ou on n’a pas d’informations données par la relation de
comparaison.

On suppose que »; v, diverge.

1. On suppose que u, = 0(v,). Cela signifie que pour tout ¢ > 0, il existe un entier N tel que pour
tout entier n > N, |u,| < ev,.
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En particulier, pour n > N,

n n

N
|Un|zzuk < Zuk+ Z U
k=0 k=0 k=N+1

n N

< A+ Z lur] ou A= Zuk ne dépend pas de n
k=N+1 k=0
n

< A+e¢ Z O

k=N+1

< A+¢€V, car Z vk a termes positifs

Or, par hypothése, lim V, = +oo. Il existe donc N’ (que 'on peut choisir supérieur a N) tel
n—-+

00

que pourn > N, V, > —.
€

Pourn > N’ > N on a donc : |U,| < 2¢V,.

Cela montre que U, = o(V},).

2. On suppose que u, = O(v,). Cela signifie qu’il existe M € R, tel que pour tout entier n,

lun| < Moy,

En particulier, pour tout entier n,

<l <Mzn:ok:MVn

k=0 k=0

|Un| =

Cela montre que U, = O(V,).

3. On suppose que u, ~ v,. Cela implique que u, = v, + o(v,) ou que u, — v, = 0(v,). On peut

donc appliquer ce qui a été vu en 1. On obtient que U, — V,, = 0(V,) et donc U,, ~ V.
O

Exemple : En reprenant les calculs similaires a ci-dessus pour la série harmonique. On a

n+1 dt
un:/ - = [Int]"*!' =In(1+1/n)

On a donc )

— ~ Up.

noq n n+1 dt n+1 dt
On en déduit que H, = ), — est équivalente a Z/ — = / — = In(n+1). Donc H, ~
k=1k = Jn t 1 ¢

In(n).

7.2 Applications classiques
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Méthode de Césaro

Théoreme 1.30 (Théoréme de Césaro)

Soit (uy) une suite (éventuellement complexe). Pour tout n € N, on pose

1 n
Cn = E U
n+1
k=0

1. Si (up)n>o tend vers £ € R alors (cy,)n>0 aussi.

2. Si (uy) est a valeurs réelles et tend vers £ € {0} alors (¢,)n>0 aussi.

Démonstration :

1. On peut poser u, = £ +u, — £ ouv, =o(1).

On a alors

On utilise alors la sommation des relations de comparaison dans le cas divergent car la série
2, 1diverge. On en déduit que

n>1

n

! 1Z:vkzo(l)

k=0

k=0 k=0

Zn:vk:o(znll) =o(n+1) etdonc

n

ka — 0 et donc
k=0

Cela revient a dire
n+1

lim ¢, ="¢
n—+oo

2. Quitte a remplacer u, par —u, on peut peut supposer que £ = +oo. En particulier, la suite
(Un)n>0 est strictement positive a partir d’un certain rang, )’ u, diverge et 1 = o(uy).

On en déduit par sommation des relations de comparaison que n+ 1 = o (X}_, ux) et donc
1 = o(cp) ce qui signifie que (¢,)n>0 tend vers +oo (car elle est positive a partir d’un certain
rang).

O

Etude de suite récurrente

On veut étudier la série définie par
uy €]0,1[,Vn € N, upy1 = up — u,zl = f(up)
ol f : x = x — x* = x(1 — x). Rappelons rapidement I’étude de ce genre de suite.

— On voit que si x € [0, 1] alors f(x) € [0,1] ('intervalle [0, 1] est stable par f). De ce fait, par
une récurrence immédiate, pour tout entier n, u, € [0, 1].
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— Pour tout entier n, uy4; — U, = —u,zl < 0. On en déduit que la suite est décroissante.
— La suite (u,) est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge.
— On cherche les points fixes de f. Pour x € [0,1], f(x) =x & —-x?=0 < x=0.

— Soit ¢ la limite de (u,). On sait que f est continue sur [0,1] donc (f(u,)) converge vers
lim,—, f(x) = f(£). Or (f(un)) = (un+1) est une suite extraite de (u,) donc elle tend vers
£. De ce fait, £ = f(¢), ce qui implique que ¢ = 0.

Exercice : Justifier que la suite définie par uy € [0, 7] et Vn € N, up41 = sin(u,) tend vers 0.

On cherche maintenant un équivalent de u,. Pour cela on va chercher « tel que

1 1
a«  a
un+l Un

ait une limite finie non nulle. On en déduira ensuite un équivalent de —.
un

On a ici,

—_
—_

1 1 1
- ((1-u)%=1)~
e g (mu)mD~g

ouy,

= au,
n+l1

On prend donc a = 1.

Exercice : En faire de méme avec la suite de 'exercice précédent.

1 . L
On a donc — — ~ 1 et donc par sommation des équivalents,
Un+1 Un
-1 -1
1 1 o 1 1 K
- - — = - — ~ 1=n
Un Yo o Ukt Uk 1T
s 1 1
On en déduit que — ~ n et donc u, ~ —.
Uy n

Exercice : En faire de méme avec la suite de I'exercice précédent. On trouvera u, ~ +/3/n.
On peut alors continuer pour essayer d’obtenir un développement asymptotique.
En effet, si on reprend le calcul précédent,

1 1 1
——=—((1=un)™ ' =1) =1+ uy +o0(up)
Un+1 Un Un

Si bien que
1 1 n—1
———= ”+Z(Uk+0(uk))
Yo k=0

Un

1
Or uy +o(ug) ~ ug ~ = On en déduit que

n—1

n-1 1
D (we+o(w) ~ Y ——— ~In(n)
k=0

k:0k+1

Finalement,

1
— =n+Inn+o(lnn)
Un
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et donc

1 Inn Inn
Up=——-—+ol—-|.
n n n

i : , , : o n_ 6lnn
Exercice : En faire de méme avec la suite de ’exercice précédent. On trouvera u, = \/; ———+

5n3/2
Inn
(0] m .
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Dans ce chapitre, K désigne R ou C. En pratique tout restera vrai si K est un corps en général.

1 Rappels
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1.1 Définitions

Définition 2.1 (Espace vectoriel)

On appelle espace vectoriel surK ou K-espace vectoriel un triplet (E, +,.) ou E est un ensemble,
+ une loi interne de E et . une loi externe :

+: EXE — E et .: KXE — E
(w,v) > u+vo ALu) — Au
Vérifiant
— (E,+) est un groupe abélien
— La loi . vérifie
— V(ALp) eKEVu€eE,(A+p)u=Au+pu

— V(A p) €KEVu € E,(AX p).u = A.(p.u)
—VYueElu=u

Remarque : Rappelons que le fait que (E, +) soit un groupe abélien signifie que + est associative,
commutative, qu’il existe un élément neutre noté Og et que pour tout u de E il existe un élément de
E noté —u qui s’appelle 'opposé qui vérifie que u + (—u) = Of.

Définition 2.2 (Sous-espaces vectoriels)

Soit E un K-espace vectoriel, on appelle sous-espace vectoriel de E une partie F C E telle que
les lois + et . induisent une structure d’espace vectoriel sur F.

Remarque : Soit F C E. C’est un sous-espace vectoriel si et seulement si F # ) et pour tout
(u,v) € F? et (A, ) € K%, Au+ o € F.

1.2 Familles de vecteurs

Dans tout ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel.

Définition 2.3 (Combinaison linéaire)

Soit (u;)ie; une famille de vecteurs. On appelle combinaison linéaire des (u;);c; tout vecteur
de la forme
2 it

ou (A;)ies est une famille presque nulle de scalaires; c’est-a-dire qu’il existe un ensemble fini
JCItelquesiiel\ ], A =0.

Notation : On note K" I'ensemble des familles de scalaires presque nulle.

Remarque : Dans le cas ol I est un ensemble fini (par exemple I = [[ 1; n ]]), la condition « presque
nulle » est toujours vérifiée et on note juste

n
Z /Il-u,-.
i=1
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Notation : Soit (u;);c; une famille de vecteurs.

On note Vect((u;);er) 'ensemble des combinaisons linéaires. C’est le plus petit espace vectoriel qui
contient tous les éléments de la famille. Il s’appelle ’espace vectoriel engendré par la famille.

Exemple : Dans 'espace vectoriel des suites RN. On pose u(i) la suite définie par

1 sii=n
0 sinon

Vn e N,u(i), = din = {

On a alors Vect(u(i));en qui est 'ensemble des suites a support fini c’est-a-dire stationnaires a 0.
Cela correspond aux polynomes en notant X' pour u(i). On voit par exemple que la suite constante
égale a 1 n’est pas dans Vect(u(i));en-

Définition 2.4 (Famille libre)

Soit (u;)ie; une famille de vecteurs. Elle est libre si la famille nulle est la seule famille de
scalaire presque nulle (A;);er telle que Z Aiu; = 0.
i€l
C’est-a-dire :
((w)iey) libre) &= (V(4); € KD, Z Ay =0 = Viel ) =0)

iel

Remarque : Cela revient a demander que toute sous-famille finie est libre.

Exemples :

1. Pour tout k € N, on pose u = (¢ > sin(tX)). La famille (u)gen est libre. En effet supposons
par 'absurde qu’il existe une famille (1;) € R™) qui ne soit pas nulle telle que

Z A = 0.

keN

Si on note p = min(k € N | A # 0) le plus petit indice tel que Ax # 0. On a

A ~ AptP
> h
keN

Donc A, = 0 ce qui est absurde. La famille est bien libre

2. Soit (P;)ier une famille de polynomes tels que Y(i, j) € I%i # j = deg(P;) # deg(P;). Mon-
trons que la famille est libre. Supposons par ’absurde qu’il existe une combinaison linéaire
non triviale Z AiP; = 0. Soit iy I'indice tel que P;, soit de degré maximal parmi les polynomes
Pioul; #0 l(elé:s polyndémes qui apparaissent réellement dans la combinaison linéaire). On a
alors

Aiopio = - Z AiPi
iel\{io}

Le polynome de droite est de degré strictement inférieur a celui de gauche. C’est absurde.

La famille est donc libre.

Exercice : On pose f; : x — e%*. Montrer que (f;)4er est libre.
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Définition 2.5 (Famille Génératrice)

Soit (u;)ier une famille de vecteurs. On dit qu’elle engendre E si E = Vect((u;)ier) c’est-a-dire
que tous les vecteurs de E sont des combinaisons linéaires de vecteurs de la famille.

— ATTENTION |

La notion de famille libre est intrinseque a la famille, c’est-a-dire que si (u;);e; est une
famille d’'un sous-espace vectoriel F, on peut travailler dans E ou dans F pour montrer
que la famille est libre. Par contre, la notion de famille génératrice ne l’est pas. Une famille

peut engendrer F sans engendrer E.

Exemple : La famile (X');cy engendre K[X].

| Définition 2.6 |

Une famille de vecteurs (u;);cs est une base de E si c’est une famille libre et génératrice de E.

— Théoréme 2.7 |

Soit (u;);e est une base de E. Pour tout vecteur w il existe une unique famille presque nulle

(A)ier € KD telle que
w = Z /L-ul-

Remarque : Le fait que la famille est génératrice implique qu’il existe (au moins une) famille presque
nulle (1,)ic; € K telle que w = Z Aiu;. Le fait qu’elle soit libre implique qu’il existe au plus une

i€l
famille presque nulle (4;);e; € KD telle que w = Z Aiu;. En effet s’il y en a deux distinctes en faisant
i€l
la différence on trouve une famille encore presque nulle (y;);es telle que Z piu; = 0.

iel

’ Définition 2.8 ‘

Soit # = (u;)ie; une base de E. Pour tout vecteur w, 'unique famille presque nulle (1;) € KD
telle que
Z /L-ul- =w

s’appelle les coordonnées de w dans la base A.

Remarque : Il a été vu en premiere année que tout espace vectoriel de dimension finie admettait
un base. Il est possible de démontrer que tout espace vectoriel admet des bases (hors programme)
cependant dans certains cas on ne peut pas en exhiber. Par exemple RR ou RN.

Exercice : Déterminer une base de C(X). On pourra penser a la décomposition en éléments simples.
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Définition 2.9 (Rang)

Soit ¥ = (u;)ie1. On appelle rang de la famille F et on note rg(.%) la dimension de I’espace
vectoriel engendré par la famille quand il est de dimension finie.

Proposition 2.10

Soit .%# une famille de vecteurs de E.
1. SiE est de dimension finie n. Alors rg(.%#) < n.

2. Si . est de cardinal n. Alors rg(.%) < n.

— ATTENTION |

Ne pas mélanger les notions de rang, cardinal et dimension :
— On peut parler du rang ou du cardinal d’'une famille mais pas de sa dimension.

— On peut parler de la dimension (et du cardinal) d’un sous-espace vectoriel mais pas
de son rang.

Proposition 2.11

Soit .% une famille de vecteurs de E
1. Ona (rg(#) = dim(E)) < (La famille .# engendre E).
2. Ona (rg(¥) = %) < (Lafamille .7 est libre).
3. Ona (rg(%#) = #.% = dimE) & (Lafamille .# est une base de E).

1.3 Rang d’une application linéaire

| Définition 2.12|

Soit u une application linéaire. On appelle rang de u et on note rg(u) la dimension de Im(u)
quand elle est finie. On a donc
rg(u) = dim(Im(u)).

Proposition 2.13

Soit u une application linéaire de E dans F et .# une famille génératrice de E.
1. La famille image u(.#) engendre Im(u).

2. On a donc rg(u) = rg(u(.%)) (dans le cas ou ce sont des nombres finis).

Remarque : On utilisera ce résultat essentiellement avec .% une base de E.
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—‘ Théoreme 2.14 }

Soit u une application linéaire de E dans F et S un supplémentaire de Ker(u) dans E.
1. La restriction de u & S est injective : Ker (us) = {0}
2. L’application u induit un isomorphisme de S sur Im(u) :

u: S — Im(u)
x B u(x)

Corollaire 2.15 (Théoreme du rang)

Soit u une application linéaire de E dans F. On suppose que E est un espace vectoriel de
dimension finie.

1. Le noyau Ker(u) admet un supplémentaire S

2. On a
dim S = dim(Im(u)) et donc dim(Ker(u)) + rg(u) = dimE

Proposition 2.16

Soit u : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie.
1. Ona (rg(u) =dimF) <= (u est surjective)
2. Ona (rg(u) =dimE) < (u est injective)

3. Ona (rg(u) = dimE = dim F) <= (u est un isomorphisme).

Proposition 2.17

Soitu : F — G eto : E — F deux applications linéaires.
1. Onarg(uov) < rg(u) etrg(uoo) < rg(v).
2. Si u est un isomorphisme alors rg(u o v) = rg(v). Si v est un isomorphisme alors

rg(u 0 v) = rg(u).

Démonstration :
1. On sait que (u o v)(E) C u(F) donc, en prenant les dimensions, rg(u o v) < rg(u).
De méme soit (ej,...,e,) une base de Imo (out p = rgv). Alors (u(ey),...,u(ey)) engendre

Im(u o v) donc
rg(u o v) = dim(Im(u o v)) < p = rgo.

2. On suppose que u est un isomorphisme. On sait que rg(uov) < rg(v). De plusv = u~! o (uoo)
donc, rg(v) = rg(u™ o (u 0 v)) < rg(u o v). En combinant les deux inégalités, on obtient
rg(u o v) = rgo.

On suppose que v est un isomorphisme. On sait que rg(uov) < rg(u). De plusu = (uov)ov™!
donc, rg(u) = rg((u o v) o v™!) < rg(u o v). En combinant les deux inégalités, on obtient
rg(u 0 0) = rg(u).

O
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2 Rappels sur les matrices

Faisons quelques rappels sur les matrices

2.1 Changements de bases

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit % = (ey,...,e;) et B’ = (e],...,e;) deux
bases.

Définition 2.18 (Matrice de changement de bases)

On appelle matrice de changement de base de % a %’ la matrice des coordonnées des vecteurs

de %’ dans la base A.
On la note souvent Pf;'. On a donc

Pg = Matg(ey, ... e))

Théoreme 2.19 (Changement de bases pour les vecteurs)

Soit w un vecteur de E. On note X = Matg(w) et X’ = Matg (w) ses coordonnées dans

les bases % et Z#’.
On a
X=P%x
— ATTENTION |

La matrice de changement de base de & a %’ permet de calculer simplement les coordon-
nées d’un vecteur dans la base # a partir de celles du vecteur dans la base #'.

On se donne de plus un autre espace vectoriel F avec des bases .% et .%'.

Théoreme 2.20 (Changement de bases pour les applications linéaires)

Soit u € Z(E, F). On note A = Matg 7 (u) et A’ = Matg # (u). On a alors
A'=Q7'AP

ou P est la matrice du changement de bases de # a %’ et Q cette de ¥ a %',

Démonstration : On peut illustrer cette formule par le diagramme suivant.

On en déduit que A’X’ = Q"LAPX’ pour toute matrice colonne X’. De ce fait, A’ = Q"1AP.

O

Dans le cas ou on regarde des endomorphismes et non plus des applications linéaires générales,
on utilise quasi-systématiquement la méme base pour I'espace de départ et d’arrivé (afin que la
composition des endomorphismes corresponde au produit des matrices). On note alors Matg(u)

pour Matg z(u).
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Corollaire 2.21 (Cas des endomorphismes)

Soit u € .Z(E). On note A = Matgz(u) et A’ = Matg (u). On a alors
A =P'AP

ou P est la matrice du changement de bases de & a #'.

2.2 Matrices semblables

Définition 2.22 (Matrices semblables)

Soit A et A’ deux matrices de .#,(K). On dit que A et A’ sont semblables s’il existe P € GL,(K)
telle que
A = P'AP.

— ATTENTION |

Ne pas confondre semblables et équivalentes. Deux matrices sont équivalentes si elles ont
le méme rang, ce qui revient au fait qu’il existe (P, Q) € GL,(K)? tel que

A’ = PAQ

Proposition 2.23

La relation « est semblable » est une relation d’équivalence.

Démonstration : 1l suffit de démontrer qu’elle est réflexive, symétrique et transitive. O

Remarque : Soit A une matrice, 'ensemble des matrices semblables a A forment ce que 'on appelle
sa classe de similitude.

Proposition 2.24

Soit E un espace vectoriel de dimension n et 2 une base de E. Soit u € .Z(E), on note
A = Maty(u).

Soit A” € .#,(K), elle est semblable a A si et seulement s’il existe une base %’ de E telle
que A’ = Matg (u).
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2.3 Trace

Définition 2.25 (Trace)

Soit A = (aij) € M,(K), on appelle trace de A et on note tr(A) la somme des coefficients

diagonaux.
n

tr(A) = Z aii

i=1

Proposition 2.26 (Propriétés de la trace)

1. La trace est une forme linéaire.
2. Soit A € #,(K), tr(AT) = tr(A)
3. Soit (A, B) € .#,(K)? tr(AB) = tr(BA)

Exercice : Calculer pour A € .#,(K), tr(ATA).
— ATTENTION |

La trace d’un produit n’est pas (en général) le produit des traces.

—{ Corollaire 2.27 }

Soit A et B deux matrices semblables, tr(A) = tr(B).

Démonstration : Par définition si A et B sont semblables, il existe P € GL,(K) telle que B = P"1AP.
On en tire que
tr(B) = tr(P'AP) = tr(APP™!) = tr(A).

Exercices :

1. Trouver deux matrices A et B ayant la méme trace mais n’étant pas semblables.

2. Deux matrices équivalentes ont-elles la méme trace ?

Proposition-Définition 2.28

Soit u un endomorphisme de E (espace vectoriel de dimension finie). Pour toute base % la
trace de Matz(u) est la méme. On lappelle la trace de u et on la note tr(u).

3 Formes linéaires et hyperplans

On note E* = Z(E,K) 'ensemble des formes linéaires que I’on appelle aussi I’espace dual.
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3.1 Changement de bases

Soit # une base de E, on a coutume de calculer les matrices d’'une forme linéaire f en prenant
la base canonique (c’est-a-dire 1g) pour 'espace d’arrivé qui est K. On note alors Matyz(f) pour

Mat g can (f)

— ATTENTION |

Ne pas confondre avec I’abus de notations Matg(u) = Matg »(u) dans le cas des endo-
morphismes.

Soit x un vecteur de E et X = Matg(x), si on note L = Matg(f) alors LX = Matc,,(f(x)), on obtient
donc f(x) en identifiant .# (K) avec K.

Exemple : Soit
f G[X] —

C
1
P — /P(t)dt
0

1 1 1

Si on prend pour 4 la base canonique de C5[X], On a alors L = ( 1 > 3 1 ) .

1
Pour P = 1 — 4X? par exemple, on a X = _0 4 |eton obtient bien

0

! 1
LX:/ 1—4t%dt = —.
0 3

Proposition 2.29

Soit # et #’ deux bases de E et f € Z(E,K). On note P la matrice de changement de
bases de # a %', si on note L = Matz(f) et L’ = Matg (f) alors

L'=LP

— ATTENTION |

Cette forme est a 'envers par rapport au changement de bases des vecteurs. On a
X =PX’

et
L'=1LP

Démonstration : Il suffit d’utiliser la formule du changement de bases en prenant garde au fait que

I’on ne change pas la base a I'arrivée.
L' =I,LP
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3.2 Bases duales et formes coordonnées

Définition 2.30 (Formes coordonnées)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie (notée n). Soit (ey, . . ., e,) une base de E. On sait
que tout vecteur u de E se décompose de maniére unique :

n
u= E Xi€;.
i=1

. . : A ’ P B . . .
Pouri € [[1; n]], on appelle alors i-éme forme coordonnée et on note e 'application qui
associe au vecteur v le scalaire x;.

— ATTENTION |

Méme si la notation ne fait apparaitre que le vecteur e;, la forme e} dépend de toute la base.
Par exemple pour E = R, si on pose e; = (1,0), e; = (0,1) et e) = (1, 1).

Si on considére la base (ey, e;) et u = (7,3) ona u = 7e; + 3e; et donc ej (u) = 7.

Par contre, si on considere la base (ey, e;) et toujours u = (7,3), on a u = 4e; + 3e; et donc
ej(u) = 4.

Remarque : Soit (i,j) € [[1; n]],
e;‘(ej) = 51']'.

Proposition 2.31

Avec les notations précédentes,
1. Les formes coordonnées sont des formes linéaires.

2. La famille (e, ..., e,) est une base de E*.

Démonstration :

n n
1. Soitu = Z x;e; eto = Z y;e;. Sion pose A et u dans K et
i=1 i=1
n
w=Au+po = Z()in + py;)e;.
i=1
On en déduit que
ef (w) = Ax; + py; = Ae; (u) + pe; (v).
Les formes coordonnées sont bien linéaires.
2. Montrons que (ej, ..., e,) estune base de E*. Comme on sait que dim E* = n, il suffit de montrer
quelle est libre. Soit Ay, ..., A, des scalaires tels que Aef + - - - + A e, = 0. En particulier, si on
évalue en e;, on obtient que 4; = 0.

La famille est bien libre est c’est une base.

Exemple : Soit E = R,[X] et (1,X,...,X") la base canonique. On sait, d’apreés la formule de Taylor
que pour tout polyndme P,

= PR (0
p=> ©) e

k!
k=0
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Cela signifie que si on note ¢; = X' alors

p(i)(o)
it

el P

3.3 Formes linéaires et hyperplans

’ Définition 2.32 ‘

Un hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Proposition 2.33

Si E est de dimension finie avec dim E = n. Les hyperplans sont les espaces vectoriels de

dimension n — 1.

Démonstration :
— Si H est un hyperplan et f une forme linéaire telle que H = ker f, le théoréme du rang nous
dit que dimH =n — 1 car rg(f) = 1.

— Soit H un sous-espace vectoriel de dimension n — 1. On considére une base (us, ..., u,—1) de H.
On peut la compléter en une base (uy, ..., u,—1, u,) de E. Il suffit de prendre f = u la forme
coordonnée.

O

Proposition 2.34

Soit H un hyperplan et D une droite qui n’est pas contenue dans H. Ona H @ D = E.

Démonstration : Soit a un vecteur non nul de D. On a D = Vect(a). Comme D n’est pas contenue
dans H alors H N D = {0}. On en déduit que H et D sont en somme directe. Soit f maintenant
une forme linéaire qui définie H. On a f(a) # 0 et, quitte a diviser par f(a) on peut supposer que
f(a) = 1. Dés lors, pour tout vecteur x de E

x=f(x)a+x— f(x)a

ou f(x)ae Detx — f(x)a € H. O

Proposition 2.35

Soit f et g deux formes linéaires.

Ker(f) =Ker(g) < J1 €K', f =g

Démonstration :

— Evident.

— Soit D = Vect(u) un supplémentaire de H. On a f(u) et g(u) qui sont non nuls donc il
existe A tel que f(u) = Ag(u). Maintenant tout vecteur w s’écrit wy + au ou w; € H. Il suffit

alors de faire le calcul.
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O

Remarque : Cela revient a dire que deux équations d’'un méme hyperplan sont les mémes a une

constante multiplicative pres.

4 Compléments en algebre linéaire

4.1 Somme

Vous avez vu en premiére année la somme de deux sous-espace vectoriel. Nous allons généraliser

cette notion a plus de deux.

| Définition 2.36 |

Soit Fy, Fs, ..., F, des sous-espaces vectoriels, on appelle somme de Fy, F,, ..., F, et on note
n

Fi+ F+---+F, ou ), F; ensemble de tous les vecteurs w de E qui peuvent s’écrire sous la
i=1

formew = uy +uy + - - + u, o, pour tout i compris entre 1 et n, u; € F;. On a donc

Fi+FE+---+F, ={ui+---+u, | (u,...,up) € F{ x--- X F,}

Proposition 2.37

Soit Fy, Fs, . . ., F, des sous-espaces vectoriels.
1. La somme F; + - - - + F, est un sous-espace vectoriel de E.
2. La somme F; + - -- + F, est le plus petit sous-espace vectoriel contenant chaque F;,
n

c’est-a-dire contenant I’ensemble | J F;
i=1

Démonstration :

1. On utilise la caractérisation usuelle. Pour tout i € [[1; n]], 0g € F;. On en déduit que 0 =

Op+---+0g € F{ +---+F,. De ce fait, F; + - - - + F, n’est pas vide.

Soit w, w’ dans F;+- - -+F, et A, A’ deux scalaires. Par définition il existe (uy,...u,) € F;X---F,

et (u),...u,) € F{X---Ftelsquew=u; +---+uy,etw =uj +---+u;. On en déduit

Aw+ AW = A(ur+- - +up) + A (W +- - +uy) = (Aug +A'u) +- -+ (Aup+A'uy) € Fi+---+F,

On a bien montré que F; + - - - + F, était non vide et stable par combinaison linéaire. C’est un

sous-espace vectoriel de E.

2. Commencons par remarquer que pour touti € [[1; n]], F; C Fi+---+F,. En effet pour u; € F;,

uj=0g+---+0g+u;j+0g+---+0g € F1+---+ F,

Réciproquement, soit G un sous-espace vectoriel de E contenant tous les F; montrons que
Fi+---+F, Cc G.Soitw € Fy+---+F,. llexiste (uy,...u,) € F{X---F,telsque w = uy+- - - +uy.

Or, pour tout i € [[1; n]], u; € G donc, par combinaison linéaire, w € G.

On a bien montré que F; + - - - + F, est le plus petit sous-espace vectoriel contenant chaque F;.

O
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— ATTENTION |

n n

Ne pas confondre 'union |J F; et la somme }, F;. Dans la majorité des cas, une union de
i=1 i=1

sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel.

Exemple : Dans E = R3, on note F; = Vect(u;) et F, = Vect(uz) ot u; = (1,-1,0) et uy = (1,-2,1).
Alors F; + F, = {(x,y,z) € R® | x +y +z = 0}.

Proposition 2.38

Soit Fy, Fs, ..., F, des sous-espaces vectoriels et .#,...,.%#, des familles qui engendrent
n

ces espaces alors la concaténée des familles engendre }, F;.
i=1

Définition 2.39 (Somme directe)

Soit Fy, Fs, . . ., F,, des sous-espaces vectoriels. On dit qu’ils sont en somme directe si

Y(ug,...up) €EFi X XFp, 1+ +uy,=0=>u;=---=u, =0

n
DanscecasonnoteF{ @ ---® F, ou @ F; la somme.
i=1

Remarque : Cela revient a dire que tout vecteur w de la somme se décompose de maniére unique
comme une somme w = uy + - + U, ou y; € F;.

— ATTENTION |

1. Dans le cas de deux espaces vectoriels il y a une caractérisation plus simple : F; et
F, sont en somme directe si et seulement si F; N F, = {0}. Cette caractérisation ne
s’entend pas a plus de trois espaces vectoriels

2. Des espaces peuvent étre deux a deux en somme directe sans étre en somme directe :
par exemple trois droites du plan.

Exemple : Soit n > 0. Soit Q € R,[X] un polynéme non nul. On note d = deg(Q). Pour tout
k€ [[0; n—d] onnote Ay = Vect(X*Q). Montrons que A, ..., A,_q sont en somme directe.

Soit0=Py+---+P,_g€Ng+---+A,_gouPr € Ap.Pourtoutk € [[0; n—d]], il existe o € R tel
que P, = X*Q. On en déduit que
n—d
0= (Z (Xka
k=0

Un produit de deux polynéme n’est nul que si’'un oul’autre est nul donc, pour toutk € [[0; n —d ||, =
0.

Q

Cela montre bien que la somme est directe.

Exercice : Montrer que Fy, - - -, F, sont en somme directe si et seulement si pour touti € [[1; n]],

53



F; est en somme directe avec ) F;.
Jj#i

Proposition 2.40

Soit Fy, Fs, . .., F, des sous-espaces vectoriels

1. Soit, pour tout i € [[ 1; n ]| une famille libre .#; de F;. Si la somme des Fy,. .. F, est
directe alors, la famille concaténée des .%; est libre.

2. Soit, pour tout i € [[ 1; n]] une base .%; de F;. La somme des Fy,. .. F, est directe si
n
et seulement si la famille concaténée des .%; est une base de @ F;.

i=1

Démonstration :
1. Pour touti € [[1; n]], on note (u;y1,...,u;q,) la famille .%;. On note K = {(i,j) € [[1; n]] X

n di
N*, j < d;}. Soit (A;)(ijjex une famille de scalaire telle que » % A;ju;; = 0. Pour tout
i=1 j=1

d;
i€[[1;n]] onposew; = 3 Ajju;; € F.
j=1

On a donc wy + - - - + w, = 0 et donc, pour tout i € [[ 1; n]], w; = 0 car la famille Fy, ..., F, est

en somme directe. En utilisant que les familles .%; sont libres on a bien que (4;;)(; j)ex est la
famille nulle.

2. On procede par double inclusion

— Le caractére libre a été démontré ci-dessus. Comme chaque .%; engendre F;, on ob-
n

tient que la famille concaténée engendre bien (P F;.
i=1
- Soit wy,...,w, € F; X - -+ X F, telle que w; + - - - + w,, = 0. On décompose chaque w;
dans la base .%;. Le fait que la famille concatenée soit libre affirme alors que tous les w;
sont nuls. La somme Fj, ... F, est bien directe.

O
Remarque : En paticulier, si on se donne une base (u;);c; de E, que 'on partitionne I en I, .. ., I,
et 'on note F, = Vect(u;);er, pour k € [[1; p ]| alors
Fe---®F,=E
| Définition 2.41 |
p
Soit E un espace vectoriel et Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels tels que E = (P F;. Pour
i=1
touti € [[1; p]l, on notera m; € £ (E) le projecteur sur F; parallélement a P F;.
j#i
Pour toutw € E, il existe un unique p-uplet (uy, . ..,upy) € F1X---XF, tel quew = uj+- - -+u,.
Pourtouti € [[1; p ], mi(w) = u;.

Exercice : Soit F;, F; et F; trois sous-espaces de E. On suppose que F; et F, sont en somme directe
et que F; @ F; est en somme directe avec F3. Montrer que Fy, F; et F; sont en somme directe.
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Proposition 2.42 (Formule de Grassman)

1. Onadim(F +G) =dimF + dimG — dim(F N G)
2. Ona (dim(F;+---+F,) =dimF; +---+dimF,) < (lasomme de Fy,...,F, est
directe).

4.2 Parties stables

Proposition 2.43 (Définition d'une application linéaire par son action sur une base) —

Soit E et F des espaces vectoriels. Soit & = (u;);e; une base de E et (v;);e; une famille
de vecteurs de F indexées par le méme ensemble. Il existe une unique application linéaire
f : E — F telle que pour tout i € I, f(u;) = v;. Elle est donnée par

f(w) = Zlivi ouw = Z/L-ui.

iel iel

Remarque : Si on suppose que E et F sont de dimension finie. On peut alors définir la matrice de
I'application linéaire f. Si on note 4 une base de F, on appelle par définition matrice de f dans les
bases # et ¢ et on note Matz « (f) la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des v; = f(u;)

dans la base .
L’énoncé ci-dessus, revient a exprimer f en connaissant sa valeur sur les droites vectorielle A; =

Vect(u;). On peut généraliser cela.

Proposition 2.44

Soit E et F des espaces vectoriels. Soit Ey, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E tels que

E= éEl
i=1

Soit uy,...,up, € L(E, F) X - X ZL(Ep, K).
Il existe une unique application linéaire u € .Z(E, F) telle que pour touti € [[1; p ]|, ug, =

u; Elle est définie par

M=

Yw € E,u(w) = w(w)ouw= w; +--+ w
i=1 ~— ——
€E1 EEP

Remarque : Dans le cas ou les espaces vectoriels sont de dimension finie, on peut visualiser ce
résultat sur les matrices. En effet si on considére des bases %; de E; et si on note 4 la base obtenue

en concaténant ces bases.

On obtient alors la matrice A = Matg ¢ (u) en « collant » les matrices A; = Matg, ¢ (u;) :

A=| A |- |4,
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Définition 2.45

Soit u une application de E dans E. Soit X une partie de E elle est dite stable par u si

u(X)cX

Remarque : On utilisera cela souvent dans le cas ou u est linéaire et X un sous-espace vectoriel
mais la terminologie existe dans ce cadre plus général (par exemple intervalle stable dans I’étude des
suites récurrentes up1 = f(uy).)

Définition 2.46 |

Soit u une application de E dans E. Soit X une partie stable par u de E, on consideére souvent
Papplication induite

u: X —

x

X
u(x)

— ATTENTION |

De maniere générale, pour u € .% (E,E) et X C E, on peut définir ujx : X — E. Dans le
cas ou la partie est stable on peut aussi se limiter & X pour 'espace d’arrivé. De ce fait si
u est linéaire et X un sous-espace vectoriel, 'application # est un endomorphisme de E.

Exemples :

1. Soit u : R* — R? dont la matrice dans la base canonique est

2 2 3
A= 0 -1 -2
-1 0 0

Soit H = {(x,y,z) € R®| x+y+z = 0}. Montrons que H est stable par u et calculons la matrice
de I'application induite par u dans H dans une base.

On détermine une base de H. On pose v; = (1,—-1,0), v, = (0,1, —1). C’est une base de H (qui
est de dimension 2).

On calcule u(v;) et u(v;) en faisant le produit :

2 2 3 1 -1
0o -1 -2 -1 1 = 1 1
-1 0 0 0o -1 -1
On voit donc que u(v;) = v, et u(vy) = —vy. De ce fait H est stable par u et la matrice de #

dans la base (v, 0;) est
0 -1
1 0 J°

On reconnait un quart de tour (rotation d’angle 7/2).

1 1 -1
2. RecommenceravecA=| 2 1 0 |etH={(xy,z2) €R®|2x—-2z=0}.
2 2 =2
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Proposition 2.47

% la base obtenue en concaténant .% et ¥,

F est stable par u &= Matgz(u) =

Soit u un endomorphisme de E (de dimension finie). Soit F un sous-espace vectoriel de E.
On note .# une base de F et & une base de G qui est un supplémentaire de F dans E. Soit

* O *
* k| ok *k
0

Démonstration : Onnote . = (fi,..., f;) et Y = (gps1,-- -, gn)-

— : On suppose que F est stable par u. De ce fait pouri € [ 1; p ], u(f;) € Fdoncil s’exprime

comme combinaison linéaire uniquement de f.

— : On suppose que la matrice de u est de la forme voulue. On voit donc que pour tout

p
i€ [[1;p]l,u(fi) € F.De ce fait, pour tout w € F, il s’écrit w = Z/L-fi et donc u(w) =

p
Z Aiu(f;) € F. Donc F est stable par u.
i=1

4.3 Calcul par blocs

—{ Théoreme 2.48 }

i=1

Soit (Aij) (i jyell 157 x[[1:s1 OWAij € Mnyp,(K) et (Bje) kel 1:sTx([ 15¢1] 04 Bjic € A 4, (K).
On note
Apr |- | Ags Bi1 |-+ | Byt
Arl e Ars le e Bst
Le produit AB est donné par
S S
2. Ai1jBji 2. AijBjs
A =1
AB = :
S S
2 ArjBji 2 ArjBijs
j=1 j=1

Démonstration : Il « suffit » de faire le calcul.

57




Interprétation géométrique

Si on se donne E et F des espaces vectoriels et que 'on a des décomposition en somme directes

E= @EJ et F = @Fl
j=1 i=1

On se donne alors &%, ... &, des basesde Ey, ..., E; et %, ... %, des basesde Fy, ..., F.. On note & et
7 les bases de E et F obtenues en concaténant les bases ci-dessus. Dans ce cas pour u € .Z(E, F), si
on note

A | e | Agg
A =Matg 7 (u) = :

Arl o Ars

On peut alors voir A;; comme la matrice (dans les bases &; et .%;) de la restriction a E; de 7; o u out

7; la projection sur F; parallélement a €P F;.
Jj#i

Dans le cas des endomorphismes on prend la méme décomposition pour I'espace de départ et d’ar-
rivé
N
E=(DE
j=1

La matrice de u dans la base & sera dite « diagonale par blocs » si pour tout i, E; est stable par u.
Dans ce cas on obtient

A | 0 - 0 0
0 | . 0
0 .10
0 0 0 | Ag

4.4 Calculs par blocs et déterminants

Commencons par un rapide rappel sur le déterminant.

Définition 2.49 (Rappel - Déterminant)

1. Soit A € M, (K). On appelle déterminant de A et on note det(A) pour

det(A) = Z ()AL, o(1)]A[2,0(2)] - Aln, o(n)]

€6,

2. Soit u € Z(E), toutes les matrices de u ont le méme déterminant. On L'appelle le
déterminant de u et on le note det(u).

Proposition 2.50

1. Soit A € .#,(K). La matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

2. Soit u € Z(E). L’endomorphisme u est un automorphisme si et seulement si
det(u) # 0.
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Proposition 2.51

Soit M une matrice de .#,(K) pouvant s’écrire par blocs

A|B
M= (%W)
avec A € My (K),B € My pn(K)etD € M,y (K).On a

det(M) = det(A) det(D)

Démonstration : Il y a plusieurs démonstrations de cette proposition.

— La premiere consiste a reprendre la formule générale du déterminant :
det(M) = > &(0)ao(1)1 - o(nyn
ce6,

Maintenant, pour tout p > n’ et ¢ < n’, apq = 0. De ce fait, dans la somme ci-dessus on
peut ne garder que les permutations o qui laissent [[ " + 1; n ]| stable. De ce fait, [ 1; n’]]
est aussi stable. Une telle permutation est donc donnée par une permutation o7 de [[ 1; n’ ||
et une permutation oy de [[ n” + 1; n]]. On en déduit donc que

det(M) = Z g(o'l)aol(l),l Aoy (n)w X(Z E(O'Z)aoz(n’+1),n’+l T aoz(n),n) = det(A)Xdet(D),

0'166nl 02€S

ou S est 'ensemble des permutations de [[n" +1; n]].
— Une autre preuve (utile dans certains exercices) consiste a écrire la matrice M comme un

produit. On a
I 0 A B
v=(on (5 7)
Maintenant en développant on trouve que
A B
0 I

= det(A) et

I o
0 D '_det(D).

Donc det(M) = det(A) det(D).

Corollaire 2.52 (Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs)

Soit A une matrice triangulaire par blocs :

All % %
0
A=
*
0 0 Ay,

Alors .
det(A) = ]_[ det(Are)
k=1
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Démonstration : 1 suffit de faire une récurrence sur le nombre de blocs. O

Définition 2.53 (Matrice de transvection)

Soitn € N*. Soit (i, j) € [ 1; n]]* aveci # j et A € K. On appelle matrice de transvection la

matrice
Tl',j(l) = In + AEi,j

Remarques :

1. Ces matrices ont peut-étre été vues en premiére année. Elles servent a coder matriciellement
des opérations élémentaires. En effet si A € .#},,(K), la matrice A" = T; ;(1)A est obtenue
a partir de A en faisant 'opération L; « L; + AL;. De méme, si B € .#,,(K), la matrice
B’ = AT; j(A) est obtenue a partir de B en faisant 'opération C; < C; + AC;.

2. En utilisant les matrices de transvections, on constate que I’on ne modifie pas le déterminant
d’une matrice A en réalisant des opérations élémentaires du type L; <= L; + AL; ou C; «
C jt+ /ICI

Définition 2.54 (Transvection par blocs)

Soit A une matrice qui s’écrit par blocs

All Als

Arl e Ars

1. Si on suppose que les blocs ont le méme nombre de lignes noté d, on peut considérer la
transvection de blocs L; «— L; + AL;j ou (i, j) € [[1; r |2 aveci # j qui consiste a faire
les transvections de lignes L(i_1)gsu < L(i—1)d+u + AL(j=1)d+u pouru € [[1;d]]. On
obtient donc la matrice

A11 Als
A, = Ail + AAil Ais + AAI'S
Arl ArS

2. Si on suppose que les blocs ont le méme nombre de colonne noté t, on peut considérer
la transvection de blocs C; < C; + AC; ou (i, j) € [[ 1; s||* aveci # j qui consiste a
faire les transvections de colonnes C(i_1)r+y < L(i=1)t+u + AL(j—1)t+u pouru € [[1; t]].
On obtient donc la matrice

Ap |- [ A+ AAy | - | Agg
A/: . .

Arl Ari"')LArj Ars
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Proposition 2.55

Soit A une matrice carrée. Son déterminant est invariant par transvections par blocs.

Démonstration : 1l suffit d’utiliser que les transvections « classiques » ne modifient pas le déter-
minant.

5 Eléments propres d’un endomorphisme

Dans toute cette partie E est un espace vectoriel et u € Z(E).

Exemple : On considére I'espace vectoriel E = R% Pour 6 € R, on note uy = (cos0,sinf) et
vg = (cos@,sing) = (—sin(0),cos(0)) le vecteur directement orthogonal a ug ou ¢ = 6 + 7. On
regarde la symétrie s par rapport a 'axe A = Vect(uyp) et parallélement a D = Vect(vg). Dans la base
canonique ¢ sa matrice est

cos(20) sin(26)

Maty (s) = sin(20) —cos(20)

Cela peut se voir sur un dessin

j fa@ A
20

() Uy

£

En effet s(up) = (cos(26),sin(20)) et s(vg) = (cos(¥),sin(y)) = (sin(26), —cos(20)) ou y = 6 —
(5-0)=20-1%.

Cependant si on considere la base Z = (uy, vg) alors

Matg(s) = ( (1) _01 )

Cette deuxiéme matrice est particulierement simple car les vecteurs u et v qui forment la base ont
un image simple par s; s(u) = u et s(v) = —o.

On peut d’ailleurs retrouver plus rigoureusement la matrice dans la base canonique. Si on note P la
matrice de passage de la base canonique & %, on a

cos(0) —sin(6) _ cos(0) sin(0)
P:( sin() cos(0) ) etP = ( —sin(0) cos(6) )

On a alors

Maty(s) = PMatg(s)P™! = ( cos?(0) —sin?(0)  2cos(0) sin(0) ) _ ( cos(20)  sin(20)

2cos(0) sin(0)  sin?(0) — cos?(0) sin(20) —cos(20)
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On voit sur cet exemple que, pour un méme endomorphisme, il peut étre intéressant de bien choisir
la base pour exprimer une matrice représentant ’endomorphisme.

5.1 Définition

Définition 2.56 (Vecteurs propres)

Soit x € E, on dit que x est un vecteur propre de u si :
— le vecteur x n’est pas nul

— il existe un scalaire A € K tel que u(x) = Ax.

Remarque : Dire que x est un vecteur propre pour u revient a dire que x # 0 et que la droite
A = Vect(x) est stable par u.

Définition 2.57 (Valeur propre)

Soit A € K un scalaire, on dit que c’est une valeur propre de u, s’il existe un vecteur non nul x
tel que u(x) = Ax. Dans ce cas, x est un vecteur propre que l’on dit associé a la valeur propre
A

— ATTENTION |

Il est important de ne pas oublier que x ne doit pas étre nul. En effet pour tout 1 € K,
u(0) = 0 = 1.0.

Exemples :
1. Soit
A: R[X] — R[X]
P B P

Soit P un éventuel vecteur propre, A(P) = P’ = A.P. On voit, pour des raisons de degré que si
A # 0 ce n’est pas possible. Par contre pour A = 0, tous les polynémes constants conviennent.

On en déduit que 0 est la seule valeur propre et que 'ensemble des vecteurs propres associés
a la valeur propre 0 est Ry[X] I’ensemble des polynémes constants non nuls.

2. Soit u = 0¢(E). La encore, I'unique valeur propre est 0. Par contre I’ensemble des vecteurs
propres associés a la valeur propre 0 est E en entier (privé de 0).

3. Soit u = idg. Cette fois, I'unique valeur propre est 1; I'ensemble des vecteurs propres associés
a la valeur propre 1 est E en entier (privé de 0).

4. Soit p un projeteur (qui vérifie p* = p) que I'on suppose différent de 0 & (E) et de idg. On note
F = Kerp et G = Ker(p — idg) de telle sorte que ce soit le projecteur sur G parallélement a F.
Comme p # idg et p # 0 ¢(p) alors ni F ni G ne sont égaux a F donc ils ne sont pas non plus
réduits a {0}.

Pour tout x de F on a donc p(x) = 0. De ce fait, 0 est une valeur propre et F est I’ensemble
des vecteurs propres associées a 0. De méme 1 est une valeur propre et G est I’ensemble des
vecteurs propres associées a 1.

Supposons maintenant qu’il existe une autre valeur propre A. Il existe donc x € E tel que x # 0
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et p(x) = Ax. Donc
pA(x) = p(p(x)) = p(Ax) = Ap(x) = A*.x

Mais p?(x) = p(x) = A.x car p est un projecteur. On en déduit que A2.x = A.x et donc A? = A
car x # 0.

Finalement 0 et 1 sont les seules valeurs propres possibles.

5. Soit u 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est

0o 2 -1
A=| 3 -2 0
-2 2 1

On cherche a quel condition sur A il existera x € E tel que x # O et u(x) = Ax
u(x) —Ax =0 & (u—Aidg)(x) = 0. On cherche donc les valeurs de A telle que u — A.idg
ne soit pas injective (donc pas bijective).

11 suffit de calculer le déterminant de A — A.I5 :

-1 2 -1
3 2-2 0 |[=-2-2+101-8=—A-1)(1-2)(1+4)
-2 2 1-2

On en déduit que les valeurs propres de u sont 1, 2 et —4.

Calculons les vecteurs propres associés a la valeur 1. Onrésout u(x) = x <= (u—idg)(x) = 0.

En matrice
-1 2 -1
3 -3 0
-2 2 0

On obtient que les vecteurs propres sont Vect(e;) ot e; = (1,1,1).

De méme les vecteurs propres associés a 2 sont Vect(e;) ol e, = (4,3, —2) et ceux associés a
—4 sont Vect(e3) ou e3 = (2,-3,2).

Exercice : Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de 'endomorphisme u € .Z(R?) dont
la matrice dans la base canonique est
11 -1
01 0
1 0 1

Définition 2.58 (Spectre)

On appelle spectre de u et on note Sp(u) I’ensemble des valeurs propres.

Exercices :

1. Quel est le spectre d’une symétrie ?

2. Déterminer les valeurs propres de I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base cano-
nique est :

1
2
2

N =N

2
2
1
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Proposition 2.59 (Caractérisation des valeurs propres)

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si u € .Z(E). Soit A € K;

A€ Sp(u) & det(didg—u) =0

Démonstration : Soit A € K.

A € Sp(u) dx # 0g, u(x) = Ax

Ax # 0, (u— Aidg)(x) = 0g
Ker(u — Aidg) # {0g}

u — Aidg n’est pas injectif

det(Aidg —u) =0

11117

5.2 Sous-espaces propres

| Définition 2.60 |

Soit A € K. On appelle sous-espace propre associé a A et on note E;(u) le sous-espace vectoriel

E;(u) =Ker(u — Aidg) = {x € E | u(x) = Ax}

Remarque : On voit que A est une valeur propre si et seulement si E; (u) # {0}. Dans certains cas on
trouve la terminologie sous-espace propre réservé aux sous-espaces propres différents de {0}.

— ATTENTION |

Le sous-espace propre E;(u) est constitué des vecteurs propres associés a A et du vecteur
nul. Ne pas dire que le sous-espace propre est I'ensemble des vecteurs propres

Proposition 2.61

Les sous-espaces propres d’'un endomorphisme u sont stables par u et 'application induite
est une homothétie x — A.x

Démonstration : Soit E, (u) le sous-espace propre associé a la valeur propre A. Pour tout x € E)(u),
on a u(x) = A.x € Ej(u). L’espace est stable et 'endomorphisme induit est ’homothétie x — A.x
O

—{ Théoréme 2.62 }

Soit Ay,...,A, des valeurs propres deux a deux distinctes. Les sous-espaces propres
E;,(u),...,Ej, ) sont en somme directe.

Démonstration : On procede par récurrence sur n.
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— Pour n = 1 c’est évident.

— Soitn > 1. On suppose que si Ay, . . ., A, sont des valeurs propres deux a deux distinctes alors les
sous-espaces propres Ej, (1), ..., E), ) sont en somme directe. On se donne alors Ay, ..., Ay
des valeurs propres deux a deux distinctes

On veut montrer que si x; + - -+ + Xp41 = 0 avec pour touti € [[1; n+1]], x; € Ej, (u) alors
pour tout i, x; = 0.

On suppose donc
X1+"'+xn+1 :O

avec pour touti € [[1; n+1]], x; € E;,(u). En appliquant u a ’égalité on obtient

n+1 n+1
0=u(0)=u (Z xi) = Z/L-xi.
i=1

i=1
En faisant une combinaison linéaire adaptée on peut alors supprimer le terme en x,1.

On obtient alors

Z(Ai — Ans1)x; =0
i—1

Maintenant comme E,ll(u), ...»Ep, () sont en somme directe, on en déduit que pour tout i,
(Ai = Aps1)x; est nul et donc que x; = 0 car A; # A,4;. Pour finir, x,4; est aussi nul. On a bien
montré que E;, (u), ..., Ej,, (u) sont en somme directe.

O

—{ Corollaire 2.63 }

Soit (x;)ier une famille de vecteurs propres associées a des valeurs propres deux a deux
distinctes est libre.

Démonstration : Si I est un ensemble fini, il suffit d’utiliser la propriété précédente.

Dans le cas ou I est infini, il suffit d’utiliser qu’une famille (infinie) est libre si toutes ses sous-familles
finies sont libres.

O
Exemple : On considére la famille f; : t — sin(kt) pour k € N. On a alors f = —k?f;. On en

déduit que f; est un vecteur propres pour A = —k? de I’endomorphisme de > défini par f > f”.
La famille est donc libre.

— Corollaire 2.64 |

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et u € .Z(E),

Z dim (E;(v)) < dimE
A€Sp(u)

En particulier, 'endomorphisme u a au plus n valeurs propres.

#Sp(u) < dimE
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— ATTENTION |

Ce n’est pas une égalité :
— L’identité de R® n’a qu’une valeur propre.

— L’application de R? dans R? définie par ( (1) 0

R).

) n’a pas de valeurs propres (dans

0 1
— L ] -
a matrice N ( 0 0

), n’a qu'une seule valeur propre qui est 0 et dim(Ey(N)) =

1<2.

Proposition 2.65

Soit u et v deux endomorphismes de E qui commutent (u o v = v o u). Les sous-espaces
propres de 'un sont stables pour I'autre.

Démonstration : Soit A une valeur propre de u, on veut montrer que E, (u) est stable par v.

En effet, soit x € E;(u), on a

u(v(x)) =ov(u(x)) =ov(d.x) = Lo(x)

donc v(x) € E;(u).

— ATTENTION |

Dans le cas général, cela ne veut pas dire que I'image par v d’'un vecteur propre pour u est
un vecteur propre pour .

6 Elements propres d’une matrice

6.1 Définition

Définition 2.66 (Endomorphisme canoniquement associé a une matrice)

Soit A € M, (K). L’endomorphisme canoniquement associé a A est I'unique endomorphisme
a de K" défini tel que Matc,,(a) = A.

Remarques :

1. Un tel endomorphisme existe et est unique car 'application

LK"Y —  My(K)

u —  Matcan (u)

est un isomorphisme.
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2. Enidentifiant K" & .#),1(K) on a

a: %nl(K) - nl(K)
X - AX

En effet les colonnes de A sont les images par a de la base canoniques. Ce sont bien les AX; ou

X; est le vecteur colonne avec un 1 a la ligne i et des 0 autre part.

3. On peut bien évidemment définir cela plus généralement pour A € .#),,(K) et on obtient

a € Z(K"KP).

’ Définition 2.67 ‘

Soit A € M,(K) et a 'endomorphisme canoniquement associé a A. Les valeurs propres, es-
paces propres et spectre de A sont ceux de a. On a donc

VA € K, Ex(A) = Ker(A — AI) = {X € M1 (K) | AX = 1.X}

et Sp(A) ={A eK|3IX € #,1(K),X #0 et AX = 1.X}.

Remarque : les exemples précédents peuvent se réécrire avec cette terminologie, pour

0o 2 -1
A= 3 -2 0
-2 2 1
onaSp(A) ={1,2,—-4}.
Proposition 2.68
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E). Soit Z = (ey,...,e,) une

base de E. On note A = Maty(u). Les valeurs propres de u sont les valeurs propres de A :
Sp(u) = Sp(A).

De plus, pour A une valeur propre de u. Soit x € E, x est un vecteur propre de u associé a
A si et seulement si le vecteur colonne X = Maty(x) des coordonnées de x dans la base
est un vecteur propre de A

Démonstration : Soit x € E et X = Matg(x) le vecteur colonne des coordonnées de x dans la base
2. On considére Y = Matgz(u(x)) = AX le vecteur colonne des coordonnées de u(x) dans la base

B.
x est un vecteur propre pour u associé Al = u(x) = Ax
= Y=AX
— AX =X
&= X est un vecteur propre pour A associé a A

O

Proposition 2.69

Soit A et B de matrices semblables de .#,(K). On a Sp(A) = Sp(B)




Démonstration : Soit P € GL,(K) telle que B = P"'AP. Soit A € K,

A€ Sp(B) & rg(B-Al,) <n & rg(P ' (A-AL)P) <n & rg(A-AL,) <n &= 1€ Sp(A).

O

— ATTENTION |

Par contre elles n’ont pas les mémes espaces propres. En effet B peut étre obtenue a partir
de A par un changement de bases. Pour déterminer les espaces propres de B a partir de
ceux de A il faut aussi faire ce changement de base.

Remarque : Pour déterminer les valeurs propres d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel E de
dimension finie, on calcule sa matrice A dans une base de & puis on détermine les valeurs propres de
la matrice obtenue. Le choix de la base n’est pas important. On obtient de méme les espaces propres
en « traduisant » les espaces propres de A a l'aide de la base &.

Exemple : Soit
p: Kp[X] — K, [X]
P = (X2-1DP"+(2X+1)P

On cherche ses valeurs propres / espaces propres.

010
La matrice de ¢ dans la base canoniqueest A=| 0 2 2
0 0 6
On en déduit directement que Sp(A) = Sp(¢) = {0, 2, 6}.
Les espaces propres de A sont
1 1 1
Eo(A) =Vect] 0 | ; E;(A) =Vect| 2 |et E¢(A) = Vect| 6
0 0 12

Ce qui nous donne pour les espaces propres de ¢

Eo(p) = Vect(1) ; Ez(p) = Vect(2X +1) et E¢(¢) = Vect(12X* + 6X + 1)

Regardons maintenant une autre base de K,[X]. On pose % = (1,X — 1, (X — 1)?). On a alors

0 3 0
B=Matgz(p)=| 0 2 10
0 0 6

En effet
p((X=1)%) = 2(X*=1)+2(2X+1)(X-1) = (X-1) [2(X + 1) +2(2X + 1)] = (X—-1)(6X+4) = 6(X—1)*+10(X~-1)

On a encore Sp(B) = {0, 2, 6} et cette fois

1 3 1 5
Eo(B) =Vect] 0 | ; E;(A) =Vect] 2 |et Es(A) = Vect] 2 |=Vect| 10
0 0 2 4

5
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On retrouve les mémes espaces propres pour ¢.

Remarque : Le spectre d’'une matrice peut dépendre du corps de base. Prenons I'exemple de la

. 0 : : . , 14
matrice A = 1 o |aw est la matrice de la rotation d’angle 7. On regarde A comme un élément

de .#,(R) et que 'on cherche son spectre (réel) a savoir les réels A tels que rg(A — AL;) < 2. On a

alors
rg(A-L) <2 & A*+1=0

qui n’a pas de solution. La matrice n’a pas de valeurs propres réelles. Maintenant on peut supposer
que A € .#,(C) ce qui revient a accepter des valeurs complexes de A. On trouve alors que Sp(A) =

(i, —i).

Proposition 2.70

Soit K’ un sous-corps de K et A € .#,(K’). Le spectre de A dans K’ est inclus dans le
spectre de A dans K. On note alors

Spx/ (A) C Spg(A).

6.2 Endomorphismes et matrices diagonalisables

Il a été vu en premiere année qu’il était facile de travailler avec des matrices diagonales (pour les
puissances par exemples). On va souvent chercher une matrice diagonale d’'un endomorphisme (si
c’est possible).

| Définition 2.71

1. Soit u un endomorphisme de E. Il est dit diagonalisable s’il existe une base & de E tel
que la matrice de u dans la base & soit diagonale.

2. Une matrice A est dite diagonalisable si I’'endomorphisme canoniquement associé a A
est diagonalisable.

Proposition 2.72

L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si la somme (directe) de ses sous-

espaces propres vaut E :
P Ew=E
A€Sp(u)

Démonstration :

— [=]On sait que EB E,(u) C E.

A€Sp(u)

On suppose que u est diagonalisable. On choisit une base & = (ey, ..., e,) telle que la matrice
de u de & soit diagonale. Quitte a réordonner les vecteurs de E on peut supposer que les
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coeflicients diagonaux égaux de la matrice soient consécutifs.

A

M
Matg(u) =

Ap

Soit w dans E, si on le décompose dans la base & puis que 'on regroupe les termes selon la
valeur propre, on peut écrire w sous la forme w = w; + - - + w), ot w; € E; (u). On a donc

P Ew=E

A€Sp(u)

— On suppose que la somme des espaces propres vaut E. On choisit alors une base &; de
chaque Ej,(u). En concaténant ces bases on obtient une base dans laquelle la matrice de u est
diagonale.

O

Proposition 2.73

Soit A € ., (K). Elle est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a une matrice
diagonale.

Démonstration :

— On suppose que A est diagonalisable, donc son endomorphisme canoniquement associé
a de K" dans lui méme est diagonalisable. Il existe de ce fait une base # de K" tel que B =
Mat(a) soit diagonale. Maintenant en notant P la matrice de passage de la base canonique a
2 on a

B=P'AP

ce qui prouve que A est semblable a B qui est diagonale.

— On suppose que A est semblable a une matrice diagonale B. Il existe P € GL,(K) telle que
B = P~1AP. Maintenant, si on considére la base Z de K" définie par P (dont les vecteurs sont
les colonnes de P). Alors Matz(a) = B est diagonale donc a (et de ce fait A) est diagonalisable.

O
Exemples :
) 1 4 . . (3 0
1. Soit A = ( 5 1 ) Elle est diagonalisable car elle est semblable a ( 0 -3 ) .
2. La matrice A = ( (1) _01 ) est diagonalisable dans C mais pas dans R.
3. La matrice A = ( (1) 1 ) N’est pas diagonalisable. En effet sont spectre est Sp(A) = {1} et la

seul matrice diagonale donc le spectre est juste {1} est I, mais A n’est pas semblable a I,.
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4. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : F @ G = E. On note p la
projection sur F parallelement a G et s la symétrie par rapport a F paralléelement a G.

On a déja vu que pour la projection p, G était le noyau c’est-a-dire ’espace propre associé
a la valeur propre 0 et F était I'espace propre associé a la valeur propre 1. On a donc E =
Eo(p) ® E1(p). De ce fait p est diagonalisable. De méme E = E_;(s) & E;(s) donc s est aussi
diagonalisable.

Proposition 2.74

Soit u un endomorphisme de E. On note Sp(u) = {A,...,4,}.

1. La somme des dimension des espaces propres est inférieure a la dimension de E :

2. Il'y a égalité si et seulement si u est diagonalisable.

Avant de démontrer cette proposition, donnons un corollaire utile

—{ Corollaire 2.75 }

Si E est de dimension n et que u admet n valeurs propres distinctes alors u est diagonali-
sable.

— ATTENTION |

Ce n’est qu’'une condition suffisante !

Démonstration de la proposition :

1. On utilise juste que les espaces propres sont en somme directe :

é E/li CE
i=1

2. 1l suffit de voir que
p
u diagonalisable = @ E), =E
i=1

p
= dm@HE), =dimE

i=1

p
= ) dimE, =dimE
i=1

O

Démonstration du corollaire : 1l suffit de voir que les espaces propres sont de dimension au
moins égale a 1. O
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CHAPITRE 3

Intégration

1 Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [a, +oo| 74
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La construction de I'intégrale sur un segment' a été vue en premiére année. Cette année, nous
allons généraliser cela a des intervalles non nécessairement fermés et non nécessairement bornés.
Nous commencerons par le cas de 'intervalle [a, +co[ avant de traiter le cas des intervalles [a, b|
avecb € R, |a,b] aveca € —co UR et |a,b[ ola € —co UR et b € RU {+c0}.

On s’intéresse aux fonctions a valeurs dans R ou C. On notera K pour R ou C.

Commencons par définir les fonctions continues par morceaux.

1. c’est-a-dire un intervalle qui est de la forme [a, b] avec (a, b) € R%. 1l est donc fermé et borné
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Définition 3.1 (Fonctions continues par morceaux)

1. Soit ] = [a, B] un segment (intervalle fermé borné) et f une fonction définie sur J a
valeurs dans K. Elle est continue par morceaux sur J s’il existe une subdivision (o =
Xo < X1+ < xp, = p) telle que pour touti € [[1; n]]

— La restriction de f a |x;_1, x;[ est continue

— Les limites lim f et lim existent et sont finies.

Xi—1 i

2. Soit I un intervalle quelconque et f une fonction définie sur I a valeurs dans K. Elle est
continue par morceaux sur I si pour tout segment J inclus dans I, f|; est continue par
morceqaux.

Notation : On note ¥ .# (I,K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I a valeurs
dans K.

Exemples :
1. La fonction f : x +— |x] est continue par morceaux sur R. En effet sur chaque segment
J = [a,b], la fonction f n’a qu'un nombre fini de points de discontinuité.
2. La fonction x — x?| x| n’est pas continue par morceaux sur R car sur [0, 1] elle a une infinité

de points de discontinuité (x = 1, 1, . l) .
23 n
3. La fonction x +— x_il est continue par morceaux sur [0, 1[. En effet elle est continue sur tout
[a,b] avec b < 1.
4. la fonction f définie sur [0, 1] par

L six<1

. x—1
f.xl—>{5 six=1

b .
n’est pas continue par morceaux sur [0, 1].

5. La fonction x > sin (%) est continue par morceaux sur |0, +oo[

— ATTENTION |

Faire attention a la différence entre les fonctions continues par morceaux sur [a, b] et sur

[a,b]

Remarque culturelle : Le cadre de 'intégration en CPGE est celui de I'intégrale des fonctions
continues par morceaux. C’est ce qui s’appelle 'intégrale de Riemann. Ce cadre a ’avantage d’étre
simple mais peut pratique par certains aspects. On verra par exemple qu'une suite de fonctions
continues par morceaux peut converger vers une fonctions qui n’est pas continue par morceaux. Il
existe une autre théorie de I'intégration due a Henri Lebesgue. Il est fort probable que vous1’étudierez
en école.
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Matheux (Henri Lebesgue : 1875 - 1941)

Henri-Léon Lebesgue (1875-1941), plus connu sous le nom de
Henri Lebesgue, est 'un des grands mathématiciens francais de
la premiére moitié du xxe siécle. Henri Lebesgue a révolutionné
et généralisé le calcul intégral. Sa théorie de 'intégration (1902-
1904) est extrémement commode d’emploi, et répond aux be-
soins des physiciens. En effet, elle permet de rechercher et de
prouver l'existence de primitives pour des fonctions « irrégu-
lieres » et recouvre différentes théories antérieures qui en sont
des cas particuliers.

On lui doit aussi la transformée de Fourier établie dans la fin des
années 1930.

1 Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [qg, +oo|

Dans ce paragraphe a € R.

1.1 Définition

Définition 3.2 (Intégrale convergente)

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, +oo[ a valeurs dansK. On dit que I'intégrale

+00 x +0o0
/ f converge si lim / f existe et est finie. Dans ce cas on note / f cette limite.
a a a

X—>+00

Remarque : Dans la définition ci-dessus, pour tout x € [a,+o0[, la fonction f est continue par

X
morceaux sur le segment [a, x| et donc / f existe.
a

— ATTENTION |

X—+00

X +0o0
Dans le cas ou lim / f n’existe pas ou n’est pas finie, on dit que / f diverge mais
a a

+00
dans ce cas, le symbole / f n’est pas un nombre!
a

Remarque : Le fait d’étre convergente ou divergente est la nature de I'intégrale.
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Proposition 3.3 (Relation de Chasles)

Soit f € €. (|a,+o[,K).

+0o +00
Pour tout @’ € [a, +oo], / f converge si et seulement / f converge. Dans ce cas,
a a

/a+mf=/aalf+/al+mf

ou / f existe car f est continue par morceaux sur le segment [a, a’].

Remarque : Cela signifie que pour tester la convergence d’une intégrale, on peut se placer « pres » de
+00. Ce résultat est analogue a celui qui dit que pour tester la convergence d’une série numériques
on peut ne pas considérer les premiers termes.

x a x x
Démonstration : Pour tout x > a’ on a/ = / f+/ f- On en déduit que x — / faune

limite finie en +oo si et seulement x — / f a une limite finie en +co. De plus, dans ce cas,

[t [ [ o) et = [

O

Exemples :

+0o0 X
1. On regarde la fonction f : t — 1. L’intégrale / f diverge car/ f=x — +oo.
0 0

X—>+00

2. Soit f : t +> e~ ot a > 0 (sinon I'intégrale diverge clairement). On a pour x > 0,

_ x
/x e—atdt _ e at _ l(l _ e—ax) N 1
0 —-a a x—+00 g

0

+00 +o0
On en déduit que / e “dt converge et / e dt =~
0 0

a

1
3. Soit f: t|—>;sur[1 [. Pour x > 1,

/ / [Int]] = In(x) T, T

On en déduit que / 7 diverge.
1
4. Soit f :t > t % pour @ € R\ {1} sur [1,4+c0[.On a

xq tl—a x
1 t 11—« 1
1 1 1 1
/ Togp= 1 (-1} L
P e a—1 X071 ] xot00 @ — 1

T dt T dt 1
cela montre que — converge et que — =
I o I

— Sia > 1onadonc
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— Sia < 1onadonc

X
/ ldt: ! (x'7*=1) — +o0
1 1

1—«a xX—+00
+00
cela montre que / o diverge.
1

Remarque : Les trois derniéres sont les intégrales de référence les plus souvent utilisées. Elles
seront écrites plus loin.

oo dt
Exercice : Déterminer la nature de / —_
5 tlnt
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— ATTENTION |

+o00
Contrairement au cas des suites, la convergence de / f n’implique pas que
0

lim f(x)=0.
X—+00
On considere la fonction § : R — R définie par

0 si|x] >1
d:xH—> 1 x+1 sixe]-1,0]
1-x six€]0,1]

On définit alors la fonction f par

fixH Z né(n(x — n))
n=2

Par définition de la fonction &, §(n®(x — n)) # 0 si et seulement si x € [n - %, n+ #] ce

qui prouve que la série converge car, au plus, un des terme de la série n’est pas nul. La

courbe de f est alors

2 n N
1
n—g n+$
On en déduit que pour tout x > 0,
x +oonx% +00 1
reBTE S
0 2 n
n=2 n=2

+00
On a bien que l'intégrale / f converge alors que f ne tend par 0 en +co (elle n’est
0

méme pas bornée au voisinage de +o0).
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1.2 Propriétés

Proposition 3.4 (Linéarité)

L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, +oo[ a valeurs dans K dont I'inté-
grale converge est un sous-espace vectoriel de . ([a, +o[, K) et ’application qui associe
a une telle fonction son intégrale est linéaire.

Démonstration : Notons F I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a,+co[ dont

I'intégrale converge.

— L’ensemble F n’est pas vide car la fonction nulle appartient a F.
— Soit (f,g) € F? et (A, ) € K% On pose h = Af + pg. On a alors pour tout x,

/axh:)l/axf+,u/axg

+00 x +0o0
Maintenant, par hypothéses,l/ f — )L/ fety/ g — y/ g.
a a a

X—>+00 X—>+00

x +00 +00
/ h — /1/ f+/1/ g
a X—>+00

OnendéduitqueheFetque/ h= )I/ f+y/ g.

Donc

Proposition 3.5 (Positivité - Croissance)

1. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,+oco[ réelle positive dont I'inté-
grale converge.

+00
Ona/ f=>0
a

2. Soit f une fonction continue sur [a, +oo| réelle et positive dont I'intégrale converge.

+00

Si f =0 alors f est la fonction nulle.
a

3. Soit f et g deux fonctions réelles continues par morceaux sur [a, +oo[ dont l'intégrale
converge.

+00 +00
Sif?galors/ f?/ g
a a

Démonstration :

1. Pour tout x € [a,+oo], / f > 0 car f est positive et a < x. Par passage a la limite on en
+00

déduit que / f=0
¢ X X

2. On sait que comme f est positive, x / f est croissante. De plus, pour tout x, / f=0

et lim / f =0.On en déduit que pour tout x de [a, +oo] / f =0 et donc, comme f est

x—+00

continue fj[, ] est la fonction nulle. Cela implique que f est la fonction nulle sur [a, +oo].
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+0o
3. Par hypotheése f — g est positive. Cela implique que / f—g > 0d’apres le point 1. On peut
alors conclure par linéarité. ‘

O

Remarque : L’assertion 2. est fausse si on suppose juste f continue par morceaux. Il suffit par
exemple de considérer la fonction f définie sur Ry par

Fixis 1 sixeN
’ 0 sinon

—{ Corollaire 3.6 }

+00
Soit f une fonction continue [a, +oo[ telle que / f converge. On considere F : x +—
a

+00
/ f. Elle est dérivable et pour tout x de [a, +oo[, F(x) = —f(x).

X
Démonstration : On sait que comme f est continue, x +— / f est dérivable et de dérivée f. De
x +00 a4 +00 x
plus, pour tout x de [a,+oo[,F(x)+/ f:/ fetdoncF(x):/ f—/ f. m]
a a a a

Remarques :

1. Ce terme est I'analogue du reste dans le cas d’une série convergente. En particulier
+00
lim =0
xX—+00 ‘/x f

+00
2. Cela signifie que x — — / f est la primitive de f qui tend vers 0 « en +co0 ». Par exemple
X

1 N . 1 T dt
pour f : t ol Sa primitive qui s’annule en +o0 est x > —— = — o
X X
1.3 Théoreme de comparaison pour les fonctions positives sur un inter-
valle de la forme [a, +o0|
Comme pour les séries, pour déterminer si une intégrale converge on va souvent se ramener a étu-

dier la convergence absolue. On étudie donc essentiellement des fonctions positives. On peut alors
developper des arguments similaires a I’étude de la convergence des séries a termes positifs.

Proposition 3.7 (Convergence de |'intégrale d'une fonction positive)

X
1. Si f est une fonction positive continue par morceaux. La fonction F : x — / f
a

+00
est croissante. De ce fait, / f converge si et seulement si F est majorée.
a

2. Si f et g sont deux fonctions positives continues par morceaux. On suppose que

+00

+00
0<f<g.Si / g converge alors f converge.
a

a
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Remarque : C’est une proposition qui est analogue a une proposition sur les séries a termes posi-
tif's

Démonstration :

1. Soitx > x’ ona

F(x) =/axf=/ax,f+/x/xf>F(x’)
i

z

La fonction F est donc croissante. De ce fait, elle est majorée si et seulement si elle admet une
limite finie en +oco.

2. Si0 < f < g alors pour tout x de [a, +oo],

X X +00
IRAVALT AR
a a a

X +00
On en déduit que x — / f est bornée et donc / f converge.
a a

O
Exemple : On considere f : t — et définie sur [1,+co[. On voit que pour tout t € [1,+o0],

_42 _
0<e !’ et

+0o +00
. ’ —_— —_— 2 .
Or on a vu en exemple que I'intégrale / e~'dt converge donc / e”"'dt converge aussi.
1 1

— ATTENTION |

b
Comme dans le cas des séries, quand on étudie une intégrale / f ou f est une fonction
a

b

continue par morceaux réelle positive. On peut toujours calculer I'intégrale f dans
a
[0, +00] et 'intégrale converge si et seulement si 'intégrale a une valeur finie.

1.4 Intégrabilité sur un intervalle de la forme [q, +oo|

+00
Le fait que l'intégrale / f converge peut se voir comme le fait qu’une série ) u, converge. Dans
a

beaucoup de cas on va vouloir montrer la convergence de I'intégrale via des majorations ce qui
implique de travailler avec des fonctions réelles positives. Pour cela nous allons avoir besoin d’une
notion qui généralise la convergence absolue des séries.

Définition 3.8 (Fonction intégrable)

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, +co[. On dit que f est intégrable sur [a, +oo|

+00

+00
ou que f converge absolument si/ |f| converge.
a

a
On note L' ([a, +oo[, K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, +oo[ d valeurs
dans K qui sont intégrables.

80



Remarques :

1. Si f est continue par morceaux sur [a, +oo[ alors |f| aussi.

+00
2. Dans le cas ou f est une fonction positive, f intégrable est équivalent au fait que / f
converge. ¢

Exemple : Soit f : t > < la fonction f est intégrable sur [1,+oco[. En effet |f] : t ‘;—Z

2 :t—zet

+00
/ —dt converge car 2 > 1.
P

—{ Théoréme 3.9 }

+00
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,+oo[. Si l'intégrale / f est absolu-
a

+00
ment convergente alors 'intégrale / f converge.
a

Remarque : C’est 'analogue du théoréme qui dit que si une série est absolument convergente alors
elle est convergente.

Démonstration : Il suffit d’adapter la preuve du théoreme analogue pour les séries.

f+1fl fl-f

— On suppose que f est a valeurs réelles. On pose f; = 5 et L = — De sorte que

f=fi-f.
+00
Maintenantona 0 < fi < |f|et0 < f2 < |f|car—|f]| < f < |f|.Onendéduitque/ fi et
a

+00 +0o
/ f- convergent et donc par linéarité / f aussi.
a a

— On suppose maintenant que f est éventuellement a valeurs complexes. On pose f = fi + ifs
avec f et f, a valeurs réelles. On a alors

Ifil < Ifletlfal <IfI.
En effet soit z = a +iff € C,on a |a|] = Va? < Ja? + f? = |z|. De méme |f| < |z|. De ce

+00
fait, la convergence de / |f| implique de f; et f, sont intégrables sur [a, +oo[ et donc, en
a

+00 +00
appliquant le cas réel ci-dessus on obtient que / fiet / f> convergent. On en déduit
a

a

+00
que / f converge par linéarité.
a

— ATTENTION |

Comme dans le cas des séries, la réciproque du théoréme précédent est fausse. Il existe des
+00 +00
fonctions f telles que / f converge mais / | f| ne converge pas.
a a

On dit dans ce cas que I'intégrale est semi-convergente.

3 sin t
Exemple : Etudions, f : t — - sur |7, +0co].
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+00
— Montrons que / f converge :
T

(n+1)x sint
On va utiliser le théoréme spécial pour les séries alternées. On pose u, = / - t
niw

On sait que le signe de Lrt” sur [nrz, (n+ 1)x] dépend de la parité de n.Onau, >0 < n

pair.
m||w—/wmm“% /wmm“%
n+ll = [%n| — -
(n+)r 4 nr t
sin ¢

car t — >+ garde un signe constante sur les intervalles d’intégration. On a donc en posant
v =t — 7 dans la premiére intégrale

(n+) | : + (n+) | : ¢ (n+1) 1 1
[tnet|—|un| = / Mdv—/ |Sl;1 |dt = / | sin ¢| (— - —) dt < 0.
n n n

De plus

T o+ T T t+mr

Pour finir,

(n+1) 1 +1
lu,| < / ;dt = [In¢] 07 = ln(n ) — 0
n

T n n—+oo

On peut donc appliquer le théoréme spécial pour les séries alternées ce qui nous donne que la
série )’ u, converge.

n (n+1)
On remarque que pour tout entiern > 1:  u; = / f.
k=1 T

X
Donc si on pose F : x — / f(t)dt on a que (F(nm))nen+ converge vers une limite que 'on
T

peut noter L.

Maintenant pour tout x > =, on note p l'entier tel que pr < x < (p + 1)7m. Clest-a-dire

p= Lx/).
Fu%ilmf+4:f=F@w+A:f

On peut donc écrire
D’apreés ce qui précéde, quand x — +oo, alors p — +oo et donc F(pr) — L.

x (p+1)m 1
/ fl< / ldt =In (ji)
pr pr t P

Il tend donc vers 0 quand x (et donc p) tend vers +co.

Quant a 'autre terme, on a

+00

+00
En conclusion, / f converge (et f=1L).
T

T

Remarque : Nous verrons un peu plus loin une autre méthode un peu plus simple pour
retrouver ce résultat.

— Montrons que f n’est pas intégrable sur [, +oo[. En reprenant les notations ci-dessus, on a

pour x =
x pr p-1 (k+)7 | i 4
[iaz [Tin=Yuonn= [ Ea
T s =1 km t
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Or,

1 (k+1)77.' 1 T 1
=z — int|dt = —— intdt = ——.
%2 k+ ) /k,, |sin] (k+1)7 /0 s (k+ 1)

+00
On en déduit que la série }; vy diverge et donc / |f| aussi.
/4

1.5 Théorémes de comparaison

Proposition 3.10 (Théoréme de comparaison)

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, +oo|.
1. Si f = O (g) alors I'intégrabilité de g implique I'intégrabilité de f.
+00

2. Sif o9 alors I'intégrabilité de g est équivalente a I'intégrabilité de f.

Remarques :
1. Sif= 9 (g) alorsona f = 80 (g) de ce fait I'intégrabilité de g implique celle de f.
2. Sipourtoutx € [a,+oo[, |f(x)| < |g(x)| alors f = +(Zo (g) de ce fait I'intégrabilité de g implique
celle de f.
Démonstration :

1. Si f = O (g), il existe un voisinage [a’, +co[ de +co et une constante C tels que sur [a’, +oo[
+00
+00 +o00

lg| converge et donc / |f| converge par com-

al

|f] < C.]g|. Comme g est intégrable, /

a/
+0o

paraison pour les fonctions positives. On en déduit que |f| converge et donc que f est
a
intégrable sur [a, +oo[.

2. Sif+~ galors f = O (g) doncg € L'([a,+o[,K) = f € L!([a, +o[,K).De méme g = O (f)
0 +00 +00
donc f € L'([a,+o[,K) = g € L!([a,+o[,K). On en déduit que I'intégrabilité de g est
équivalente a I'intégrabilité de f.

O

— ATTENTION |

Comme dans le cas des séries, ce résultat porte sur ’absolue convergence et n’est plus vrai

. e : 1
dans le cas de la convergence. Posons par exemple f : t — o ctgit e g On a

g= o (f) et/ f converge ¢ mais / g diverge.
+00 1 1

. . + sint
a. Cela se démontre en procédant comme pour Tdt.
1

Exemples :

+00 1
1. Déterminons la nature de / sin (t_2 dt.
1
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1.6

. (1 . . .
La fonction ¢ — sin (t_2 est continue par morceaux sur [1, +oo[. Comme sin x ~ x, sin (tlz) ~
0

+00

tlz. Ort — tlz est intégrable sur [1,+0co[ (vu en exemple précédemment et sera repris en

+00
1
fonctions de références) donc I'intégrale / sin (t_z) dt est absolument convergente donc
1
convergente.
+00 -
. sint
On peut retrouver le fait que / de est convergente.
T
+00
On sait que I'on peut majorer | sin ¢| par 1 mais cela ne permet pas de conclure car / ;dt
/4

est une intégrale divergente. On va avoir recours a une intégration par parties.

X : X X
sin ¢ —cost1¥ cost COS X 1 cost
/—dt:[ ] —/ —dt = — ———/ —dt
T t t d r 1 X T r L

Maintenant la fonction t — %ﬁt est intégrable [, +oo[ car |

Pour x > 0,

cost

L] < & etquet — 5 estin-
cost

t2

+00
tégrable sur [, +oo[. Cela implique que I'intégrale / dt est absolument convergente
T

cost
t2

X
donc convergente. Cela signifie que la fonction x +— / dt a une limite finie quand x
T

tend vers +oo.

X
. sin ¢ . .
— 0 donc la fonction x — Tdt a une limite finie quand x — +o0
X—+00
T

Cos X
X

De plus

N T sint )
c’est-a-dire que Td t converge et méme
T

400 . +00
sin 1 cost
/ —dt = —— — / —dt
- t T J, t?

Intégrales de réferénce

Proposition 3.11 (Fonctions de référence)

1. Lafonctiont — e % ou a € R est intégrable sur [0, +oo[ si et seulement a > 0. Dans

ce cas l'intégrable converge absolument et

+00
1
/ e dt = -
0 a

2. La fonction t +— ti“ est intégrable sur [1,+oo] si et seulement si @ > 1. Dans ce cas

Démonstration :

1. Voir ci-dessus.

2. Voir ci-dessus.

Remarques :
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1. 1l faut connaitre les conditions de convergence. Les valeurs des intégrales sont moins impor-
tantes et se retrouvent facilement.

2. On peut généraliser la premiére en prenant & € C. En effet pour ¢ € R, |e®f| = ¢¥(®)* On en
déduit que

La fonction ¢ — e®! ot w € C est intégrable sur [0, +oo] si et seulement R (w) < 0.

De plus, le calcul ci-dessus reste correct et

+00
/ eldt = ——
0

% Méthode : Croissance de x“f :
Le but de cette méthode est de montrer la convergence d’une intégrale sur [a, +oo[ en comparant

+00
. 1
aux intégrales / —dt.
a ta

S’il existe @ > 1 tel que t*f(t) est bornée au voisinage de +oo (ce qui est vrai si t*f(¢) o t €R)
—+00

alors f(t) = 80 (t%) Comme t tia est intégrable sur [1,+oo[, la fonction f aussi. Finalement

+00
I'intégrale / f est absolument convergente donc convergente.
1

+0o0

Exemple : On cherche la nature de In(t)e”*dt. On voit que t? In(t)e™" R 0 par croissances
—+00
comparées. De ce fait In(t)e™ = o (tlz) et donc In(t)e™ = O (tlz) Comme de t +— tlz est inté-
+00 +00

+0o
grable sur [2,+oo[, t + In(t)e™" aussi et donc / In(t)e"dt est absolument convergente donc
2

convergente.

Exercice : Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+00 +00 400 42 —\/?
cost e
/ —zdt ; / xsinxe *dx ; / dt

2 Intégration sur un intervalle quelconque

2.1 Intégrales convergentes

On va reprendre les définitions vues ci-dessus dans le cas des intégrales sur des intervalles semi-
ouverts de la forme |a,b] ola € RU {—c0} et b € R ou de la forme [a,b[ ol a € Retb € RU {+c0}
ou des intervalles ouverts de la forme ]a, b[ aveca € RU {—o0} et b € RU {+0c0}.
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Définition 3.12 (Intégrale convergente)

1. Soit f une fonction continue par morceaux sur |a,b] oia € RU {—o} etb € Reta

b b
valeurs dans K. On dit que 'intégrale / f converge si lim / f existe et est finie.
a =1 X

b
Dans ce cas on note/ f cette limite.
a

2. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b| ot a € R et b € R et a valeurs

b x
dans K. On dit que l'intégrale / f converge si lim / f existe et est finie. Dans ce
a x—=b J,

b
cas on note/ f cette limite.
a
3. Soit f une fonction continue par morceaux sur|a, b[ aveca € RU{—co} etb € RU{+0c0}

b
et a valeurs dans K. On dit que 'intégrale / f converge s’il existe ¢ €)a, b| tel que
a

b c
les intégrales / fet / f converge.
(4 a

Remarques :

1.

2.
3.

Dans le cas contraire, on dit encore que 'intégrale diverge. On parle encore de la nature de
I'intégrale.
Dans le cas 2, si b = +o0 on retrouve la définition vue ci-dessus.

Dans le cas d’un intervalle ouvert de la forme ]a, b[, en utilisant la relation de Chasles on voit
que la nature et, le cas échéant la valeur, ne dépend pas du réel ¢ que 'on prend. En effet pour
(c,c’) €la,b[?ona

c c b b
( / f converge ssi / f converge) et ( / f converge ssi / f converge)
De plus,
c b c c c b c b
SRy AT AV AESY e ARA

Dans le cas ou a, b sont des réels. Si on suppose que f est une fonction continue par morceaux

b
sur le segment [a, b], 'intégrale / f converge et
a

/ | / |
a a
La formule ci-dessus affirme que I'intégrale vue en premiere année coincide avec l'intégrale

généralisée puisque dans ce cas, comme f est continue par morceaux sur le segment [a, b],
elle est bornée sur [a, b]. Si on note M = sup,.c(,; |f(x)], on a

/abf—/axf:/xbf < M(b-x) = 0

Ceci est en particulier vrai si la fonction f est continue par morceaux et définie sur |a, b] ou
[a, b[ et qu’elle se prolonge par continuité en une fonction continue par morceaux sur [a, b].

Exemples :
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-1
1
1. L’intégrale / t—2dt converge puisque pour x < —1,

-1 1]} 1
—dt=|--| =1+= — 1
x 1 t], X x——

1
1
2. L’intégrale -/0 t_zdt diverge puisque pour x €]0, 1[,

' 1] 1
—dt=|——=| =-1+—-— — +0
R t X x—0%

X
Notation : Dans la suite on travaille sur un intervalle I de la forme |a, b], [a, b[ ou ]a, b|[.

Pour f € €. (1,K) dont I'intégrale converge, on notera / f pour fa ’ f.
I

2.2 Propriétés

Proposition 3.13 (Linéarité)

L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I a valeurs dans K dont I'intégrale
converge est un sous-espace vectoriel de ¥.# (I,K) et application qui associe a une telle
fonction son intégrale est linéaire.

Démonstration : La démonstration est similaire a celle du cas ou I = [a, +o0[. O

Proposition 3.14 (Positivité - Croissance - Relation de Chasles)

1. Soit f une fonction continue par morceaux sur I dont I'intégrale converge. Pour tout

c €la,bl, , i .
Jo=foe s

2. Soit f une fonction continue par morceaux sur I réelle positive dont I'intégrale
converge.

Ona/f?O.
I

3. Soit f et g deux fonctions réelles continues par morceaux sur I dont les intégrales
convergent.

Sif?galors/f?/g.
I I

4. Soit f une fonction continue sur I réelle et positive dont I'intégrale converge. Si

/ f =0etIn’est pas réduit a un point alors f est la fonction nulle.
I

5. Soit f une fonction continue par morceaux sur I a valeurs dans K intégrable,

[1< [n
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Démonstration :
1. La démonstration est similaire a celle du cas ou I = [a, +oo[.
2. La démonstration est similaire a celle du cas ou I = [a, +oo].
3. La démonstration est similaire a celle du cas ou I = [a, +oo].

4. On peut adapter la preuve faite sur les intervalles de la forme [a, +oo[, on peut aussi faire une
démonstration par I’absurde. Si on suppose que I n’est pas réduit a un point et que f # 0,
il existe xo €]a, b[ tel que f(xy) > 0. Par continuité de f, il existe ¢ > 0 tel que pour tout

X €]xg — & x0 + €[,
f(xo)

fx) >

Par relation de Chasles et positivité on a alors

L= [T [ rs [T s 0x I8 < g 0

C’est absure.

On a donc montré que f = 0.
5. — Traitons d’abord le cas d’une fonction réelle. On suppose que f € €. (I,R).

On sait que /fconvergeetque—|f| < f<|f] donc—/lfl </f</|f|
I I I I

[1< [

— Soit f une fonction a valeurs complexes. Notons f, et f; les parties réelle et imaginaire

Cela implique que

de f. On note aussi A et B les parties réelles et imaginaires de [ f :

I
/If:/1ﬁ+i/zﬁ:A+iB

Si on suppose que B = 0 et donc /f = /ﬁ On en déduit que
I I

'[ﬂ=jﬁ<ﬁﬂ<[m

La derniere inégalité venant du fait que pour tout nombre complexe z, |R(z)| < |z|.

Dans le cas général, notons ¢ un argument de / f (qui n’est pas nul, car sinon, on est
I

dans le cas précédent). Posons g : t — f(t)e”'?. On en déduit que

[o= [swera=en [ ria

D’apreés la définition de ¢, / g est réel. On peut appliquer ce qui précede a g.
I

[}:ué<[m=[m
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2.3 Intégrales des fonctions positives et fonctions intégrables

Proposition 3.15 (Convergence de |'intégrale d'une fonction positive)

Soit f et g deux fonctions réelles positives continues par morceaux sur I. On suppose que

b b
0< f<gSi / g converge alors / f converge.
a a

Démonstration :

— Lecasoul = [a,b[ avec b € R est similaire au cas ou I = [a, +o0].
b
— Sil =]a,b] ola € RU {—o0} et b € R. Consideére la fonction F : x / f. Comme f est

X
positive elle est décroissante. On en déduit que F a une limite en a* dans R U {+o0}.

b b
F<x></g</ g

b
La fonction F est donc majorée d’ou lim F(x) € R et donc / f converge.
X—a a

Cependant, pour x €]a, b],

c b c
— Si I =]a,b[. Soit ¢ €]a, b[. D’apreés nos hypotheses, / get / g convergent donc / f et
a C a

b b
/ f convergent d’ou / f converge.
c a

— ATTENTION |

Comme dans le cas des intervalles [a, +o0[, si f est une fonction continue par morceaux et

positive sur I, on peut toujours définir | f dans [0, +o0] avec la convention que / = +00
I I
si I'intégrable diverge.

| Définition 3.16 |

Soit f une fonction continue par morceaux sur Uintervalle I et a valeurs dans K. On dit que

b
la fonction est intégrable sur I ou que l'intégrale / f converge absolument si I'intégrale
a

b
/ |f| converge.
a

On note L'(I,K) ’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I a valeurs dans K qui
sont intégrables.
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Proposition 3.17

b b
Soit f € €. (I,K). Si / f converge absolument alors / f converge.
a a

Démonstration : 1l suffit d’adapter la preuve du résultat similaire pour une fonction continue par
morceaux sur [a, +oo].

Proposition 3.18 (Théoréeme de comparaison)

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur I.
1. Sil =[a,b[ avec b € RU {+c0}.
- Sif= (b) (g) alors 'intégrabilité de g implique I'intégrabilité de f.
— Sif ~9 alors I'intégrabilité de g est équivalente a I'intégrabilité de f.
2. Sil =]a,b] aveca € RU {—o0}.
— Si f = O (g) alors l'intégrabilité de g implique l'intégrabilité de f.
— Sif ~ ; alors I'intégrabilité de g est équivalente a I'intégrabilité de f.

Démonstration : Comme ci-dessus. m]

Proposition 3.19 (Fonctions de référence)

1. En +oo (Rappel) :

% ou a € R est intégrable sur [0, +oo[ si et seulement a > 0.

— La fonction t + e~
— La fonction t + ti“ est intégrable sur [1,+oo] si et seulement si & > 1.
2. En0:

La fonction t — tia est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si @ < 1. Dans ce cas,

1
1 1
/—dt:
0 t* 1—«a

Démonstration :
1. Déja vu.
2. — Sia=1Soitx €]0,1],

Ldt
/ - = [Int]} = —In(x) — +o

x—0t
Donc t — % n’est pas intégrable sur 0, 1].

— Sia # 1. Soit x €]0,1],
Ydr
_

On en déduit que ¢ - 7 est intégrable si et seulement si & < 1. Dans ce cas,

1
1 1
/—dt:
0 t* 1—«a
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Remarques :

1 1 dt
1. On a en particulier que /0 = diverge alors que — converge.

0o Vi

2. Nous verrons plus loin les changements de variables qui permettent de ramener I’étude de la
nature d’une intégrable a une étude en 0 ou en +co.

— ATTENTION |

1 +00
1 1
On utilise trés souvent les intégrales / t—adt et / t—adt. Il faut bien connaitre les
0 1

conditions de convergence et ne pas les mélanger.

% Méthode : Croissance de x“f :

Le but de cette méthode est de montrer la convergence d’une intégrale en comparant aux intégrales

S’il existe @ < 1 tel que t*f(t) est bornée au voisinage de 0 (ce qui est vrai si t*f (1) = t{ € R)
t—

1
alors f(t) = (0) (tia) Ort — tia est intégrable car « < 1. On en déduit que / f est absolument
0

convergente donc convergente.
La plupart du temps, on applique cela en prenant o = % et en étudiant t — Vif(t).

Exemples :

1
1. Etudions la nature de / (Int)dt.
0

La fonction t +> Int est continue par morceaux sur ]0,1]. On sait que plus que VtInt — 0

t—0*

doncInt = (0) (é) On sait que t +— % = L est intégrable sur ]0,1] car % < 1. On en déduit

1
)
1
que / In tdt est absolument convergente donc convergente.
0

Dans ce cas, on pouvait aussi remarquer que pour x €]0, 1],

1
/ Intdt = [tInt—t]1 = (0-1) - (xInx - x) — 1
x —0*

1
On en déduit que / (Int)dt converge et que
0

1
/ Intdt = -1
0

+00 1
1 1
2. Soit a € R, 'intégrale / t—adt diverge. En effet, si @ > 1 alors / t—adt diverge etsia < 1
+00 1 0 0
c’est / —dt qui diverge.
T
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+00

3. Ftudionslanature de /

—00

+00 +0oo
e~ dt oua > 0. On sait que / e %' dt converge et / e dt =
0 0

1 A at 1 3. , , .7
—. Par le méme calcul, e“dt converge et vaut —. L’intégrale étudiée converge donc et
—oo a

a
+00
2
/ e~ltlgy = 2,
oo a

** est intégrable sur R.

4. Lafonctiont — e~

+00

2 .
Eneffet, t — e 2est 2contmue par morceaux o . je plus / o dp = N (intégrale de
sur R. De plus, t°¢”" — 0. On a donc

t—+o00

—00

, Gauss).
e = o (tlz) Comme t tlZ est inté-

+00

grable sur [1,+co[ et que | — oo,—1] les in-

+00 1
étgrales / e dt et / e dt convergent

1
car elles sont absolument convergentes. Fina-

+0o
2
lement / e”"'dt converge (et donc t

12 L .
e"" est intégrable car c’est une fonction po-

sitive).

(TBC)

2.4 Méthodes de calculs

Nous allons reprendre les méthodes classiques vues en premiere année - intégration par parties et
changement de variables - dans le cadre des intégrales sur un intervalle éventuellement ouvert.

Proposition 3.20 (Intégration par parties)

=2
Soit f et g des fonctions de classe ¢! sur I et (a,b) € I . On suppose que fg a une limite
finie en a et en b et on note

[fgle = lim fg() - lim fg(t).

Les intégrales / f'get / f¢’ sont de méme nature et si elles convergent,

/fg [f9l; /fg

Remarque : Dans le cas ou a et b appartiennent a I, on retrouve I’énoncé classique vue en premiére
année.

Démonstration : On considére ¢ €]a, b[. Soit x €]a,c[, on sait d’apres le résultat usuel de I'inté-

gration par parties que
/ flg=1f9l5 - / fq.
X X
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Comme fg a une limite finie en a par hypothese, / f’g converge si et seulement si / f¢ converge.

/fg [f9a /fg

On peut procéder de méme pour les intégrales de c a b.

Dans ce cas

On a bien montré finalement que les intégrales / fq et / f’g ont la méme nature.
a a

+00
Exemple : On pose pourn > 0, I, / t"e”'dt.
0

1

t2) de ce fait, pour tout

Commengons par voir que pour n > 0, t"*2¢™" — 0 donc t"e™" = o (

t—+00 +o

n > 0, I, est convergente.

Maintenant, on sait que pour tout n > 1, en posant

u(t) = uw'(t) = nt™!
o(t) = —e! v'(t)= et

On a u et v de classe 6! sur [0, +oo.

' =0 donc

+00 +00
_ S e _ _
I, :/ t"e tdt = [—t"e t]o +n/ t"le7tdt = nl,_,
0 0

+00
Orly= / e 'dt = [—e_t];roo = 1donc [; = 1,I; = 2 et de maniére générale, I, = n!.
0

De plus, lim —t"e

t—+400

. n . . c e
Exercice : Convergence et calcul de / (1—d t. On fera attention au choix de la primitive.
0

+1)?

Proposition 3.21 (Changement de variables)

Soit f une fonction continue sur |a, b et ¢ :|a, f[—]a, b[ qui est :
— bijective
— strictement croissante

— de classe €.

Les intégrales
e(p)

B
F(b)dt et / A
¢(a) a

sont de méme nature et sont égales en cas de convergence.

¢(p) b
Remarque : Ici, f(t)dt :/ f(t)dt
¢(a) a
Démonstration : Soit ¢ €]a, f[. Comme dans la démonstration du théoréme sur 'intégration par
c (o)
partie, on va se contenter de montrer que les intégrales / f(o(u)e' (u)du et f(t)dt ont la
a o(a)
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méme nature et qu’en cas de convergence elles sont égales. Le cas général s’en déduit en découpant
les intégrales en deux.

Soit x €]a, ¢[, on pose x” = ¢(x) et ¢’ = p(c). On sait alors que 'on a

R
x’ x
Cela se démontre en utilisant que

c p(c)
cr / fe(w)e' (u)du et c — / f(t)dt

’
ont la méme dérivée et d’annulent en x.

Regardons alors la nature de ces intégrales. D’apres les hypotheéses, lim ¢(x) = a donc
X—a

/fmma/ﬂmwwww

sont de méme nature et égale dans le cas de convergence.

On en déduit que
b 8
[ roae [ fowe @i

sont de méme nature et sont égales en cas de convergence.

Remarques :

1. 1l existe une variante avec un changement de variables ¢ :]a, f[—]a, b[ strictement décrois-
sant. Dans ce cas, on a a = ¢(f) et b = ¢(a) donc on compare

B a e(B)
[ rewgae [ pwar= [ s
a b ¢(a)
On voit que si f est positive, les deux termes sont bien négatifs car ¢’(u) < 0.

2. Si ¢ est une fonction de classe ¢! (donc continue) sur |a, B[ et strictement croissante, elle est
automatiquement bijective de |, B[ sur son intervalle image. L’énoncé consiste donc a dire
que

lim ¢(x) =aet limo(x) =0
X—a x—>[3

3. Apreés avec justifié que le changement de variable ¢ vérifie les hypotheéses (sauf dans les cas
usuels : fonctions affines, puissances, exponentielles, logarithme) on pourra utiliser les nota-
tions :

t = o(u);dt = ¢’ (u)du

Remarque : On peut utiliser le changement de variables dans les deux sens. Précisément, si on veut
b

calculer f(t)dt. On peut poser t = ¢(u) avec ¢ qui vérifie les hypothéses de I’énoncé. Il arrive

a
aussi que 'on pose u = /(t), dans quel cas le changement de variables avec les notations de I’énoncé
est t = ¥~ 1(u) ce qui ne pose pas de problémes car ¥ est bijectif. Il faut faire attention au fait que
1/~! soit encore de classe €.

Remarque : Ce théoreme justifie la méthode vue précédemment

Exemples :
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1. Déterminons la nature de I =

/2 dx
0 V6—x—x2

1
On commence par factoriser x? + x — 6 = (x — 2)(x + 3). On en déduit que x —

V6 — x — x?
est continue sur [0, 2[. Comme expliqué, on pose u = 2 — x; du = —dx qui est un changement
de variable affine. On sait alors que I'intégrale I est de la méme nature que

0 du ° du
]__‘/2 \/6—(2—u)—(2—u)2_/0 V5u — u?
1 1

V5u — u2 =0 5y

1 1

On sait que u — — est intégrable sur ]0, 2] doncu +— T On en déduit que l'intégrale
U Su—u

J est absolument convergente donc convergente et donc que I est convergente.

T Int

+ 12

Or

, . 1
2. Déterminons la nature et calculons dt en posant t = —.
u

0

On voit d’abord Int Int L) Done Fintégrale [ 24y
~  — = — . i .
n vol apor que 1+ t2 e t2 +?X, t3/2 onc n egra € : 1+ t2 converge

R Int ! U Int
De méme, ~ Intor In tdt converge donc
1+ 12 t-0 0 o 1+12

dt converge.
. 1, . o . L 1
La fonction ¢ : u +— — réalise une bijection strictement décroissante de classe ¢ de ]0, 1]
u

1 1
dans ]0, +co[. On pose ¢ = — et df = ——du. Donc
u u

 Int O In(1/u) -1 U lnu
= — _ _du=- du.
1 1+ 1 1+ (1/u)? u? o 1+u?

*© Int
/ dt = 0.
o 1+1t2

R : Not o 100 915966 s'appelle | tante de Catal
emarque 3 0 ons’ au passage que fl e 4 S app‘e e la constante de Catalan
(souvent notée K). C’est un nombre dont on ne sait pas s’il est rationnel ou non.

On en déduit que

Matheux (Eugene Catalan : 1814 - 1894)

Eugene Charles Catalan nait le 30 mai 1814 a Bruges, en Bel-
gique. Il intégre 'Ecole polytechnique (Promotion X 1833). Il est
expulsé de ’école 'année suivante pour son activisme républi-
cain. Il est autorisé en 1835 a reprendre ses études a Polytech-
nique et en sort diplomé.

La conjecture de Catalan stipule que la seule solution a I’équa-
tion x? —y? =1 oux,y,p et g sont entiersest x =3,y =2,p = 2
et g = 3. Elle est démontrée en 2002 par Preda Mihailescu.
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1+ 12

;dt en posant £ = e*. C’est un changement de variables dans I'autre

3. Calculons I = /

0
SEns.

Pour commencer l'intégrale est définie car la fonction est continue sur [0, 1].

On pose ¢ : t — e~! qui est €}, bijectif de 0, 1[ sur ]0, +oo[ et strictement décroissant. On a

donct = e ¥ et dt = —e *dx. Cela donne :
1 2 0 —-2x 400 x —X +00
1+t 1+e™™ _ e‘+e chx
/ 4dt = —/ —_4xe dx = / md?ﬁ'/ h dx
o 1+t +o0o 1+ € 0 e*+e 0 ch 2x

chx 3 chx
ch2x 1+2sh2x

On pose alors u = shx qui est un changement de variables valable de [0, +oco[ vers [0, +oo[
avec du = chxdx.

On utilisant les formules trigonométriques, on voit que

Cela donne

+00 d 1 +00 d 1 400
I :/ - —/ 2 V2 [arctan(\/iu)]0 =X
0 0

1+2u? 2 (1/V2)2 +u2 2

Int
1-—-t

1

Exercice : Calculer I = / dt. On pourra faire une intégration par parties, puis un change-
0

ment de variables.

Solution : Commencons par justifier la convergence de I'intégrale.

It (). Orlnt L) car viln(t) — 0d v
~ . = — —
= n rint= o v car VtIn(t) —> 0 donc i
Int t—1 ' Int
— En1, ~ =—V1i-t=—(1-1)2 donc/ dt converge.
V1i—t =l V1 -t 12 V1 —1t &

Calculons maintenant la valeur de 'intégrale par intégration par parties.

Int
1—-t

— EnoO

dt converge.

On pose
1
u(t) = Int u'(t) = "

o(t)= 2-2V1-—t o'(t) =

1
V11—t

0 et pour t — 0, v(t) ~ t donc
t—

On a u et v de classe €' sur ]0,1[. De plus, }m} u(t)o(t)
}in(l) u(t)o(t) = 0. On en déduit que

Int 2(1—\/ )
V11—t 0

I reste a faire un changement de variable. Onposeu = V1 —t <= t = 1—u? qui est un changement
de variable valide de [0, 1] sur [0, 1] avec dt = 2udu. Cela donne

0 1 1
2(1 —-u)u 2u 2
I:/ (—)du:—/ du:—2+/ du=-2+2In2.
. 1-u? o 1+u o 1+u

% Méthode : On a vu des intégrales de références sur [1,+o0o[ (et donc sur [a,+oo[ par la relation de
Chasles) ainsi que sur ]0, 1] (et donc |0, b] par Chasles). En général on se raméne a ces deux cas par
un changement de variables affine. Les changements de variables seront vus un peu plus loin mais
nous anticipons un peu.
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— Pour étudier une intégrale sur | — oo, b] on peut se ramener a [—b, +oo[ en posant u = —t et on
.. b o 00 . , ,

utilise que /_OO f(t)dt est de la méme nature que /_; f(—u)du. Ici on a échangé les bornes de
I'intégrale car du = —dt.

— Pour étudier une intégrale sur [a, b[ avec b € R, on peut se ramener a |0, c] en posantt =b—u

s b N b— \ ,

et on utilise que fa f(t)dt est de la méme nature que fo “ £(b — u)du. La encore on échange
les bornes de I'intégrale car du = —dt.

— Pour étudier une intégrale sur |a, b] avec a € R, on peut se ramener a |0, c] en posant t = a+u

et on utilise que /a b f(t)dt est de la méme nature que /Ob+a f(a+u)du.

1

2
Exercice : Déterminer la nature de / ——dt.
1 In(t)

AJOUTER /a ’ Voir programme.

|x —al*

2.5 Intégration des relations de comparaisons

Comme dans le cas des séries, on va voir que les relations de comparaisons : O, o et ~ sont compatibles
avec l'intégration. Il y a (comme pour les séries) deux cas, si les intégrales sont divergentes on va
comparer les intégrales, si elles sont convergentes on va comparer les restes.

Théoreme 3.22 (intégration des relations de comparaison)

Soita € Retb € RU {+00}. Soit g € €.# ([a, b[,R) une fonction positive.
Soit f € €. (|a,b[,C)

1. Cas des intégrales divergentes.

b
On suppose que 'intégrable / g est divergente.

@ Si£() = 0, (g(t) alors | f= o ( / xg)

) 5i70)= 0, (g ators 5= 0, (")
@ 50 ~ gwaors [~ [T

2. Cas des intégrales convergentes.

b
On suppose que l'intégrable / g est convergente.
a

b b
@ S = o (g() alors / f=xgb( / g)
b b
®) 51701 = 0, (gt ators [ 5= 0,( o)
b b
© Sif(D) ~ g(t)alors / ;- / g

Démonstration :

1. Cas des intégrales divergentes.
b
On suppose que / g diverge.
a
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(a) On suppose que f(t) = o (g(t)). Cela signifie que pour tout ¢ > 0, il existe b’ € [a, b[
tel que pour tout t € | b’ [ If(1)] < eg(t).
En particulier, pour x € [V, b],
x b’ x
A=l
a a b’
X
A+ / |f| ouA=
b/

X
A+£/ g
b/

X
A+e / g car g est positive
a

N

+

N

ne dépend pas de x

[

N

N

X

Or, par hypotheése, lin}) g = +oo. Il existe donc b” (que 'on peut choisir supérieur a
X— a . A
b’) tel que pour x > b”, / g=—.
a €

Pour x > b” > b’ on adonc:

/ f <2€/ g.
a a
Cela montre que / f= 2 ( / g)

(b) On suppose que f(t) = Ob(g(t)). Cela signifie qu’il existe b’ € [a,b| et M € R, tel que
t—
pour tout ¢t € [V, b[, |f(t)| < Mg(t).

En particulier, pour x € [V, b],

x b’ x
[ < | n+|[ ¢
a a b
x b’
< A+/ |f] ouA:/ f| ne dépend pas de x
24 a
< A+M g

b/

N

X
A+ M/ g car g est positive
a

X

Or, par hypotheése, lim g = +o00. Il existe donc b” (que 'on peut choisir supérieur a
a

X
b’) tel que pour x > b”, / > A.

I
Cela montre que / f= (/ )

(c) On suppose que f(t) o g(t).

Pour x > b” > b’ on adonc:

(M+1)/ax9

Cela implique que f(¢) = g(t) + t ob(g(t)) ouque f(t) —g(t) = tob(g(t)). On peut donc

appliquer ce qui a été vu en (a).
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Onobtientque/ f—/ g= o (/ f)etdonc/ f ~ / g
a a x—=b\Ja a x=b Jq

2. Cas des intégrales convergentes.
b
On suppose que / g converge. On remarque que dans les trois cas, les intégrales |f] et
b a
/ f sont convergentes. On peut donc considérer pour x € [a,b[ les intégrales / |f] et

/f

) On suppose que f(t) = 2 (g(t)) Cela signifie que pour tout ¢ > 0, il existe b’ € [a,b[
tel que pour tout t € | b’ LI ()] < eg(t).

En particulier, pour x € [b/,b],

b b b
fl< [ e[ g
X X
b
Cela montre que / f= 2 ( / g)

(b) On suppose que f(t) = Ob(g(t)). Cela signifie qu’il existe b’ € [a,b[ et M € R, tel que
t—
pour tout ¢t € [V, b[, |f(t)| < Mg(t).

b b b
fl< [ inen [ g
b
Cela montre que / f= . b( / g)
- x

(c) On suppose que f(t) o g(1).

En particulier, pour x € [V, b],

Cela implique que f(t) = g(t) + t ob(g(t)) ou que f(t) —g(t) = tob(g(t)). On peut donc

appliquer ce qui a été vu en (a).

b b b b b
Onobtientque/ f—/ g= ob(/ f)etdonc/ f Nb_/ g

Remarques :

1. Iy a des énoncés équivalents pour les fonctions définies sur |a, b] avec a € RU{—oco} etb € R.
2. Il n’y a pas de conditions sur la fonction f qui peut ne pas étre de signe constant ou méme
complexe, par contre la fonction g doit étre réelle positive.
Exemples :
Loar

1. On pose pour x €]0,1], f(x) = / ——. Comme on sait que smt ~ t, I'intégrale prew
o sin

Ldt
diverge car / " diverge. On en déduit que linol f(x) = +oo.
0 x—0*
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1
1

On cherche un équivalent de f en 0". Comme =— ~ 1 etque / ;dt diverge,

0

sint 1—0 t

L dt

f&) ~ | T =)

X
2. Soit @ > 0, on chercher un équivalent de / (Int)%dt.
1

On integre par parties,

[ tnora = rno ;- [ anneiae
1 1

X
Maintenant, / (Int)“dt diverge de maniére évidente et (Int)* ! = o ((Int)*) donc
1 +0o

a/ (Int)* 'dt= o (oc/ (lnt)“)dt
1 X—+400 1

/x(ln H%dt ~ [t(Int)*]] ~ x(Inx)®.
1 +00 +

De ce fait,

00

*Ot +sint
t3

3. Cherchons un équivalent de / dt pour t — +oo0.

X

Ona 252l ~ 4 donc I'intégrale converge.

£ t—+00
+00 : +00
t+sint 1 1
/ t3 dt +Zo / t_zdt = )_(
X x

3 Les théoremes de Lebesgue

Cela donne

On veut étudier si on peut intervertir une limite et une intégrale. Précisément si on dispose de
fonctions f, définies et intégrables sur I, a-t-on

lim [ f, = / lim f,?
n—oo 1 I n—oo
Par exemple, est-il vrai que

1 1
lim x"dx = / (hm x”) dx
n—oo 0 0 n—oo

3.1 Limite (simple) d’une suite de fonctions et d’une série de fonctions

Dans ce paragraphe X désigne un ensemble
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Définition 3.23 (Convergence simple)

Soit (f,) € Z (X,K)N une suite de fonctions et f € .# (X,K). On dit que la suite () converge
simplement vers f si pour tout x de X la suite (f,(x)) tend vers f(x). On a donc

Vx e X,Ve>0,AN e N,Vn e Nyn > N = |fu(x) — f(x)| < ¢
On dit alors que f est la limite simple de (f,) et on note

(f) = f

Exemples :

1. Pour X = R, la suite f, : x — x" ne converge pas (simplement) car pour x = 2 par exemple
fn(x) = +oo.

2. Pour X = [0, 1] la suite f; : x > x" converge vers f définie par

Fixes 0 six<1
' 1 six=1
3. Pour X = [0,1], la suite f; : x — %“

converge vers la fonction f : x — x.
4. On considere la fonction f, définie sur R par

0
x—n+1
—-x+n+1

six¢[n—1,n+1]
six € [n—1,n]
six € [nm,n+1]

foix

La suite de fonctions converge simplement vers la fonction nulle.

Exercice : Pour les suites suivantes définies sur [0, 1], déterminer si elles convergent simplement
et si oui déterminer la limite.

n
fa : x > sin(nx)

X ———
9n 1+n(x+1)

Remarque : Nous verrons plus tard une autre définition plus contraignante de la convergence d’une
suite de fonctions.

Proposition 3.24 (Unicité de la limite)

Soit (f) € Z (X, K)N une suite de fonctions et (g9, h) € Z(X,K)2.Si (f,) ﬁ, get(fy) E)
h alors g = h.
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Démonstration : 1 suffit d’utiliser 'unicité de la limite des suite d’éléments de K. O

Proposition 3.25 (Linéarité)

Soit A, p deux scalaires. Si (f;) °, et (gn) £, g alors (Af + 11gn) S Af + ua.
H g9 g H9g H9

3.2

Interversion de lim et /

On veut voir si, quand ( f;) <, f,lalimite des intégrales des fonctions f;, est-elle égale a la 'intégrale
de la fonction f.

Exemples :

1.

0 six#1

Sify x> x"sur [0,1] quiconvergeversf:xH{ 1 six <1

[
[0.1]

Si fy : x ¥ nx" sur [0, 1[ qui converge vers la fonction nulle. Cela ne fonctionne plus. En effet,

On a .
K

n+1

1
= e 0 = f
0 n+ 1 [0,1]

1
n
les fonctions f, sont intégrables sur [0, 1] et I,, = / fo = ——t Par contre (I,) — 1 # 0.
0 n

On reprend la suite de fonction ( f;) définie par

0 six¢[n—1,n+1]
foix—> 4 x-n+1 sixe[n-1n]
-x+n+1 sixe[nn+1]

+00
5 cs .
La encore (f,) — 0. Par contre, pour tout entier n, I,, = / fn = 1. On trouve donc que
0

(I,) > 1+#0.

3.3 Théoreme de convergence dominée

Théoreme 3.26 (Théoréme de convergence dominée)

Soit (f,) une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I a valeurs dans
K. On suppose

i) La suite (f;) converge vers une fonction f continue par morceaux

ii) (Hypothése de domination) : Il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que pour
tout entier n, |f,| < ¢.

Alors f est intégrable sur I et

lim fn:/f
n—oo I I
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— ATTENTION |

L’hypothese importante est ’hypothése de domination. Les hypothéses de continuité par
morceaux des fonctions f, et de la fonction limite f ne sont la que parce que I'on utilise en
CPGE l'intégrale de Riemann et non l'intégrale de Lebesgue. Le programme officiel dit :
Pour I’application pratique des énoncés de ce paragraphe, on vérifie les hypothéses de conver-
gence simple et de domination, sans expliciter celles relatives a la continuité par morceaux

Remarques :

1. Ce théoréme est difficile a démontrer et est admis.
2. Le fait que les fonctions f, soient intégrables découle de I'hypothése de domination.
Exemples :
1. Reprenons f, : x — x" sur [0, 1]. On peut dominer par ¢ : x — 1. Le résultat est donc obtenu
par le théoreme.

2. Reprenons
0 six¢[n—1,n+1]
foix—> {x-—n+1 sixe[n-1n]
—x+n+1 six € [nn+1]

La meilleur majoration possible est par ¢(x) = sup,cy | fn(x)| qui n’est pas intégrable.

"+ et th+e!
continues. On étudie la convergence simple de la suite de fonctions (f;) :

+00
dt
3. On pose I, = / . Pour n > 0 on considére les fonctions f, : t = =~ qui sont
0

1/e sit<1
fu(t) — f(1) =4 1/(1+¢€") sit=1
e 0 sit>1

De plus, pour tout ¢, | f,(¢)]| < e—lt = e~!. La fonction ¢ : t > e~ est une fonction intégrable sur

[0, +00[. On en déduit que
In—>/ f:/ eldt=1-~.
0 0 €

n n
4. On pose I, = / (1 - J—C) dx. On cherche la limite de I, quand n — oo.
0 n

Ici, Uintervalle d’intégration dépend de n. Pour cela on pose

(1-%)" six<n
. n
f"'x'—){O sinon
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De ce fait,

:/O+Oofn

On utilise alors que In(1 + x) est concave et donc Vx > —1,In(1+ x) < x. En obtient alors que
pour tout entier n et x < n,
x x
In (1 - —) < -=
n n

x\n

fo(x) = (1 - ;) <e ™

Cette inégalité est encore vraie si x > n. La fonction ¢ : x — e est intégrable sur [0, +oo][ et
domine la suite (f,).

Maintenant, pour x fixé, f,(x) — e .

D’ou

+00
On en déduit que (I,) — / e dx = 1.
0
5. On veut calculer lim nx"dx.
n—+oo 0
On ne peut pas appliquer directement le théoréeme de convergence dominée. En effet, si on

Ccs
pose f, : x — nx", il est clair que sur [0, 1[, (f,) — 0. Cependant, on ne peut pas obtenir
d’hypotheése de domination. En effet on cherche ¢ une fonction telle que

Vx € [0,1[,Vn €N, f(x) < ¢(x)

Pour cela, a x fixé, on étudie la fonction ¢t + tx!. Via une dérivation, on vérifie que cette

fonction atteint son maximum pour ¢ = —ﬁ. On est donc amené a poser
1 —L 1
QX ——x by = —
Inx elnx

Cette fonction, n’est pas intégrable car In x ~ X 1.
X—

Pour cela on réalise le changement de variables u = x". On en déduit que

1 1
/ nx"dx = / udu.
0 0

Comme pour u > 0, Y/u — 1 et que les fonctions sont dominées par ¢ : u — 1, 0on a

1 1 1
lim nx"dx = lim fudu = / 1du = 1.
n—+eo Jq n—+co Jq 0
% Méthode : On se donne la suite de fonction (f;,) qui converge simplement vers une fonction f et on
cherche une fonction ¢ qui réalise la domination.

— Il peut y avoir une domination « évidente » : majorer | sin(¢)| ou | cos(t)| par 1; majorer t"
| sin ¢|"

7~ sur [0, +oo[. La suite de fonctions

sur [0, 1] par 1... Par exemple si on considere f, : ¢
(fn) converge simplement vers

0 S%ti%[ﬂ]
sit=7[r]

f:t|—>{

1+t2

De plus, en posant ¢ : t m qui est intégrale on a bien que pour tout entier n, |f,| < ¢.
Finalement,

e AL
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— At fixé, la suite (|f,(t)|) peut étre monotone. Si elle est décroissante, on peut prendre ¢ = |fy|;
si elle est croissante, on peut prendre ¢ = |f].

— Dans le cas général, la « meilleure » fonction a prendre est ¢ : t — sup |f,(?)]. Elle peut étre
neN
difficile a calculer. Cela peut nécessiter une étude des variations par rapport a n (et a ¢ fixé)

du terme |f,(1)].

3.4 Théoreme de convergence dominée - Cas continu

On peut généraliser ce théoréme au cas ou le parameétre n’est plus entier mais réel.

Théoreme 3.27 (Théoréme de convergence dominée - cas « continu »)

Soit (fy)ye; une famille de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I et a
valeurs dans K. On suppose

i) Pour tout x de I, y — f,(x) admet une limite finie notée f(x) quand y tend vers
Yo € J.
ii) La fonction f est continue par morceaux.

iii) (Hypothése de domination) : Il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que pour

touty € J, |fyl < o.
lim /fy:/f
Y=Y J1 I

Alors f est intégrable sur I et

Remarques :

1. Les deux premieres hypothéses sont les analogues du fait que (f;) converge simplement vers
f continue par morceaux.

2. La encore, I'hypothese de domination implique que les f, sont intégrables sur I.

3. Le programme officiel stipule qu’il n’est pas nécessaire d’évoquer la condition ii).

Démonstration : Considérons une suite (y,) d’éléments de J tendant vers y, (ce qui est possible
par définition de J). On pose f, = f,, .

Les hypothéses i) et ii) affirment alors que la suite de fonctions ( f;) converge simplement vers f. On
peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée « classique ». On obtient en particulier

que f est intégrable et que
lim / fon = / f.
eI I

Maintenant, on peut faire cela pour toute suite (y,) tendant vers yy. On conclut alors en utilisant la
caractérisation séquentielle de la limite. O

Exemple : Pour tout y € Ry on pose

fy: Ry — R

e Yt

1+1¢2

On veut étudier lim / fy(y)dt.
Yo+ Jq
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i) Pour tout ¢t de Ry, y — f,(¢) admet une limite finie notée f(x) quand y tend vers y, € +o0. Il
suffit de poser

1 sit=0
f't'_){O sinon.

ii) La fonction f est continue par morceaux.

iii) (Hypothése de domination) : Il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que pour tout

y € ], Ifyl < ¢. On peut prendre ¢ : t

1412
On en déduit que f; et f sont intégrables et

1 (o] e—yt d (o]
im = = 0.
+ t2 ,/0 f

y—+oo J 1

3.5 Intégration terme a terme d’une somme d’une série de fonctions

‘ Définition 3.28 (Convergence simple des séries de fonctions) ‘

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur X et a valeurs dans K.
n

On note pour tout entier n, S, = 3, fr € #(X,K). On dit que la série de fonctions ), f,
k=0

+00
converge simplement si (S,) converge simplement. Dans ce cas on note ), f, la limite que
n=0
Pon appelle la somme de la série de fonctions.

Remarque : Cela signifie que pour tout x de X, la série )’ f,(x) est convergente. De plus,
+00 +00
(Z fn) (x) = ) ful).
n=0 n=0

Exemples :

. . \ n ’ .
1. Sion considére f, : x = 77. La série }, f, converge et la somme est :

+00 +00 .X'n
an:xHZ—':exp(x).
n=0 n=0 n:

2. Sion considére f, : x — x". La série converge si on considere les fonctions définies sur | -1, 1|

et la somme est
+00
k 1
S:x Zx =
1—-x
n=0
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Théoreme 3.29 (Intégration terme a terme - cas positif)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I a valeurs dans R;. On suppose
+00
i) La série de fonctions converge (simplement) et on note S : x — » f,(x) la somme
n=0
ii) Les fonctions f; et S sont continues par morceaux.

iii) Les fonctions f, sont intégrables.

WESE

En particulier, la fonction S est intégrable sur I si et seulement si la série fl fn converge.

Alors, dans [0, +o0]

Remarques :

1. Ce théoreme est admis.
2. Le programme officiel stipule que dans I’application de cet théoréme, il n’est pas nécessaire

de vérifier que les fonctions f, et S sont continues par morceaux.

Exemple : Pour n > 1, on considére f, : t — m%)" définie sur |0, +oo[. On s’intéresse a la série de
fonctions }; f;. On reconnait une série géométrique de raison 0 < ﬁ < 1lcart > 0.0On en déduit
nz1
que la série de fonctions }; f, converge vers S ou
nz1

= 1 1 1 1
S:t—> = X = —
;(1+t2)” 1+12° 1--L g2

1+t2

* 1 0 1
Comme on sait que —dt = 400, la série ————dt diverge.
4 /0 2 2 /0 (1+t2)n &

n>1

Théoreme 3.30 (Intégration terme a terme)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I. On suppose
+00

i) La série de fonctions converge (simplement) et on note S : x — 2 f,(x) la somme
n=0

ii) Les fonctions f, et S sont continues par morceaux.
iii) Les fonctions f, sont intégrables.
iv) La série ) fI |fz| converge.

Alors la fonction S est intégrable et

WESYE

Remarques :

1. Ce théoréme est admis.
2. Le programme officiel stipule que dans 'application de cet théoréme, il n’est pas nécessaire
de vérifier que les fonctions f; et S sont continues par morceaux.
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Exemple : Pour tout entier naturel n, on pose donc f, : x > x*" In x définies sur ]0, 1[. On considére
la série de fonctions }; f,. Elle converge vers S définie par On considere la série de fonctions sur
10,1[ :

+00 1
on _ Inx
Sx > x"Inx =
1—x?2
n=0

Pour n > 0, les fonctions f; se prolongent par continuité en 0 donc elle sont intégrables sur [0, 1[.
Pour fj, en 0, fy(x) = In(x) = 0 (1/+/x) car vx In(x) —> 0. Donc fo est aussi intégrable.
X—

! /1 x*dx 1
o Jo 2n+1  (2n+1)2
En appliquant le théoreme, S : x +— 1“"2 est intégrable et
/1 In x Z _ 3§(2)
o 1—x2 (2n+1)2_ 4

n(1
Exercice : Calculer / M
0 X

De plus, pour tout entier n,

1 2n+1
x Inx
/ Inxdx = | ——=
0 2n+1

On en déduit que la série }; /I |fa| converge.

k
)k lx

dx. On pourra utiliser que pour x €]0, 1[,In(1+x) = Z( 1 -

k=1

Exemple : 1l est possible que le théoreme d’intégration terme a terme ne puisse pas s appliquer
mais que 'on peut quand méme obtenir une interversion terme a terme en calculant les sommes
partielles et en utilisant le théoréme de convergence dominée.

(=Dn
(1+£2)n
2. gn- On reconnait une série géométrique de raison —
nz1

la série de fonctions }; g, converge vers G ou
nz1

2 (=1)" 1 1 1
Girm Y UL L, __
(1+t2)n 1+ t2 1+m 2+ 12

Pour n > 1, on considére g, : t — définie sur |0, +00[ On s’intéresse a la série de fonctions

1 L 1.
1+t2 et| 1+t2 < 3 cart > 0. On en déduit que

On a vu précédemment que la série Z / m divergeait. On ne peut pas appliquer le théo-
nz1
réeme d’intégration terme a terme. Par contre, on peut le faire en écrivant les sommes partielles.

N
Notons Sy = 2 gn:
n=1

N
N 1—- (=L
o1 ()
Sn(t) = =
w(®) nzz;(l+t2)” 2+t
On voit que la suite (Sy) converge simplement vers la fonction G : ¢t — . De plus, pour tout

2+t2
entier N,
1

1+ — 2
ISv(1)] <« —2E <
2+ 12 2+ 12

Lafonctiont # est intégrable. On peut donc utiliser le théoreme de convergence dominée :

( )n ( 1)” L i w mi__i
Z/ (1+t2)nd N—’+°°Z/ 1+ dr = o 0 St = /o 2412 942
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CHAPITRE 4

Polynome caractéristique et réduction

1 Polynéme caractéristique

1.1 Polyndme caractéristique d'une matrice carrée . .................
1.2 Polynome caractéristique d'un endomorphisme ... ...............
1.3 Multiplicités . ... ...
1.4 Polynéme caractéristique d’une matrice triangulaire ... ...........
15 Polynéme caractéristique d'un endomorphisme induit .............
2 Matrices et endomorphismes trigonalisables

21 Défintions . ... ...
2.2 Critere de trigonalisabilité ... ... ... ... ... .. .. ... ... . .....

3 Matrices et endomorphismes nilpotents
3.1 Définitions . ... ... ...

3.2 Critere de nilpotence . . ... ... .. . . . ...

Dans ce chapitre K désigne R ou C. La plupart des résultats restent vraies pour n’importe quel

corps.

1 Polynéme caractéristique

1.1 Polynéme caractéristique d’'une matrice carrée

OnavuquesiAe .#,(K) et ek,

AeSp(Ad) & A-AL, ¢GL,(K) & det(A-AL,) =0

Définition 4.1 (Polynéme caractéristique)

le polynome
xa = (-1)"det(A — XI,) = det(XI, — A).
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Remarque : Pour définir proprement ce qui est au dessus, on travaille avec A— X1, € .#,(K[X]).On
peut construire un déterminant comme dans le cas des matrices a coefficients dans un corps.

Proposition 4.2

Avec les notations précédentes, y4 est un polynéme unitaire de degré n.
De plus y4(0) = (—1)" det(A).

Démonstration : On note A = (a;;). On a alors

X —ay —dai2 tet —Aain
—dazi1 X—axp - —dz2n
XA =
—an1 —an2 <o X —app

On pose pour tout (i, j) € [ 1; n]]?,
X - aij Ssii :j
bij = .. .
—aij S11+#
On remarque en particulier que si i et différent de j, b;; est un polyndme de degré 0 alors que

pour i = j, b;; est un polynome de degré 1. Par la définition du définition le déterminant d’une
matrice,

XA = Z g(o-)ba(l)l T bO'(n)n

ceS,

Or, pour tout 0 € &, by(1)1 - bo(n)n €st un polynéme de degré au plus n (comme produit de n
polynomes de degré au plus 1). On en déduit que y4 est un polynéme de degré au plus n.

De plus, le seul terme qui est de degré n est celui obtenu pour o = id :

bin X oo Xy = (X —a11)(X —azz) - (X —apy) =X"+---
On en déduit bien que y4 est unitaire de degré n.
Pour finir, y4(0) = det(—A) = (—1)" det(A). O

Remarque : 1l arrive que 'on trouve aussi la définition y4 = det(A — XI,) (sans le (—1)"). Cela
ne change pas beaucoup (a part qu’il n’est plus toujours unitaire) car on va surtout s’intéresser aux
racines.

Proposition 4.3

Soit A € #,(K) et 1 € K.
AeSp(A) = ya(d) =0.

Exemples :
0 2 -1
1. SoitA=| 3 -2 0
-2 2 1

Son polynéme caractéristique est

-X 2 -1
a=1)% 3 —2-X 0 |=X’+X -10X+8=(X-1)(X+4)(X-2)
-2 2 1-X
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On a donc Sp(A) = {-4,1, 2}.

2. SoitA:(a b).Ona
c d
X—-a —b 2
)(A(X):‘ ‘:(X—a)(X—d)—bc:X —(a+d)X + (ad - bc)

-c X-d

On a donc
xa(x) = X2 —tr(A)X + det(A).

Proposition 4.4

Soit A € .#,(K) et y4 son polynome caractéristique. Le coefficient de degré n — 1 de ya
est —tr(A). On a donc

xa=X"—tr(A)X" 4+ 4 (=1)"det(A)

Démonstration : On note Cy,...,C, les colonnes de la matrice A et E, ..., E, les vecteurs de la
bases canonique de .#, 1 (K). On a donc

1 0 0
0 1

E1: 0 3E2: 0 ""’En:
0 0 1

On a donc
XA = (_1)n det(cl - XE1| e |Cn - XEn)

Si on développe le déterminant par mutlilinéarité on obtient

xa = det(XEi—Ci|---|XE, —Cp)

det(XEy| -+ [XEq) + > det(XEy]---| = Cil -+ [XEp) + - - - + det(=Cy| -+ | = C)
i=1

det(E;|- - - |En) X" — Z det(Ey|- -+ |G| -+ [En) X"+ + (=1)" det(A)
i=1

Maintenant, det(E;| - - - |E,) = 1 car la matrice (Eq|- - - |E,) est la matrice identité. On retrouve que
XA est unitaire.

De méme
1 a; 0 0
0 .
: 1 :
(Eql---1Gi| - -+ |Ep) =] 0 a; O
: A |
0 0 ap 1
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Si bien qu’en développant le determinant par rapport aux colonnes, det(E;|---|Ci| - - - |E,) = a;; On
n

en déduit que le terme de degré X" ! vaut — Z a; = —tr(A). O
i=1

Exercice : En procédant de méme exprimer le coefficient de degré 1 a I'aide de la comatrice de
A 1

Exemple : Si on applique cela a la matrice de 'exemple précédent, on a bien tr(A) = —1.

Proposition 4.5

Soit A et B deux matrices semblables,

XA = XB-

Démonstration : Comme A et B sont semblables, il existe P € GL,(K) telle que B = P"1AP.
Maintenant,
x8 = det(XI, — B) = det(XP™'P — P"'AP) = det(P"'(XI, — A)P) = det(P™!) ya det(P) = ya

O

1.2 Polyndme caractéristique d’'un endomorphisme

On a vu dans le paragraphe précédent que le polynome caractéristique de deux matrices semblables
était le méme. Cela signifie que le polynome caractéristique dépend de I'endomorphisme sous-jacent
et pas de la matrice elle méme.

Dans ce paragraphe on se fixe un espace vectoriel E de dimension finie n.

Définition 4.6 (Polyndme caractéristique d'un endomorphisme)

Soitu € Z(E) un endomorphisme de E. On appelle polynéme caractéristique de u et on note
Xu le polynéme caractéristique d’une de ses matrices.

Xu = XMatg(u)

Remarque : Cette définition est possible du fait que si A et B sont semblables alors y4 = yz.

Exemple : Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p et G un supplémentaire. Soit p la pro-
jection sur F par rapport a G. On cherche y,. On se place dans une base adaptée % obtenue en
concaténant une base de F avec une base de G. On a alors

Matg(p) =

1. On trouve tr(Com(A))
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On adonc y, = (X - 1)PX"P

Exercices :

1. Déterminer le polynéme caractéristique d’une symétrie.
2. Déterminer le polynéme caractéristique de A : R3[X] — R;3[X] défini par A : P — P’.

Proposition 4.7

Soit u € Z(E). Les racines de y, sont les valeurs propres de u.

Démonstration : Il suffit de considérer la matrice de u dans une base et d’utiliser le résultat analogue
sur les matrices. ]

1.3 Multiplicités

Définition 4.8 (Ordre de multiplicité)

Soitu € Z(E) et A € K. L’ordre de multiplicité de A (par rapport au) est I'ordre de multiplicité
de A dans y,.

Remarques :

1. On parle aussi de multiplicité de A. On dit aussi, « A est valeur propre d’ordre ... ».

2. Un scalaire de multiplicité 0 n’est pas une valeur propre. Les valeurs propres sont les scalaires
de multiplicité strictement positive.

3. De méme si A € #,(K) et A € K. L’ordre de multiplicité de A (par rapport a A) est I'ordre de
multiplicité de A dans ya.
Exemples :

1. Si on reprend notre projecteur de 'exemple ci-dessus. On voit que 1 est valeur propre d’ordre
p et 0 est valeur propre d’ordre n — p.

0 2 -1
2. PourA=| 3 -2 0 |.Lesscalaires —4,1 et 2 sont valeurs propres de multiplicité 1. Elles
-2 2 1

sont dites valeurs propres simples.

Proposition 4.9

Soitu € Z(E) (resp. A € #,(K)). Le nombre de valeur propres comptées avec multiplici-
tés est inférieur ou égal a n = dim E. Si K = C le nombre de valeur propres comptées avec
multiplicités est égal a n = dim E.

Démonstration : Il suffit de compter les racines de y, (resp. y4) qui est de degré n. O
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1.4 Polyndme caractéristique d’'une matrice triangulaire

Corollaire 4.10 (Polynéme caractéristique d’'une matrice triangulaire par blocs)

All * coo *
. 0 O P . . .
SoitA=| une matrice triangulaire par blocs :
: Sk
0 0 Am
n
XA = l_[ XAkk
k=1
Démonstration : 1l suffit de voir que X1, — A est encore triangulaire par blocs. O

1.5 Polyndme caractéristique d’'un endomorphisme induit

Dans ce paragraphe on se fixe un espace vectoriel E de dimension finie n.

Proposition 4.11

Soit u € .Z(E) et F un sous-espace stable par F, le polynéme caractéristique de I’endomor-
phisme u|r induit par u sur F divise le polyndme caractéristique de u :

)(u|p|)(u-

Démonstration : Soit G un supplémentaire de F et 8 une base adaptée ala décomposition E = F&G
obtenue en concaténant une base .% de F et une base &4 de G. Dans la base 4, la matrice de u est

M = Maty(u) = (%‘%)

ou A = Matg(ur). On a donc y, = ym = ya X yp. Donc Xup = XA divise yy. |
Exercice : Soit u I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est

1 -2 1
A=l 4 7 -1
4 1 -3
1. Montrer que H = {(x,y,2) | x + y = 0} est stable par u.
2. Calculer ya.

on trouve : X> — 5X? — 12X + 60
3. Calculer la matrice de uy.

0 4
Dans la base ((1,—1,0), (1,—1,1)) on trouve ( 3 0 )
4. Vérifier que yu | xu-
Ona yy, = X?-12.
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—‘ Théoreme 4.12 }

Soit u € Z(E) (resp. A € #,(K)). Soit A € K une valeur propre de u (resp. A) de multi-
plicité p. La dimension du sous-espace propre E; (u) (resp. Ej(A)) est inférieure ou égale

ap.

Démonstration : Traitons le cas de 'endomorphisme u. On sait que F = E;(u) est stable par u et
que u|r est 'homothétie x + A.x. Sa matrice est donc une matrice scalaire. Notons ¢ = dim F, on a

Yap = (X = D)1

Comme on sait que )y |y, on a bien g < p. ]

Définition 4.13 (Rappels - Polynome scindé)

Soit P un polynome sur K. On dit qu’il est scindé (sur K) s’il se décompose en produit de
polynomes de degré 1. C’est-a-dire qu’il existe A € K et (ay,...,ap) € KP deux a deux
distincts et (ry,...,7rp) € (N*)P tels que

P=2A ﬁ(X - Ofi)ri
i=1

Dans le cas ou pour touti € [[ 1; p ||, ri = 1, on dit que P est scindé a racines simples ou qu’il
est simplement scindé.

Exemples :
1. SiK = C, tout polynéme est scindé.
2. Pour K =R, X? + 1 n’est pas scindé.
3. Le polynéme X? — 1 = (X + 1)(X — 1) est scindé a racines simples.

— Théoréme 4.14 |

Soit u € Z(E). Il est diagonalisable si et seulement si y, est scindé et pour tout A € Sp(u)
la multiplicité de A est la dimension de E (u).

— ATTENTION |

Ce théoreme exprime qu’il peut exister deux obstructions au fait qu'un endomorphisme
soit diagonalisable.

— Il « manque » des valeurs propres. Cela se voit par le fait que le polynéme caracté-
ristique n’est pas scindé. Par exemple, si y, = X* + 1 et que K= R.
Cela ne peut pas se produire si K = C.

— Ily ale bon nombres de valeurs propres mais les espaces propres sont « trop petits ».

010
Par exemple si u est 'endomorphisme associé¢a| 0 0 1
0 0 0

Démonstration :
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— On suppose que u est diagonalisable. Il existe donc une base % dans laquelle la matrice
est diagonale. On a alors

A

A
Mat»(u) =

Ap

p

On en déduit que y, = l_[(X — ;)" ou r; est la dimension du sous-espace propre associé a
i=1

Ai. On a bien Y, scindé et pour tout i, la multiplicité de A; vaut la dimension du sous-espace

propre associé.

— On suppose que y, est scindé et pour tout A € Sp(u) la multiplicité de A vaut la dimen-
sion du sous-espace propre associé. Si on note A;,...,4, les valeurs propres et r,...,r, les
multiplicités / dimensions.

p
On sait que @ E),(u) C E mais
i=1

p
dim (@Eai(u)) =ri+---+r, =deg y, =n=dimE.
i=1

p
On a donc GB E),(u) = E ce qui signifie que I'endomorphisme est diagonalisable.
i=1

— Corollaire 4.15 |

Soit u € Z(E). Si y, est simplement scindé alors u est diagonalisable.

Remarque : Nous verrons dans un chapitre ultérieur que cet énoncé est une équivalence.

2 Matrices et endomorphismes trigonalisables

Dans ce paragraphe on se fixe un espace vectoriel E de dimension finie n.

On a vu que certains endomorphismes (certaines matrices) étaient diagonalisables. Cependant il
existe des endomorphismes (matrices) qui ne le sont pas. Par exemple

(3]

En effet le spectre de cette matrice est Sp(A) = 2. Donc si elle était diagonalisable elle serait semblable

(20 ; : . .
a ( 0o 27 2I,. Cependant ce n’est pas le cas car 21 est la seule matrice semblable a elle méme (car

pour tout P € GLy(K), P"1.2L,.P = 2P'P = 2I,.
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2.1 Défintions

Proposition 4.16 (Matrices et endomorphismes trigonalisables)

1. Soit A € .#,(K).Elle est dit trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangu-
laire supérieure. C’est-a-dire s’il existe P € GL, (K) telle que P~' AP soit triangulaire.

2. Soit u € Z(E). Il est dit trigonalisable s’il existe une base Z tel que Matz(u) soit
triangulaire supérieure. C’est-a- dire si ses matrices sont trigonalisable.

Remarque : Une matrice A est trigonalisable si et seulement si son endomorphisme canoniquement
associé est trigonalisable.

Interprétation géométrique

Soit u € Z(E) un endomorphisme trigonalisable et soit 4 = (ey, ..., e,) une base telle que A =
Matg(u) soit triangulaire. On pose pour tout k € [[ 1; n ]|, Fx = Vect(ey, ... er). Les espaces Fj sont
stables par u. En effet, du fait que A soit triangulaire supérieure, pour tout j € [[1; n]], il existe

aij,...,ajj tels que
J
u(ej) = Z aije;
i=1

En particulier, si on fixe k, pour tout j < k, u(e;) € Fi et donc u(F) C Fi. On dit alors que la
suite
{0} CF ¢ CF1CF,=E

est un drapeau stable.

2.2 Critere de trigonalisabilité

— Théoréme 4.17 |

Soit u € Z(E) (resp. A € #,(K)). Il (resp. elle) est trigonalisable si et seulement si son
polynome caractéristique est scindé.

Démonstration :

— On suppose que u est trigonalisable. Il existe donc une base Z de E telle que A = Matz(u)
soit triangulaire supérieure.

%

An

n
On en déduit que y, = det(XI, — A) = H(X — ;). C’est bien un polynéme scindé
i=1
— On procede par récurrence sur n. On pose &, = « toute matrice de .#,(K) ayant un
polynoéme caractéristique scindé est trigonalisable ».

— Initialisation : Pour n = 1, toute matrice de .#; (K) est triangulaire donc 2, est vérifié. 2

2. On pourrait commencer a 0, la matrice vide de .#,(K) étant aussi triangulaire.

117



— Hérédité : Soit n > 1, on suppose . Soit A € #,+1(K) telle que ya est scindé. On pose

n+l

xa=| [x=20.

i=1

En particulier 4,11 est une racine de ya, c’est donc une valeur propre de A. De ce fait A
est semblable a

n
Maintenant y4 = yg = (X — Ap41) ypr donc yp = H(X — A;). Il est donc scindé. D’apres
i=1
P, la matrice B est semblable a une matrice triangulaire. Il existe donc P € GL,(K) telle
que P7!B’P = T soit triangulaire supérieure. On « prolonge » la matrice P pour obtenir

une matrice de changement de bases de taille (n + 1) en posant

0=
110 0
I est clair que Q7! =| | i et donc
0
,1n+1‘*... % ln+1\*"' *
Q_lBQ 0 0
o PiBp | | T
0 0

Cette dernieére est bien triangulaire donc B et de ce fait A est trigonalisable.

Par récurrence, Vn € N, Z2,,.

— ATTENTION |

Il est important de bien comprendre cette démonstration car c’est un exemple classique
de raisonnement par récurrence sur la dimension. De plus cela donne la méthode pour
trigonaliser une matrice.

—{ Corollaire 4.18 }

Pour K = C, tout endomorphisme (resp. toute matrice) est trigonalisable.
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Remarque : Cela concerne aussi les matrices a coefficients réels vue comme élément de .#,,(C)
c’est a dire en acceptant des valeurs propres complexes. Par exemple

[0 3)

1. Pour n = 2, si une matrice a une valeur propre elle est trigonalisable. En effet y4 est de degré
2. S’il y a une valeur propre A, il est divisible par X — A. De ce fait y4 = (X — A)Q ou Q est
unitaire de degré 1 donc de la forme X — p. Il suffit alors de trouver un vecteur propre u et de
se placer dans une base de la forme (u, v).

Exemples :

2
Pour A = ( —

). On trouve y4 = X2+ X +1.
On voit que A n’est pas trigonalisable sur R car Spg(A) = 0. Par contre Spa(A) = {J, j*}.

De plus E;(A) = Vect ( 9 i i ) On peut faire le changement de base donné par

1 0
P_(Z—j 1)

Ona . .
P_lz(—2+j 1 )
puis
P‘lAP:({) ;21)
car

D) el

jZ

On aurait aussi pu prendre pour le deuxiéme vecteur de la base un vecteur propre associé a la
valeur propre j2 et on aurait obtenu une matrice diagonale.

2 -1 -1
2. Soit A= 2 1 -2 | Ontrouve ya = (X +1)(X — 1) La matrice est bien trigonalisable
3 -1 -2
(dans R).
On cherche les sous-espaces propres associés aux valeurs propres 1 et —1. En résolvant on
obtient
1 1
E_1(A) =Vect| 1 | et E;(A) =Vect| 0
2 1
On voit que E; (A)®E_1(A) € #51(K) donc A n’est pas diagonalisable. On considére une base
1 1 =
(u,9,w) olu = (1,1,2) etv = (1,0, 1). En effectuant le changement de base : P=| 1 0 =
2 1 =
on obtiendra
-1 0 =
A=l 0 1 %
0 0 1
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—{ Corollaire 4.19 }

Soit u € Z(E) (resp. A € .#,(K)) un endomorphisme (resp. une matrice) trigonalisable.

On note {4, ...,4,} les valeurs propres et ry, ... r, les mutliplicités. On a
p
=] =2
i=1
et

Le coeflicient en bas a droite est obtenu en vérifiant que le déterminant (ou la trace ou le
polynome caractéristique) de A" est celui de A.

Par exemple en prenant w = (1,0, 0), comme

1 2 1 1 1
Al 0 |=] 2 |=211]|-]0|+] O
0 3 2 1 0
Donc
-1 0 2

Remarque : On pourrait aussi prendre w tel que Aw = w + v ce qui simplifierait la troisiéme
colonne.

P
ridi et det(u) = ﬂ)gf.

i=1 i=1

M~

tr(u) = —

Remarques :

1.

2.

On peut plus rapidement dire que la trace est 'opposée de la somme des valeurs propres et
que le déterminant est le produit des valeurs propres comptées avec leur multiplicité.

On suppose que u est trigonalisable et qu’il a une valeur propre (simple) de module strictement
supérieur aux autres. C’est-a-dire que si on note Ay, . . ., A, les valeurs propres avec multiplicité,
ona tr(u) = Ay +--- + A,. Maintenant si on choisit Z tel que

Al % . e %

Matgz(u) =
*
An

on a pour les puissance de u,
p

A *

Mat g (uf) =
*
2

n
De ce fait tr(u?) = Z )Lf. Avec nos hypotheéses
i=1

+1 p+1 L p+l p+l
tr(uP™) Ay e+ Ay A

tr(uP) B )Lf++/1£ p—00 /111)

=N
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tr(uf*?!
On voit que 'on peut trouver la valeur propre de plus grand module en étudiant lim ™)
p—+oo tr(ul)

Exemple : Soit A une matrice de rang 1. On note t = tr(A).

— Sit # 0. On sait d’apres le théoréme du rang que dimKer(A) = n — 1 ce qui signifie que 0
est valeur propre de multiplicité (au moins) n — 1. Comme la somme des valeurs propres avec
multiplicités vaut ¢ # 0, nécessairement ¢ est valeur propre de multiplicité 1. Cela montre que
A est diagonalisable et que y4 = X" (X - t).

1 -+ 1
Posons par exemple H =| : ¢ | Elle est bien de rang 1 et tr(H) = n. On en déduit que
1 --- 1
H est diagonalisable et que yy = X" ' (X — n). On peut de plus facilement calculer une base
de vecteurs propres de H. Si on note X, ..., X, la base canonique de .#,,; (K),

En(A) = Vect(X1 + .- +Xn) et Eo(A) = VeCt(Xz - X, X3 —-X1,..., X, — Xl)

— Sit = 0, a 'inverse, 0 est la seule valeur propre qui est donc de multiplicité n. On a donc
x4 = X". La matrice A n’est pas diagonalisable.

Exercice : Ecrire un programme python (ou caml) pour I'algorithme qui précede.

Le tester pour

2 -1 -1 -1 2 -1 11 6 -0
A=l 2 1 -2 |;A,=] 3 =3 0 |;A3=| -18 -10 o0
3 -1 -2 —2 2 0 7 2 2

import numpy as np
import numpy.linalg as alg # Testons les programmes

def trace(a) : al = np.array([[-1,2,-1],[3,-3,0],[-2,2,0]1)

n = len(a) a2 = np.array([[11,6,0],[-18,-10,0],([7,2,2]])
s =0 a3 = np.array([[2,-1,-1],[2,1,-2],[3,-1,-211)
for i in range(n)

s += ali,il print(alg.eigvals(al))
return(s) #Le spectre de Al est -6 , 1, O

print (quotientTrace(al,10))
def quotientTrace(a,p)

trl,tr 2 = 1,1 print(alg.eigvals(a2))
mat = np.array(a) #Le spectre de A2 est -1 , 2, 2
puisMat = mat print (quotientTrace(a2,10))
tr2 = trace(mat)
for i in range(p) : print(alg.eigvals(a3))
puisMat = np.dot(puisMat,mat) #Le spectre de A2 est -1 , 1 , 1
trl = tr2 print (quotientTrace(a3,10))

tr2 = trace(puisMat)
return( float(tr2) / float(trl))

Cela donne

0.333333333333
-4.9999993856
1.998563687116
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Ce qui est logique car les spectres sont Sp(A;) = {—1,1, 1} (iln’y a pas une valeur propre plus grande
que les autres en module); Sp(A;) = {-5,1,0} et Sp(As) = {-1,2,2} (le fait que 2 soit une valeur
propre double ne pose pas de problémes - adapter la preuve dans ce cas).

3 Matrices et endomorphismes nilpotents

Dans ce paragraphe on se fixe un espace vectoriel E de dimension finie n.

3.1 Définitions

| Définition 4.20 |

Soitu € .Z(E) un endomorphisme. Il est dit nilpotent s’il existe un entier p tel queu? = 0. ().

Remarques :
1. Cette définition s’étend aux endomorphismes d’espaces vectoriel non nécessairement de di-
mension finie.
2. Sip est tel que u? = 0 »(g) alors pour tout ¢ > p on a encore uf = 0 »(g)

Proposition-Définition 4.21

Soit u € Z(E) un endomorphisme nilpotent. Il existe un plus petit entier p tel que u? =
0.¢(k) Cest-a-dire, u? = 0g(p) et uP™l # 0% (). On l'appelle I'indice de nilpotence de
I’endomorphisme.

Démonstration : Soit u # 0.4(g). L'ensemble C = {k € N | uk = 0% (r)} est non vide (car u est
nilpotent). Il admet donc un plus petit élément noté p. Onaalors p € Cdoncu? = 0 (g et (p—1) ¢ C
donc uf™1 # 0.%(E)-

Dans le cas ou u = 0 #(g), 'indice de nilpotence vaut 0. m|

Exemple : Pour E = K, [X]. L’endomorphisme de dérivation

A: E — E
P - P

est nilpotent car A" = 0.

| Définition 4.22|

Soit A € .#,(K) une matrice. Elle est dit nilpotente s’il existe un entier p tel que A? = 0. On
définit de méme lindice de nilpotence d'une matrice nipotente.

0 1 0 0
, 0 1 ) L : .
Exemple : Soit A = 0 ol On a A® = 0. De maniére généralesi A =| : oot |est
: 1
0 0

de taille n,ona A" =0 et A" ! £0.
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-9
0 | Calculer A et A’ puis trouver P € GL3(K) tel que
-3

Exercice : Soit A =

W DN W
w O O

PTlAP =

S O O
S O ¥
S ¥ ¥

Proposition 4.23

Soit u € .Z(E). Les assertions suivantes sont équivalentes
i) L’endomorphisme u est nilpotent.
ii) Pour tout base %, Matz(u) est nilpotente.

iii) 1l existe une base Z tel que Mat(u) est nilpotente.

Démonstration :

— On suppose que u est nilpotent. Soit 2 une base et A = Matg(u). Pour tout entier
p, AP = Matz(u”) donc pour p supérieur a I'indice de nilpotence de u on a A? = 0. La matrice
est nilpotente.

— Evident.
— | iii) = i)| Soit A une base telle que A = Maty(u) soit nilpotente. Pour tout entier p, A? =

Matz(u”) donc pour p supérieur a I'indice de nilpotence de A on a Matyz(u”) = 0 et donc
uP = 0. L’endomorphisme u est nilpotent.

O

Remarque : En particulier si A et B sont deux matrices semblables et que A est nilpotente alors B
I’est aussi. Cela se voit directement en utilisant que si B = P"'AP alors B? = P"1APP.

Exercices :

1. Soit N une matrice nilpotente, montrer que A = I + N est inversible et calculer A™!.

2. Montrer que si A et B sont nilpotentes et que AB = BA alors A + B est nilpotente. Trouver A
et B nilpotente telles que A + B ne soit pas nilpotente.

3. Déterminer les matrices diagonalisables et nilpotentes.

3.2 Critere de nilpotence

— Théoreme 4.24 |

Soit u € Z(E). Les assertions suivantes sont équivalentes.
i) L’endomorphisme u est nilpotent.

ii) 1l existe une base A telle que Maty(u) soit triangulaire avec des zéros sur la
diagonale (triangulaire stricte)

iii) L’endomorphisme u est trigonalisable et sa seule valeur propre est 0.

iv) Le polynome caractéristique de u est y, = X".

Démonstration :
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— |ii)  iii) © iv)| Evident.

— )= iv)Soitu € .Z(E) un endomorphisme nilpotent. On considére % une base de E et on note
A = Matg(u). On peut considérer A comme une matrice de .#,(C). Elle est donc trigonalisable.
Maintenant soit A € C une valeur propre de A et X € .#),1(C) un vecteur propre (non nul)
associé. On a AX = AX et, pour p I'indice de nilpotence de A, 0 = A?X = APX. On en déduit
que A = 0 et donc que Sp(A) = {0}. Cela montre que y, = ya = X".

Si y, = X" alors u est trigonalisable et il existe une base # telle que

0 * cee %
Matgz(u) =
. . k
0 -+ -+- 0
Soit on note (ey, ..., e,) cette base et que 'on pose F; = Vect(ey, ..., e;). Onadonc {0} = Fy C

F; € -+ C F, = E. La forme de la matrice nous permet d’affirmer que pour tout i, u(F;) € F;_4
et donc
uP(F;) € Fip
en posant F; = {0} sii < 0. Finalement u"(F,) = {0} donc 1" = 0 ¢(g). L'endomorphisme u est
bien nilpotent.
O

—{ Corollaire 4.25 }

Soit u un endomorphisme nilpotent de E, son indice de nilpotent est inférieur ou égal a la
dimension de E.

Remarque : Soit k € [[1; n]], il existe A € .#,(K) nilpotente donc l'indice de nilpotence vaut k.
Pour k = 1 on peut prendre A = 0 et pour k > 2

=~

-1
A= Ei,i+n+1—k

-
Il
—

— ATTENTION |

On a montré qu’une matrice nilpotente était semblable a une matrice strictement trian-
gulaire supérieure. En pratique, on se ramene souvent a ce dernier cas mais une matrice
nilpotente n’est a priori pas égale a une matrice strictement triangulaire supérieure
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CHAPITRE 5

Suites et séries de fonctions
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4.3 Exemple d'étude d'une fonction définie par une série . ..................... 151

Le but est d’étudier les différentes convergences des suites de fonctions puis de considérer le cas des
séries.

+oo 4k
Commencons par un exemple introductif. On sait que pour tout réel x, exp(x) = ), 0 De ce fait,
k=0 R

on peut poser pour tout n € N,
no_k
x
Sn X Z F
k=0

On veut alors dire que la suite de fonction (S,) converge simplement vers la fonction exp. On sait
que pour tout entier n, les fonctions S, sont continues, de classe ¢’!. Peut-on en dire de méme de la
fonction limite exp ?

1 Suites de fonctions
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1.1 Convergence simple et convergence uniforme

Dans ce paragraphe A est un ensemble.

Définition 5.1 (Convergence simple)

Soit (f,) € Z (A, K)N une suite de fonctions et f € .7 (A, K). On dit que la suite (f,) converge
simplement vers f si pour tout x de A la suite (f,(x)) tend vers f(x). On a donc

Vx € AVe >0,AN e NNVn e Nyn > N = |f,(x) — f(x)| < ¢

On dit alors que f est la limite simple de (f,) et on note

(f) — f

Exemples :
1. Pour A = R, la suite f; : x — x" ne converge pas (simplement) car pour x = 2 par exemple
fn(x) = +oo0.
2. Pour A = [0, 1] la suite f, : x — x" converge vers f définie par

0 six<1

f:x+—>{1 six=1

3. Pour A = [0,1], la suite f; : x — "XT” converge vers la fonction x — x.

Exercice : Pour les suites suivantes définies sur [0, 1], déterminer si elles convergent simplement
et si oui déterminer la limite.
f in(nx) -
1 x — sin(nx R T S —
" 9n 1+n(x+1)

Remarques :
1. On voit sur 'exemple de la fonction f; : x +— x" qu’une limite simple de fonctions continues
peut ne pas étre continue.

2. Par unicité de la limite des suites (f,(x))nen si la suite (f,) converge simplement vers f elle
ne peut pas converger simplement vers g # f.

Définition 5.2 (Convergence uniforme)

Soit (f,) € .Z (A, K)N une suite de fonctions et f € .7 (A, K). On dit que la suite (f,) converge
uniformément vers f si

Ve>0,AN e N,Vne N,Vx e An > N = |f,(x) - f(x)| < ¢

On dit alors que f est la limite uniforme de (f,) et on note

(f) —> f
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— ATTENTION |

Bien faire la différence entre les deux définitions de convergence. Dans le cas de la limite
simple le N est défini apres le x, de ce fait il peut en dépendre alors que dans le cas de la
limite uniforme le N est le méme pour tous les x de A. C’est de la que vient la terminologie
uniforme.

Proposition 5.3

Soit (f,) une suite de fonctions. Si elle converge uniformément vers f alors elle converge
simplement vers f. En particulier la limite uniforme d’une suite de fonction est unique (si
elle existe).

£ . cUu . . . . .
Démonstration : On suppose que (f,) — f. Soit xo € A et ¢ > 0 on sait qu’il existe un entier N
telque Vn e N,Vx € A,n > N = |fy(x) — f(x)| < e. C’est en particulier vrai pour x. O

— ATTENTION |

La réciproque est fausse comme on va le voir sur les exemples suivants.

Exemples :

1. Pour A = R, la suite f, : x — x" ne converge pas uniformément car elle ne converge pas
simplement.

2. Pour A = [0, 1] la suite f, : x — x" converge simplement vers f définie par

Fixis 0 six<1
' 1 six=1

Si elle converge uniformément c’est obligatoirement vers f. Or, on voit bien sur un dessin
que pour n aussi grand que 'on veut on va pouvoir trouver x, (proche de 1 mais strictement

inférieur) tel que |fy )l = [fuCan) = fGen)| >

X1 X2 X3 X5 \
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1
On peut prendre x, = ey exp (—% In(2)).

3. Pour A = [0,1], la suite f, : x > %ﬂ converge simplement et uniformément vers la fonction

x — x. En effet, on a pour tout n > 0 et tout x,

nx+1

[fa(x) = ()| = —x

n

n

De ce fait on a convergence uniforme.

Exercice : Onreprend f;, : x > x". 1l y a-t-il convergence uniforme vers la fonction nulle sur [0, 5] ?

Sur [0,1[?

Proposition 5.4

Soit (f,) € .Z (A, K)N une suite de fonctions et f € .% (A, K). Soit (x,) € AN une suite a

valeurs dans A. Si (f;) <, f alors la suite (f,(x,) — f(x,))nen tend vers 0.

Remarques :
1. Cette proposition montre que la convergence uniforme implique une propriété plus forte la
seule convergence simple qui impose juste que pour tout x de A, (f,(x) — f(x))neN tende vers
0.
2. On utilise souvent la contraposée de cette proposition. Si on peut trouver une suite (x,) € AN
telle que (f,(x,) — f(xn))nen ne tende pas vers 0 alors ( f,) ne converge pas uniformément vers
0 (voir méthodes plus loin)
Démonstration : 11 suffit de revenir a la définition. Pour tout ¢ > 0, il existe N tel que pour tout
x € Aettoutn € N, |f,(x) — f(x)| < e. En particulier, If,(x,) — f(xn)| < €. O

Exemple : Si on revient a exemple 2 ci-dessus. La suite de fonctions (f;) ou f; : x +— x" ne
converge par uniformément vers f sur [0,1] ou [0, 1| car si on pose x, =1 — %, ona

Ja(xn) = f () = (1_%)" — 140

n—+co @

Interpretation graphique de la convergence uniforme pour des fonctions réelles

Le fait qu’une suite de fonction (f;) converge uniformément vers une fonction f, signifie que pour
tout ¢ > 0 il existe un N tel que pour n > N, la graphe de la fonction f, soit inclus dans un
« tube » autour du graphe de f de largeur 2¢.
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1.2 Norme infinie

| Définition 5.5

Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. On appelle norme une application N : E — Ry
telle que

1. Vx€EN(x)=0 & x=0
2. Vx € EEVA € K,N(A.x) = [A|N(x)
3. Y(x,y) € E>, N(x +y) < N(x) + N(y) (Inégalité triangulaire)

Remarque : Ce sont les propriétés vérifiées par la valeur absolue sur K, le module sur C et la norme
euclidienne sur un espace préhilbertien réel.

Proposition 5.6

L’ensemble Z(A, K) des fonctions bornées sur A est un sous-espace vectoriel de .7 (A, K).

Démonstration : On sait que #(A, K) n’est pas vide car la fonction nulle est bornée. De plus soit
(f.9) € B(AK)? et A, i deux scalaires. On pose h = Af + pg. On suppose que Vx € A, |f(x)] < My
et |g(x)| < My. On a donc

Vx € A lh(x0)| = [Af (x) + pg(x)| < |AIMy + || M,

On a bien que h est bornée donc ZA(A, K) est un sous-espace vectoriel de .% (A, K). O
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Proposition-Définition 5.7

L’application
Il : HBAK) — R,
f = suplf(x)]

x€A

est un norme que 'on appelle norme infinie.

Remarques :

1. Tl n’est pas possible de définir une telle norme sur .7 (A, K) en entier.

2. 1l faut bien utiliser une borne supérieure car elle peut ne pas étre atteinte. Par exemple x
arctan(x).

3. On va réguliérement s’intéresser a la norme infinie de restrictions d’une fonction. Plus préci-
sément si f € .7 (A,K) et si B C A tel que f est bornée sur B on notera

1/ 1loo,8 = 1lfiBlleo = sup lf ()l

Démonstration :
— Soit f € B(A,K). Si f =0 alors ||f||e = 0. Réciproquement si ||f||e = 0 alors pour tout x de
A,
0<|f) <|lfllo=0
On a bien f = 0.
— Montrons que |[Af]|e = Al f]|co-
[[Af1leo = sup |Af (x)| = sup [AL|f (x)] = [A| sup [f (x)] = |A[l]f]eo

x€eA x€A x€A

— Montrons 'inégalité triangulaire. On sait que pour tout x de A, |f(x)| < ||f]|e et |g(x)]| <
[|g]]co- On a donc

|(f +9) ()] < fG)]+ 19| < [Iflleo + 1191l
De ce fait

If +9glle = Sugl(f+g)(X)| < f Moo + [1gleo

Dans la démonstration ci-dessus on a utilisé le lemme suivant

—‘ Lemme 5.8

Soit X une partie non vide de R et k € R;. On note kX = {kx, x € X}.On a

sup (kX) = k sup(X)

Dans le cas ou X n’est pas majorée et que k = 0, on convient que 0 X +oco = 0.

Démonstration :

— Sik = 0, on a sup({0}) = 0 et donc I'égalité est vérifiée avec la convention. On suppose
ci-dessous que k # 0.
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— Sisup(X) = +oo ce qui est équivalent au fait que X n’est pas majoré. Dans ce cas, kX n’est pas
majorée puisque pour tout M € R, il existe x € X tel que x > % et donc kx > M. Cela montre
que sup(kX) = +co.

— Sisup(X) < +o0. Pour x € X, kx < ksup(X). Ceci montre que k sup(X) est un majorant de
kX et donc
sup(kX) < ksup(X)

On remarque alors que X = %(kX ) et donc en appliquant ce qui précéde,

sup(X) = sup (%(kX)) < %sup(kX)

Cela montre 'inégalité dans ’autre sens en multipliant par k.

Finalement sup(kX) = k sup(X)

Proposition 5.9

Soit (f,) une suite de fonctions et f une fonction .

AN e N,Vn > N, (f, — f) est bornée

CU
= { 1fs = fllo = 0

Démonstration :

— On suppose que (f,) <, f donc pour ¢ = 1 (par exemple), il existe N tel que pour n > N,
|fn — f| est majorée (par 1) et donc (f, — f) est bornée. De plus,

Ve>0,ANeNVneNn>N= ||fi — fllo < €

ce qui est la définition de |[f;, — f||cc — 0.

— On suppose I'assertion de droite. On suppose que (f; — f) est bornée a partir du rang N.
Dés lors, comme ||f; — fl|loc — 0, pour tout € > 0 il existe un N’ > N tel que pour n > N’,
[Ifs — flloo < €. C’est la définition de la convergence uniforme.

O

—{ Corollaire 5.10 }

Soit A, u deux scalaires. Si (f;) <, fet(gn) SN g alors (Af, + ugn) < Af + pg.

Démonstration : Comme f; — f et g, — g sont bornées a partir d’un certain rang alors (Af, + ug,) —
(Af + pg) = A(fn — f) + p(gn — g) aussi. De plus a partir de ce rang

(Afa+ pgn) = (Af + pg@)lleo = IA(fa = £) + 1(gn — Plleo < 1A fa = flleo + [1ll1gn = glleo — 0.

On a bien (Af, + ugn) A Af + pg.
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1.3 Quelques méthodes

% Méthode : (Montrer qu'une suite de fonctions converge uniformément vers f) : On commence par
déterminer f en étudiant la limite simple de f. Une fois que f est connue, il faut trouver une suite
(u,) tendant vers 0 telle que a partir d’un certain rang, ||f;, — ||l < u,. Pour cela il est souvent
commode d’étudier les variations de f; — f afin de déterminer sup |f,(x) — f(x)|.
x€A
% Méthode : (Montrer qu'une suite de fonctions ne converge pas uniformément vers f) : La encore,
on commence par déterminer la limite simple. Si la suite de fonction ne converge pas simplement
c’est gagné et si elle converge simplement on a la seule valeur possible pour la limite. Il faut ensuite
montrer que ||f, — f||~ ne tend pas vers 0. Il y a deux possibilités.

— On calcule sup |f,(x) — f(x)| a ’aide d’une étude de variations.
x€A

— On cherche une suite (x,) de A telle que |f,(x,) — f(x,)| ne tend pas vers 0. C’est ce que I'on
a fait dans 'exemple ci-dessus.

Exemples :

: : ) e X+x?
1. On étudie sur [0, 1], fp : x > 22

) 2
On voit d’abord que pour xy € [0,1], fu(x0) = nen +x:x° — ¢ *. La suite de fonctions
n—+oo
converge simplement vers f : x — e™*.
Maintenant pour x € [0, 1],
2 X
xX° — xe 1+1 2
x)—f(x)| = < =—.
G - fl = [ < = = 2

Or % — 0. On a donc convergence uniforme.

2. On considere f, : x — exp(—nx) sin(nx) sur [0, 1]. Pour x = 0, on a f;(0) = 0 et pour x > 0,
on a |fp(x)| < exp(—nx) — 0. On en déduit que (f;) converge simplement vers la fonction
nulle. Cependant, on voit que fn(%) = exp(—1) sin(1) ne tend pas vers 0 donc la convergence
n’est pas uniforme.

0.35

—0.05 . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

import numpy as np
import pylab as plt
def f(x,n)
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return(np.exp(-n*x) * np.sin(n*x))
figure = plt.figure()

for k in range(1,20,3)
x = np.linspace(0,1,100)
y = [£(i,k) for i in x]
plt.plot(x,y)

plt.show()
figure.savefig("toto.pdf")

nxk

3. On peut considérer notre exemple introductif. On pose donc S, : x > ), —.
k=0 X

S ey CS . .
Par définition, (S,) — exp. On note de méme pour tout entier n,

> k
R, : x — exp(x) — Sp(x) = Z %

k=n+1

Il est clair que (S;,) ne converge pas uniformément vers exp sur R en entier. En effet, pour n

n+1

fixé, la fonction R, n’est pas bornée car pour x > 0, R,(x) > et donc

(n+1)!

lim R,(x) = +o0

X—>+00

Par contre si on fixe @ € R et que 'on travaille sur le segment K = [—a, «], on voit que pour

x €K,
* k 0 k b k
x | x| o
|Rn(x)| - Z F < Z F < Z F = Rn(OC)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

On en déduit que
|[Sn — exp [cox = ||Rnllcox < Rn(a) > 0
n—-+oo

Il y a bien convergence uniforme sur K de la suite (S,) vers sa limite exp.

— ATTENTION |

La notion de convergence uniforme dépend de 'ensemble A considéré. On a vu que f;, :
x +— x" ne convergeait pas (méme simplement) pour A = R,. Par contre, cette suite de
fonction converge simplement et pas uniformément si on travaille avec les restrictions
a [0,1]. Et on peut aussi voir qu’elle convergera uniformément sur tout intervalle de la
forme [0, a] pour a < 1 (car dans ce cas |f,(x)| < a" — 0).

Exercice : Soit (f,) est une suite de fonctions définie sur A = X U X".

1. On suppose que A = X U X’ et que ((fn)|x) et ((f2)|x’) convergent uniformément. Montrer

que (fy) converge uniformément sur A.
2. Généraliser au casou A=X; U---UX,
3. Montrer que cela n’est plus vrai en général si A est une union infinie.
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2 Continuité et double limite

Dans ce paragraphe nous voulons étudier une fonction f qui est limite d’une suite ( f,). En particulier,
on va regarder si la connaissance des limites des f, quand x — a permet de déterminer la limite de
fena.

Dans ce paragraphe les fonctions seront définies sur une partie A de R.

2.1 Continuité

On se demande si quand une suite de fonctions (f,) tend vers une fonction f et que toutes les
fonctions f, sont continues en a € A alors f est aussi continue en a. On a déja vu dans les exemples
précédents que si f converge juste simplement cela n’est pas toujours vrai. Il suffit de prendre f, :
x— x"eta=1.

Commencons par un rappel

| Définition 5.11 |

1. Soita € R on appelle voisinage de a un ensemble de la forme B(a, §) = {x € K, |x—a| <
&} pour d > 0.

2. Soit A C Reta € A, on appelle voisinage de a dans A un ensemble de la forme
AN B(a,d) pourd > 0.

Remarque : On travaille ici avec des voisinages « fermés » mais on pourrait faire de méme avec
des voisinages « ouverts » définis de la méme maniére mais avec une inégalité stricte.

— Théoréme 5.12 |

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur A € R vers K = R ou C. Soit f une fonction
de Adans Keta € A.
On suppose que

i) La suite de fonctions (f;) converge uniformément vers f sur A,
ii) les fonctions f; sont continues en a.

Alors la fonction f est continue en a.

Remarques :

1. On peut supposer que les f, ne sont continues en a qu’a partir d’un certain rang.
2. 11 suffit d’avoir la convergence uniforme sur un voisinage V de a dans A.

3. Pour le moment nous ne savons définir la notion de continuité que d’une partie de R dans une
partie de C mais plus tard dans 'année nous pourrons généraliser ce théoréme en prenant
pour A une partie d’un espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration : On veut montrer :

Ve>0,In>0,Vx €A |x—a|l<n=|f(x)-f(a)| <e

€ cu
On se donne donc un ¢ > 0 et on pose ¢ = 3 Maintenant comme (f,) — f il existe n € N tel que
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IIfn — flleo < €. Alors pour tout x de A,

|f(x) = f(a)] |(f(x) = o)) + (o(x) = fu(@)) + (fu(a) = f(a))]
[f (%) = fa()] + 1fa(x) = fa(@)| + | fu(a) = f(a)]
26"+ |fu(x) = fa(a)|

NN

Maintenant comme f, est continue, on a lim f;(x) = f(a). De ce fait il existe n > 0 tel que pour x
X—a

dans A, |x —a|l < n = |fy(x) — fu(a)| < €. Pour cet n on a donc :
Ix —al <n=If(x) - f(a)] <3¢ =e.

On a bien montré que f était continue en a. O

—{ Corollaire 5.13 }

cU
Soit (f,) une suite de fonctions continues de A dans K. Si (f;,) — f alors f est continue.

Remarques :

1. La encore on peut se contenter du fait que les (f;) soient continues a partir d’un certain rang.

2. On peut utiliser la contraposée. Si une suite de fonctions continues converge vers une fonction
qui n’est pas continue alors la convergence n’est pas uniforme. Comme dans le cas de la suite
des x > x™.

Il arrive qu’une suite de fonctions ne converge pas uniformément sur tout 'ensemble de

définition mais on peut quand méme justifier la continuité de la limite.
n

x
Soitpourn > 1, f; : x T définie sur R. La suite (f;) converge simplement vers la
k=0 -

fonction f définie par
+00
Z X
f X 2 H
=0

On a vu que la convergence n’est pas uniforme sur R. Cependant on a aussi vu que la suite i
(fn) converge uniformément sur tout intervalle de la forme [-a, ]. 1
De ce fait, soit xy € Ril existe « tel que xy €] —a, «[ (par exemple en prenant & = |xo|+1). En 3
appliquant ce qui précéde, la restriction de f a [—a, «] est continue et donc f est continue |
en Xxj. i
On vient de montrer que }

+00 n
X
exp : x — E =
n!
n=0

est continue sur R.

Proposition 5.14

Soit (f;) une suite de fonctions continues. On suppose que pour tout a de A il existe un
voisinage V, de a dans A tel que (f;) converge uniformément vers f sur V, alors f est
continue.
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Démonstration : On procede comme dans 'exemple. Pour tout point a € A, on montre que f est
continue en a et donc f est continue. ]

2.2 Théoréme de la double limite

On peut réecrire I’énoncé du paragraphe précédent sous la forme :
lim f(x) = f(a) = lim fi(a)
X—a n—+o0o

C’est-a-dire

oy ) = i (s )

X—a \n—+oo
Dans ce paragraphe, nous allons généraliser ce cas ou a n’appartient plus nécessairement a A. C’est-
a-dire que a peut étre une borne d’un intervalle ouvert ou a = +oo si A n’est pas majoré (—oo si A
n’est pas minoré).

Définition 5.15 (Point adhérent)

Soit A C R, un point a de R est dit adhérent a A si pour tout § > 0, B(a,5) N A # 0.

Remarque : 1l est clair que si a € A alors il est adhérent a A car a € B(a, §) N A. Cependant il existe
des points adhérents a A qui ne sont pas dans A. Ce sont les points qui sont « juste a coté ».
Exemples :

1. Pour A = [a,b], il n’y a pas de points adhérents a A qui ne sont pas dans A.

2. Les points a = 0 et a = 1 sont adhérents a A =]0, 1[.

Théoreme 5.16 (Théoreme de la double limite)

Soit (f;) une suite de fonctions de A dans K et f € .%# (A, K). Soit a un point adhérent a A.
On suppose que

i) La suite (f;) converge uniformément vers f.
ii) pour tout n, f, admet en a une limite finie ¢, € K.

Alors la suite (£,) admet une limite finie ¢ et lim f(x) = ¢. C’est-a-dire
X—a

ica [ ibxia fn(x)) = ¢ = lim (HETW f,,(x)) .

n—+oo (x—)a

Remarques :

1. Dans le cas ol a € A on retrouve le théoréme du paragraphe précédent.

2. Il suffit d’avoir la convergence uniforme sur un voisinage de a dans A. Par exemple si A =]0, 1]
et a = 0, il suffit d’avoir la convergence uniforme sur |0, ¢[.

Démonstration : (Non exigible) La partie la plus difficile est de montrer que la suite (£,) admet
une limite finie £. Nous le ferons a la fin.

Admettons pour le moment que (#,) admet une limite finie ¢. La preuve de la deuxiéme partie est
similaire a celle du théoréme du paragraphe précédent. En effet On veut montrer :

Ve>0,3n > 0,Vx € Alx—al <n=|f(x) -1 <e
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£ CcU .
On se donne donc un ¢ > 0 et on pose ¢ = —. Maintenant comme (f,) — f il existe N tel que

implique n > N, ||f; — fll < €. De méme comme (¢,) — ¢, il existe N’ tel que n > N’ implique
|€, — | < €. On prend alors n > max(N, N’). Alors pour tout x de A,

|f(x) —¢]

|(f(x) = fu(x)) + (fu(x) = &) + (£ — £)]
|f () = fu(O |+ [ fa(x) = &l + [60 = 0)]
2" + | fu(x) — &

NN

Maintenant on sait que lim f,(x) = £,. De ce fait il existe > 0 tel que pour x dans A, |[x —a| < n =
xX—a

|f2(x) — £,| < €. Pour cet n on a donc :
lx —al <np=|f(x)—¢] <3¢ ==
On a bien montré que lim f(x) = ¢.
X—a

Il reste donc a montrer que (#,) tend vers une limite finie £. Commencons par montrer que la suite
est bornée. On sait que ||f; — f || tend vers 0. Donc il existe N € N tel que pourn > N, ||f,— flle < 1
(on aurait pu prendre une autre valeur). Maintenant pour n > N,

o = fnlloo < fa = flleo + I = fivlleo < 2.

On a donc pour tout x € A, [f,(x) — fyv(x)| < 2 en passant a la limite quand x — a on obtient que
|€, — x| < 2. Cela signifie que pour n > N, ¢, € B({n, 2). La suite est bien bornée.

On peut alors appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstrass. Il existe une suite extraite (£,(,)) qui
converge. On rappelle que ¢ est une application strictement croissante de N dans N. Notons ¢ la
limite de cette suite extraite. Il reste & montrer que (#,) converge vers ¢.

£ . .
Pour tout ¢ > 0, on pose encore ¢ = —. En reprenant ’argument ci-dessus on peut montrer qu’il

existe N tel que pour n et p supérieurs a N, || f, — f,|| < 2¢”. De ce fait, en passant encore a la limite
onalt, — | < 2¢.

Maintenant il existe N” tel que pour p > N’ et p dans I'image de ¢, |, — £| < ¢’
En conclusion pour n > max(N, N’) on a
ou on a choisit p > max(N, N’) et dans I'image de ¢.

On a donc bien montré que la suite (£,) convergeait vers un élement ¢. O

Exemple : On considere pour n > 1,

5
b
1
Il
I
—
+
I
+
|
+
+

e —1
pat

Pour x €]0,1] on a f;(x) — f(x) =
n—oo
De plus la convergence est uniforme car pour x €]0, 1],

k-1 1
) - f@l =) == < Y=

k>n k>n
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et le terme de droite tend vers 0 (reste de la série exponentielle).

e* -1
De plus, pour tout entier n, hm fn(x) = 1. On en déduit que hrr%) =1.
X— X

Proposition 5.17 (Généralisation)

1. Si A C R et n’est pas majorée, on a le méme résultat en remplagant a par +oo.

2. Si A C Ret n’est pas minorée, on a le méme résultat en remplacant a par —co.

Exemple : On pose f, : x — ne ™. Pour tout x > 0, f,(x) — 0. Donc (f;) converge vers la
n—oo

fonction nulle (que 'on note f) sur ]0,+oo[. De plus, la convergence est uniforme sur [1,+oo[ car
pour tout x > 1
[fu(x) = 0] =ne™ < ne™ — 0.
n—oo

Maintenant pour tout n > 1, hm fn(x) = 0 = £,. On retrouve bien que hm f (x) =0.

Par contre, si essaye de faire la méme chose en 0%, on voit que pour tout entier n, lir+n fn = n.On voit
0
que
lim f(x) =0#+co= lim n
x—0* n—+o0o

En effet, la suite (f;) ne converge pas uniformément au voisinage de 0*.

3 Intégration et dérivation

3.1 Intégration

On va lier le fait qu’une suite de fonctions (f;,) converge vers f avec des propriétés équivalentes sur
les primitives et intégrales.

— Théoréme 5.18 |

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans K. Soit f une
fonction définie sur I et a valeurs dans K. On suppose que

i) Les fonctions f, sont continues.
ii) La suite de fonctions converge uniformément sur tout segment J inclus dans I vers
f
Soit a € I, on pose F, : x > / fa(t)dt et F : x / f(t)dt. La suite (F,) converge

uniformément vers F sur tout segment J de I.

Remarques :

1. Comme on I'a vu, le fait que la suite (f;) converge uniformément sur tout segment de I ne
signifie pas que (f,) converge uniformément sur I. De méme pour la suite (F,).

2. La fonction F est définie car, comme les f; sont continues et qu’il y a convergence uniforme
sur tout segment alors f est continue.

3. On demande que les f, soient continues et pas juste continues par morceaux. Cette hypothése
est technique (mais elle est dans le programme). Le probléme est que si les fonctions ( f,) sont
supposées uniquement continues par morceaux, la limite (uniforme) f pourrait ne pas étre
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continue par morceaux. Par exemple on considéere pour tout entier n la fonction f, définie sur
[0, 1] par
0 six¢Q
foixe 1 six=LavecpArg=1letg<n

0 six:aavecp/\qzletq>n

On voit aisément que f, n’a qu'un nombre fini de points de discontinuité mais la limite simple

1 sinon

f-xr—>{0 six ¢ Q

n’est pas continue par morceaux.

4. Les fonctions F, et F sont les uniques primitives de f, et f qui s’annulent en a.

5. Méme si on suppose que la suite (f;) converge uniformément sur la totalité de I'intervalle I
on n’obtient pas nécessairement que la suite (F,) converge uniformément sur I vers F. Par
exemple si on prend f, : x — % qui converge uniformément sur R vers f = 0. En intégrant (en
prenant a = 0), on obtient F;, : x +— 7 et F = 0. On voit que (F,) ne converge pas uniformément
vers F sur R.

Démonstration : Soit J un segment de I. On veut montrer que (F,) converge uniformément vers
F sur J. Or pour x € ],

[ nwar- [ s

On considere un segment J’ contenant J et a et on note § son diameétre (c’est-a-dire la distance entre
ses deux bornes). On obtient

|Fn(x) = F(x)| = = < lx—af sup |fu(t) = f(D)].

tela,x]

/ £(0) - f(D)dt

|Fu(x) = F(x)| < Ollfn = fllyco
ou ||fn = fllyeo = su]p |fa(t) — f(t)|. Cest-a-dire
te]’

1Fn = Flljeo < Ollfa = fll co-

Or (fn) LA f sur J' donc (F,) LA f sur J. O

—‘ Corollaire 5.19 }

. . . . s cu
Si (fn) est une suite de fonctions continues définies sur un segment J et que (f,) — f

alors
him [
J " J

p . . . L s . . CcU
Démonstration : Si J = [a, b] on applique le théoréme précédent. On obtient que (F,) — F donc
en particulier pour x = b on a

R [ [ r=rm

Remarques :
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1. Pour ce dernier énoncé, la convergence uniforme est essentielle. Considérons la suite de fonc-
tions (f;) définie pour n > 1 sur [0, 1] par :

. 1

0 six = 1-—
1 1
faix—{ 2n—2n*t si— <x<-—
2n 1 n

2nt Six < —

2n

fi
|

cs
On peut voir que (f;) — f ou f est la fonction nulle. En effet pour x = 0 on a pour tout

neN, f,(0) =0 et pour x > 0ona f,(x) =0des que x > % c’est-a-dire n > %

Cependant la convergence n’est pas uniforme. On peut s’en convaincre en voyant que pour
1 1
1
tout n, / fa(t)dt = 2 et / f(t)dt =0.
0 0
cs
2. On peut utiliser la contraposée de ce résultat. Si (f,) — f sur un segment I et que / fn ne
I

tend pas vers / f alors la convergence n’est pas uniforme.
I

— ATTENTION |

Il faut bien faire la différence entre cet énoncé et le théoréme de convergence dominé
étudié au chapitre 2. Le corollaire ne peut s’appliquer que sur un segment [a, b]. Il est
plus simple a mettre en place mais nettement moins puissant.

1
1 1 . :
Exemple : Posons I, = /(; T dt. On pose f, : t > 1. Cette suite de fonction converge

140



simplement vers f définie par
1 sit#1
f‘“_’{l/z sit=1

En constatant que la limite n’est pas continue on sait que la convergence n’est pas uniforme.

Mais on peut appliquer le théoréme de convergence dominée (en dominant par la fonction constante
égale a 1) pour obtenir que (I,) — 1.

3.2 Dérivation

Etudions maintenant si quand (f;) tend vers f alors la dérivée de la limite est la limite des dérivées.
C’est-a-dire, a-t-on

Jim £y = = (fim ) 2

Commengons par montrer sur un exemple que la seule convergence (méme uniforme) de la suite de
fonctions ne suffit pas.

Considérons sur R+ la suite de fonctions f, : x = {[/x + 1. Ce sont des fonctions dérivables sur R,.

Maintenant ( f,) Y, fou f: x> /x. En effet, pour tout n > 1 et tout x € Ry,

1
00 = f0l = x4 - Y= —L— <

F+\/_

1
n

1
< —
T vn

S =

Cependant, f : x — /x n’est pas dérivable en 0.
— Théoréme 5.20 |

Soit (f;) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans K. On suppose
que

i) Pour tout entier n, la fonction f, est de classe ¢! sur I.
ii) La suite de fonctions (f;) converge (simplement) vers une fonction f.

iii) La suite des fonctions dérivées (f,) converge uniformément sur tout segment J de
I vers une fonction g.

Alors la suite de fonctions (f;) converge uniformément sur tout segment J de I, f est de
classe ¢! sur I et f’ = g. Dit autrement on a

fim £ == (fim )

Démonstration : Le principe est d’appliquer le théoreme d’intégration de la limite du paragraphe
précédent a la suite (f). On sait que
i) les fonctions f, sont continues sur I,

ii) les fonctions f, convergent uniformément sur tout segment J de I vers g.
X

On choisit alors a € I. On note F, : x +— / fretG:x > / g. On sait que (F,) converge

uniformément vers G sur tout segment J C I. Comme f;, est une primitive de f,, on sait que pour
tout x € I,

Fa(x) = / F(0)dt = [£]F = f(x) - fula)
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On en déduit que
fix) = f(@) + Fa(x) — f(a) +G(x)

Par unicité de la limite on obtient que

Vx e, f(x) = f(a) + G(x)

De plus on sait que g est la limite uniforme (sur tout segment) d’une suite de fonctions continues donc
elle est continue. D’apres le théoréme fondamental de ’analyse, f est de classe €' et f’ = g.

Il reste a montrer finalement que (f;) converge uniformément sur tout segment J C I vers f. Pour
tout x € J,

[a(X)=f ()] = |fa(a) + Fa(x) = f(a) = G(x)| < [fa(@)=f(@)[+|Fn(x) =G (x)| < |fa(@)=f(@)|+[|Fa=Glleo;

On en déduit que
o = fllwg < 1fa(a@) = f(@)| +[IEn = Gllwy —> 0

Cela montre la convergence uniforme de la suite (f;) vers f sur le segment J.

Exemple : Reprenons notre exemple de la suite (S,).
i) Pour tout entier n, la fonction S, est de classe 6! sur R.
ii) La suite de fonctions (S,) converge (simplement) vers la fonction exp.
iii) On remarque que S = 0 et que pour tout entier n > 1, S; = S,_1. On en déduit que la suite
des fonctions dérivées (S)) converge uniformément sur tout segment [—a, @] de R vers la
fonction exp.

On en déduit que la limite exp est de classe € et que exp’ = exp (et elle est donc €’ par une
récurrence immédiate).

On peut généraliser cela au cas des fonctions de classe €.

— Théoréme 5.21 |

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans K. Soit k un
entier. On suppose que

i) Pour tout entier n, la fonction f; est de classe &% sur I

ii) Pour tout i € [[0; k — 1]], la suite de fonctions ( fn(i)) converge (simplement) vers
une fonction g;

iii) La suite des fonctions dérivées k-iéme ( j;(k)) converge uniformément sur tout seg-
ment J de I vers une fonction g.

On pose f = go. Alors f est de classe € et pour tout i € [[0; k]|, f!) = g; et les suites
( f,,(l)) convergent uniformément sur tout segment.

Démonstration : On procéde par récurrence sur k.
— Pour k = 0 C’est juste le théoreme sur la continuité de la limite. Pour k = 1 c’est le théoreme
précédent.

— Soit k > 1, on suppose la propriété vraie au rang k et on veut la montrer au rang k + 1. On
se donne donc une suite de fonctions ( f,) définies sur un intervalle I et a valeurs dans K. On
suppose que
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i) Pour tout entier n, la fonction f, est de classe € *lsurl.
ii) Pour touti € [[ 0; k ]|, la suite de fonctions ( fn(i)) converge (simplement) vers une fonc-
tion g;
iii) La suite des fonctions dérivées k + 1-iéme ( ﬁl(k+1)) converge uniformément sur tout
segment J de I vers une fonction gj,;.

On pose f = ¢o. Maintenant on veut appliquer I’hypothése de récurrence a la suite (h,) ou

h, = f,. Par définition, cette suite de fonctions vérifie les hypothéses de récurrence au rang k.
On en déduit que g; est de classe €*, pour tout i € [[0; k1], gii) = gis+1 et les suites (h,(j)) =
( fn(iﬂ)) convergent uniformément sur tout segment de I. Il ne reste plus qu’a appliquer le
théoréeme précédent a la suite (f,) pour montrer que plus que (f;) converge uniformément

sur tout segment de I et que f” = g; et donc pour touti € [1; k+1]], f¥) = ggi_l) =g;.

Par récurrence la propriété est vraie pour tout entier k. O

Pour finir, on peut aussi obtenir le caractere € de la limite.

— Théoréme 5.22 |

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans K. On suppose
que

i) Pour tout entier n, la fonction f; est de classe ¢ sur I.

ii) Pour tout i € N, la suite de fonctions ( f,,(i)) converge (simplement) vers une fonction
9gi

iii) Pour touti € N, la suite des fonctions dérivées i-iéme ( f,,(i) ) converge uniformément
sur tout segment J de I vers la fonction g;.

On pose f = go. Alors f est de classe € et pour tout i € N, f!) = g,

Remarque : On peut avoir une hypothese un peu plus faible. Il suffit que les ( fn(i)) convergent
simplement et qu’il existe un rang N tel que pour i > N les suites de ( fn(')) convergent uniformément
sur tout segment alors la limite £ est de classe € et pour tout i, ) = lim £”.

n—oo

4 Séries de fonctions

On va vouloir étudier maintenant des séries de fonctions. Cela revient essentiellement a étudier la
suite des sommes partielles.

4.1 Convergence

Dans ce paragraphe A est un ensemble.
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Définition 5.23 (Convergence simple et convergence uniforme)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur A et a valeurs dans K.

n
On note pour tout entiern, S, = 3, fr € (A K).
k=0

1. On dit que la série de fonctions ), f, converge simplement si (S,) converge simplement.

2. On dit que la série de fonctions ), f, converge uniformément si (S,) converge unifor-
mément.

3. On dit que la série de fonction ), f, converge absolument si la suite des fonctions

n
(Z |fk|) converge simplement.

k=0

Remarques :
1. Comme la convergence simple / uniforme d’une série de fonctions est définies par la conver-
gence simple / uniforme d’une suite de fonctions, tout ce qui a été vu précédemment s’applique.
Par exemple, on essayera souvent de commencer par déterminer la limite simple avant de s’at-
taquer au caractere uniforme de la convergence.
2. Pour alléger les notations on notera souvent ), x" + 1 la série de fonctions ) (x — x" + 1).

Proposition 5.24

Avec les notations précédentes,

1. Si )} f, converge uniformément, elle converge simplement.
+00

2. Si une série de fonctions converge sa limite est S : x — ), f(x).
n=0

Proposition 5.25

Soit )’ f, une série de fonctions.
La série converge uniformément si et seulement si elle converge simplement et la suite des
restes converge uniformément vers 0.

Démonstration : Si on suppose que la série converge simplement (afin de pouvoir définir les restes).
Ona

Z fn converge uniformément vers S &= ||S; = S||lcc = 0
& |[[Rpllo —0
= (R) -0
O

Exemple : Considérons la série de fonctions },(x + x*"). Elle converge simplement sur [0, 1[ vers

) 1
S:ix .

On cherche a étudier Iéventuelle convergence uniforme. On regarde le reste

oo 2p+2
X
Ry:x+> E X2 = .
1— x?
n=p+1



— Soit a < 1, on a convergence uniforme de (R,) vers la fonction nulle sur [0, a] car pour x < a,

2p+2

a
R (x)| <« —— — 0.
Ry(0)| < 17— —

Donc la série de fonctions converge uniformément sur [0, a]
— Sur [0,1[ il n’y a pas convergence uniforme. En effet pour tout p, lim1 Ry (x) = +o0. De ce fait,
X—

il existe x, € [0, 1] tel que R,(x,) = 1 ce qui empéche la convergence uniforme de (R,) vers
la fonction nulle.

Remarque : Dans le cas général, il est difficile d’étudier la convergence uniforme d’une série de
fonctions. En effet, il n’est pas aisé de calculer ||S, — S||~ car S, — S est une somme d’une infinité de
termes et on ne peut pas simplement calculer sa dérivée par exemple.

Définition 5.26 (Convergence normale)

Une série de fonctions ), f, définie sur A converge normalement si
i) toutes les fonctions f, sont bornées

ii) la série (numérique) Y || ful| est convergente.

Remarques :
1. La notion de convergence normale n’a de sens que pour une série de fonctions (pas pour une
suite de fonctions).
2. L’intérét de la convergence normale est qu’il suffit de montrer la convergence d’une série
numérique. Il faut cependant calculer auparavant les normes infinies ou au moins les borner

— Théoréme 5.27 |

Soit )’ f, une série de fonctions définie sur A. On suppose que la série converge normale-
ment

1. La série converge absolument c’est-a-dire que la série )’ |f;| converge simplement.

2. La série converge uniformément.

Remarque : Dans la plupart des cas, pour montrer la convergence uniforme d’une série de fonctions
(pour appliquer les théorémes relatifs a la continuité, dérivabilité, intégration) on commence par
tester la convergence normale.

Démonstration : Soit )’ f, une série de fonctions définie sur A qui converge normalement.

1. Soit x € A, la série ) |f,(x)| est une série a termes positifs. De plus, pour tout entier naturel

1, | fu ()] < I falloo-

Comme la série }’ ||f,|| converge par hypothese donc la série }; |f,(x)| converge d’aprés le
théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs.

On en déduit que la série converge absolument.
2. On sait que la série converge absolument donc elle converge simplement. Pour montrer qu’elle
converge uniformément on va s’intéresser aux restes.

Pour p < getx € A,

q
[fpe1(x) + -+ fo(O)| < [fprr (O] + -+ [fg(0)] < Z | fielleo

k=p+1
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+00

En faisant tendre q vers +co (les deux termes convergent) on obtient |R,(x)| < 2 |lfillo

k=p+1
+0o
et donc |[Ry|lo < 2 ||fklleo. Comme la série }; || fu]|o converge le reste tend vers 0 et donc
k=p+1

(Rp) converge uniformément vers 0 d’oui la série de fonctions converge uniformément.

O

% Méthode : Pour étudier la nature de la convergence d’une série de fonctions :
— On étudie la convergence simple
— On étudie si possible la convergence normale (afin d’obtenir la convergence uniforme)
— Sila série ne converge pas normalement on essaye de démontrer « a la main »la convergence

uniforme.
—nxz —nxz
Exemple : Etudions la série 3 <—. On pose f, : x = $—.Ona
falleo = £(0) = —
e I T L e

1
1+n?

On en déduit que la série ) ||fy]|| converge car ~ % Donc la série de fonctions converge

normalement donc uniformément.

% Méthode : (Convergence uniforme d’une série alternée de fonctions)

(_l)nxz

On consideére la série de fonctions i

nz1

—1)"x? , . . .
On pose f, : x — % On commence par étudier la convergence simple. Soit x € R.

— Six = 0 alors la série converge et la somme vaut 0.

— Six # 0, on a affaire a une série alternée. En effet

x2

_)0
x*+n noe

[fa(x0)] =

et xffin décroit quand n augmente (on étudie la variation par rapport a n pas par rapport a x).

On en déduit que la série converge simplement sur tout R.

On peut essayer d’étudier la convergence normale. Pour cela on cherche le maximum de |f,|. En
2x(n—x*
dérivant on a (|f,|)"(x) = ((T)z). Le maximum de la fonction est atteint en n'/4. On en déduit
xt+n
que
1
— 1/4y| —
o = |fu(n = —
| falleo = [fa(n"")] NG

En particulier, la série }; || f,||c diverge.

Mais, comme on a affaire a une série alternée, on a une majoration du reste. Pour tout p > 1

+00
_l nx2 x2

Rol=| > EX X

nSpi1 X*+n x*+p+1

On veut savoir si R, converge uniformément vers 0. Pour cela on cherche le maximum de la fonction

0:x = f;+1 sur R. II suffit de trouver le maximum de h : x +— ﬁpﬂ sur R,. On dérive et on
obtient ,
+1)—x
B (x) = (p+1)
(x2+p+1)2
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On en déduit que le maximum de h est atteint en x, = y/p + 1 et donc 6 atteint son maximum en
vp + 1. De ce fait pour tout x de R,

v+l 1
(p+1)+(p+1) 24/p+1
On en déduit que R, converge uniformément vers 0 et donc la série converge uniformément sur
R.

Ry (x)] <

— ATTENTION |

L’exemple ci-dessus, montre qu’il n'y a pas équivalence entre convergence normale et
convergence uniforme. Une série peut converger uniformément sans converger normale-
ment.

4.2 Continuité, intégration et dérivation

Nous allons réécrire les résultats démontrés précédemment sur les suites de fonctions dans le cadre
des séries de fonctions. Dans ce paragraphe A sera une partie de R.

Théoreme 5.28 (Continuité)

Soit )} f, une série de fonctions définie sur A. Soit a € A.
On suppose que

i) pour tout entier n, f, est continue en a,

ii) la série de fonctions }; f, converge uniformément
+00

Onnote S : x — 2 fy(x) la limite de la série. La fonction S est continue en a.
n=0

Démonstration : C’est juste le théoreme sur les suites de fonctions en remarquant que si toutes

n
les fonctions f;, sont continues en a alors, pour tout entier n, S, : x — . fi(x) est aussi continue.
k=0
O

—{ Corollaire 5.29 }

Soit ] f, une série de fonctions définie sur A.
On suppose que

i) pour tout entier n, f, est continue,

ii) pour tout a de A il existe un voisinage V, tel que la série de fonctions )’ f, converge
uniformément sur V.

+0o0

Onnote S : x — 2 fy(x) la limite de la série. La fonction S est continue.
n=0

1 k k . L .
Exemple : On étudie ) 77 et on pose f : x — 77. On sait que la série converge simplement vers
x > exp(x) et que toutes les f; sont continues.

Maintenant soit a € R;, on a Vx € [—a, d],

ak

|fe(x)| < T
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k : : - .
Comme }; 77 converge, il y a convergence normale (donc uniforme) de la série de fonctions sur
[—a, a] (mais pas sur R). On en déduit que la limite x — exp(x) est continue.

Adaptons maintenant le théoreme de la double limite qui va revenir ici a intervertir lim avec }; la
somme remplacant la limite sur n.

Théoréme 5.30 (Double limite pour les séries de fonctions)

Soit ] f, une série de fonctions définie sur A et a un point adhérent a A. On suppose que
i) La série de fonctions converge uniformément vers S au voisinage de a
ii) pour tout n, f, admet en a une limite finie ¢, € K.
Alors la série )’ ¢, converge (vers ¢) et lim S(x) = ¢. C’est-a-dire :
X—a
+00
=0

tm 310 = 3 (1 ).
n=0 n

Démonstration : C’est juste la réécriture du théoreme de la double limite dans le cadre des séries.
O

Remarque : Si A n’est pas majoré (resp. minoré) on peut prendre a = +co (resp. a = —).

, . t t ;.
Exemple : On étudie %I;("x) On pose f;, : x %‘;“”‘) La série est absolument convergente

n>1
t
sur R car pour tout x € R, arctan(nx) < Z. On note
n? 2n?

+00
arctan(nx)
SW =), =

n2
n=1

Il est clair que [|fy|lo» < 37. On en déduit que la série de fonctions converge normalement donc
uniformément sur R

. . T .
On sait que pour toutn > 1, lim f,(x) = —. De ce fait,
X—+00 2n2

+00 2 3

lim S(x) T T
im S(x) = — .
X—+00 2n2 26 12

n=1

Théoreme 5.31 (Intégration)

Soit )} f, une série de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans K. On
suppose que

i) Pour tout entier n, f, est continue

ii) La série de fonctions converge uniformément sur tout segment J vers S

X
Pour tout ade I on pose F, : x — / fn la primitive de f, qui s’annule en a. Alors la série
a

2. F, converge uniformément sur tout segment J de I vers x — /a * S. En particulier,

400 x x +00
Vel ) / fi= / > h
n=0 Y4 a pn=0
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—{ Corollaire 5.32 }

Si )} f, est une série de fonctions continues définies sur un segment J qui converge uni-

formément vers S,
+00 +00
> [h= [0
n=0 J J n=0

1
Exemple : On veut trouver une expression de / x*dx.
0

400 k
Pour tout x €]0,1],x* = exp(xInx) = _(xlII;’x) .
n=0 ’

1/e

—1/e

On commence en remarquant que la fonction x +— xInx se prolonge par continuité en 0 et donc
(xInx)*k
!

1 aussi. On peut donc travailler sur le segment [0, 1].

X =

1

s 1 , .
—5- Orla série 3, - converge donc la série converge normalement
1].

On en déduit que

1 00 o1
(xInx)"
xFdx = / —dx
/0 ; 0 n!

Il ne reste plus qu’a calculer ces intégrales en intégrant par parties. On obtient que

1 n _1\n
In = / (x IHX) dx = ( 1)
0 n!

B (n+ 1)+t

On a donc pour tout n, || f, || <
(donc uniformément) sur I = [0,

En conclusion

1 +00
(-1)"
*dx = —_—
/0 X ax ; (n+1)n+1
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Théoréme 5.33 (Dérivation termes a termes)

Soit )} f, une série de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans K. On
suppose que

i) Pour tout entier n, f, est de classe €1 sur,
ii) la série de fonctions converge (simplement) vers S sur I,

iii) la série de fonctions des dérivées } f, converge uniformément sur tout segment J
vers T

Alors la série }; f, converge uniformément sur tout segment J, la fonction S est de classe

€1 etS =T.Cest-a-dire
+00 ' 4oo
n=0 n=0

Démonstration : On applique encore une fois le théoréme vu dans le cas des suites. ]

—{ Corollaire 5.34 }

Soit )} f, une série de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans K et k € N.
On suppose que

i) Pour tout entier n, f, est de classe €% sur 1,
ii) pour i < k les séries de fonctions }; fn(i) convergent (simplement) vers S; sur I,

iii) la série de fonctions des dérivées k-ieme }; f,,( ) converge uniformément sur tout
segment J vers S

Alors, pour touti € [[0; k || les séries ), f,,(i) convergent uniformément sur tout segment
J, la fonction S = S, est de classe €* et pour tout i < k, S0 = §,. C’est-a-dire

+00 ) 400
o) e

La encore, on peut généraliser pour les fonctions de classe €.
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— Corollaire 5.35 |

Soit ] f, une série de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans K. On
suppose que

i) Pour tout entier n, f;, est de classe € sur I,

ii) pour tout entier i les séries de fonctions }, fn(i) convergent (simplement) vers S; sur
iE

iii) il existe un entier k tel que pour i > k les séries de fonctions des dérivées i-ieme
2 f,,(l) convergent uniformément sur tout segment J

Alors, pour tout i € N les séries ), fn(i) convergent uniformément sur tout segment J, la
fonction S = Sy est de classe €™ et pour tout i € N, s = S;. C’est-a-dire

too \ () 4eo
55
n=0

4.3

Exemple d’étude d’une fonction définie par une série

Pour finir traitons deux exemples classiques qui permettent de mettre en évidences des méthodes:

% Méthode : Utilisation d’'une comparaison série-intégrale (exo [898] ou [895])

On pose

RN =~

Flx) = Z arctan(nx)

2
n=1 n

Déterminer I'ensemble de définition I

Montrer que f est continue sur I

Montrer que f est de classe €' sur deux intervalles a préciser.
Déterminer un équivalent de f en 0 et tracer le graphe.

1. La fonction est définie sur I = R.

. Les fonctlons u, sont dérivables et u; : x —

La fonction est continue car elle la série de fonctions normalement, en effet, en posant u, :

X = arctan(nx) _ona ||un||oo < 2;;2'

m. De ce fait ||uy,||co [g00] < m On
a donc convergence normale (donc uniforme) de la série };,; u;,. On en déduit que f est de
classe 6! sur [a, +oo[ (et de méme sur | — oo, a]). Par contre il n’y a pas convergence normale
sur R.

Pour I’équivalent, on met en place un comparaison série-intégrale. Précisément, pour x > 0,

on considére

arctan(xt)
Gu il ———
Elle se dérive en

t
g;:tHg(;)oilh:ur—)

Maintenant, la dérivée de h est négative et h(0) = 0 donc on obtient que g, décroit.

Par comparaison série intégrale on a donc

arctan(nx)

x(t)d = «(t)d
/1 gx(t)dt < f(x) = arctan(x)+Z arctan(x)+/1 gx(t)dt
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Maintenant, en posant u = xt on obtient que

+00 1 400 t +00 t
/ gx(t)dt = —/ gean'y anz(u) du = x/ arcam) a?(u) du
1 X Jx (%) x u

arctan(u . . . . sps
Comme T() ~ %, par sommation des relations de comparaisons des fonctions positives
—0

(divergentes),

+00 1 0
arctan(u arctan(u 1
/ %du ~ / #du ~ / —du = —In(x).
x u x—0 x u u—0 x U

Finalement, en utilisant que arctan(x) ~, X = o(—x1Inx) on obtient que f(x) ~ X In(x).
X— X—

% Méthode : Utilisation d’une équation fonctionnelle (voir aussi exo [1830]-CCP)

On veut étudier sur R} la fonction

On pose f, : x —

1.

2.

3.

SR

. (="
S.anZ:(;x_}_n

Définition

Dérivabilité

Variations

Limite en +0c0

Limite en 0

Equivalent en +00. On pourra commencer par remarquer que S(x) + S(x + 1) = %
="

x+n °

Pour tout x € R}, la série ) - e converge car elle releve du théoréme des séries alternées. La
fonction est bien définie sur R*

Etudions la dérivabilité. Les fonctions f;, sont de classe ¢! et pour tout entier n et tout x € R,

( 1)n+1
falx) = ——.
(n+x)
On voit que pour n > 1, ||f/]| = |£,(0)| = nZ et que pour a > 0, la fonction f; est bornée par %

sur [a, +oo[. De ce fait la série de fonction }’ f, converge normalement (donc uniformément)
sur sur tout segment de R}. On en déduit que la série de fonction converge uniformément sur
tout segment de R} (ce que I'on peut obtenir avec les théoréme des séries alternées), que S est

dérivable et que pour x > 0,
, ( 1)n+1
S = Z (n+x)?

+00
5 . ‘s . -1 . .

D’apres le théoréme des séries alternées, S'(x) = ), CDY st du signe de son premier terme

n=0

(n+x)?
c’est-a-dire négatif donc S décroit.

En utilisant encore le théoréme des séries alternées, on voit que la série converge uniformé-
ment sur [1,+o0[. De plus, lim f,(x) = 0 donc, d’aprés le théoréme de la double limite
X—+00

X—+00

+00
lim S(x) = Zo =0.
n=0
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5. Le premier terme de la somme f; : x > + empéche de faire la méme chose. On commence par

+00
le mettre de coté. On pose S = fy +S; ou S; = ), f,. En procédant de méme (double limite), on
=1
montre que "
+00 (_1)n
S — E =—In(2
1(x) 0 L n n(2)

On adonc S(x) ~ % donc lim S(x) = +oo.
x—0 x—0
6. L’équivalent en +oo est plus difficile. Il faut d’abord remarquer que S(x) + S(x + 1) = % (par
un décalage) puis que

S(x)+S(x+1) <25(x) < S(x)+S(x—1)

On en déduit que

S(x) ~ —

+00 2)(.
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CHAPITRE 6

Dénombrabilité et familles sommables
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2.2 Familles sommables d'éléments de [0,+c0] . .......... ... . . . ... ... ..., 161
2.3 Familles sommables de nombres complexes .. ......... ... ..... ... .. ....... 167
24 Produit de Cauchy . ... ... . . . 172

1 Ensembles dénombrables

1.1 Définitions

Commencons par rappeler quelques définitions du cours de premiere année sur les ensembles fi-
nis.

Définition 6.1 (Equipotence)

Soit X et Y deux ensembles. Ils sont dit équipotents s’il existe une bijection ¢ : X — Y.

Remarque : On vérifie aisément que la relation d’équipotence parfois notée = est une relation
d’équivalence !.

Définition 6.2 (Ensembles finis)

Un ensemble X est dit fini s’il est équipotent a un ensemble de la forme [[1; p ]| oup € N.

Remarques :

1. Nous passons sous silence qu’il n’y a pas d’ensemble de tous les ensembles et qu’il n’est pas clair sur quel ensemble
la relation d’équipotence porte
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1. Les ensembles [[ 1; p ]| peuvent étre vus comme des « prototypes » d’ensembles finis.

2. Pourp=0,[[1; 0]] =0 qui est un ensemble fini.

Proposition-Définition 6.3 (Cardinal)

Soit X un ensemble fini. Il existe un unique p € Ntelque X = [[ 1; p ]]. On appelle cardinal
de X cet unique entier p. On le note

|X| ou #X ou Card(X)

Définition 6.4 (Ensembles dénombrables)

Remarques :

1. Cela signifie que I'on peut définir 'ensemble E comme E = {x; | i € N} en posant x; = ¢(i).
2. Soit E un ensemble dénombrable et F un ensemble. S’il existe une bijection de E dans F alors

F est aussi dénombrable.

Un ensemble E est dit dénombrable s’il existe une bijection ¢ de N dans E.

3. Un ensemble fini n’est pas dénombrable.

Exemples :

1. L’ensemble N est dénombrable.

2. L’ensemble Z est dénombrable. On peut poser

Q

N — Z
n . .
> s1 n est pair
n = 2 n+1 : P
— sinon

C’est une bijection dont la réciproque est

¢

-1 .

N — Z

2n si n est postif
n o .

—2n -1 sinon

Proposition 6.5

Une partie X de N (X C N) est finie ou dénombrable.

Démonstration : Soit X une partie de N.

— Sielle est majorée et si on note N un majorant de X alors X € [[ 1; N ]| donc X est une partie

d’un ensemble fini. Elle est finie.

— Sielle n’est pas majorée on peut construire une bijection ¢ de N dans X. On pose

(/0

N - X
0 +— min(X)
1 — min(X\ {¢(0)})

n e min(X\ @([[0;n 1))
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Le fait que X ne soit pas majorée permet d’étre sur que pour tout entier n, X \ ¢([[0; n — 1]]) n’est
pas vide.

De plus, par construction, ¢ est strictement croissante donc injective.

Il ne reste plus qu’a montrer que ¢ est surjective. On remarque que pour x € X, x = ¢(n) ou
n=#{keX|k<x}.

—{ Corollaire 6.6 }

Soit X un ensemble tel qu’il existe une injection : : X — Y ou Y est fini ou dénombrable.
Alors X est fini ou dénombrable. On dit que X est au plus dénombrable.

Démonstration : Il suffit de voir qu’il est en bijection avec ((X) qui est une partie de N. O

—{ Corollaire 6.7 }

Un ensemble X tel qu’il existe une surjection s : ¥ — X ou Y est fini ou dénombrable.
Alors X est fini ou dénombrable.

Démonstration : Ona f : N - Y — X surjective et donc on peut construire : : X < N en
associant a tout élément x son plus petit antécédent. ]

1.2 Propriétés et exemples

Proposition 6.8

Un produit cartésien d’'un nombre fini d’ensembles au plus dénombrables est au plus dé-

nombrable.
Démonstration : (Non exigible) Soit Ey, ..., E, des ensembles au plus dénombrables. On note ¢;
une injection de E; dans N pour i € [[ 1; r ]|. On considére py, ..., p, des nombres premiers deux a

deux distincts et on construit alors ¢ : E; X - -+ X E, — N par

1: Eyx---xE, —» N

(x15 ey xr) g p(lpl(xl) X oo X pfr(xr)
Justifions que ¢ est injective. Soit u = (x1,...,x,) eto = (y1,...,y,) deux éléments de E; X - - - X E,
q ] Yy Yy
tels que ¢(u) = ¥/ (v). Par unicité de la décomposition en nombres premiers, pour touti € [[1; r]],
@i(x;) = @i(y;). En utilisant I'injectivé des applications ¢, ..., ¢,, on obtient que pour tout i €

[[1; r]l, xi = y; ce qui signifie que u = .

On en déduit qu’il existe une injection ¢ : E; X - -+ X E, < N. Cela montre que E; X --- X E, est au
plus dénombrable. ]

Exemples :

1. On en déduit que N?, Z?2 et de maniére générale Z" sont dénombrables.

156



2. On peut définir une injection de Q dans Z? en utilisant les fractions irrédutibles. Pour tout
a
rationnel r, il s’écrit de maniére unique sous la forme r = b oua € Zetb € N* en prenant

0
pour convention que 0 = —. On construit ainsi une injection de Q dans Z? et donc dans N en

composant avec une bijection de Z* dans N.

On en déduit que Q est dénombrable.
3. On peut construire des bijections explicites de N dans Z? par exemple.

-3 -2 -1 0 1 2 3

Trouver les formules en exercice....

Proposition 6.9

Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénom-

brable.

Démonstration : (Non exigible) On considére (E;);c; des ensembles finis ou dénombrables indexés
par un ensemble I fini ou dénombrable. On se donne donc des injections ¢; : E; — N et une injection
¥ : I — N.On pose E = | J;¢r Ei. Pour tout x de E on note I, = {i € I | x € E;} puis i, I’élément de I
tel que pour tout i € I, ¥(iy) < ¢(i).

On pose alors @ : E — N? définie par @ : x — (¢ (ix), @i, (x)).

Il est alors élémentaire de vérifier que ® est injective. En composant avec une injection de N? dans
N on obtient que E est fini ou dénombrable.

—{ Corollaire 6.10 }

1. On retrouve que Z est dénombrable car Z = N U —N.

1
2. On retrouve que Q est dénombrable car Q = U EZ.
PEN*
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— ATTENTION |

Il n’est pas vrai cependant qu’un produit cartésien d’'un nombre dénombrable d’ensembles
dénombrables (et méme fini) est dénombrable.

Exemple : Montrons que E = {0, 1}N n’est pas dénombrable. On peut voir E comme {0, 1} x {0, 1} X
- ou comme l’ensemble des suites de N dans {0, 1}.

Supposons par I'absurde qu’il existe une bijection ¢ : N — E. On va aboutir a une absurdité en
construisant une suite qui n’appartient pas a Im(¢).

Soit (uy) € E définie par

1 sile n-iéme terme de la suite ¢(n) vaut 0
VneNu, = . N .

0 sile n-iéme terme de la suite ¢(n) vaut 1
Supposons par exemple que les premiers termes des suites ¢ (0), ¢(1), .. . soient donnés par le tableau
ci-dessous,

B W N =R OIS
_ O O =
e e e =)

La suite (u,) est définie par uy = 1,u; = 0,up = L,us = 1,....

La suite (u,) n’est pas dans Im(¢). En effet pour tout entier n, la suite (u,) # ¢(n) puisque leur
n-iéme terme est différent.

Cela montre que ¢ n’est pas surjective. L’ensemble E n’est pas dénombrable.

Remarque : Ce procédé s’appelle I'extraction diagonale de Cantor.

Matheux (Georg Cantor : 1845 - 1918)

Georg Cantor est un mathématicien allemand, né le 3 mars 1845
a Saint-Pétersbourg (Empire russe) et mort le 6 janvier 1918 a
Halle (Empire allemand). Il est connu pour étre le créateur de la
théorie des ensembles.

Il établit I'importance de la bijection entre les ensembles, définit
les ensembles infinis et les ensembles bien ordonnés. Il prouva
également que les nombres réels sont « plus nombreux » que les
entiers naturels. En fait, le théoréme de Cantor implique 'exis-
tence d’une « infinité d’infinis ». Il définit les nombres cardinaux,
les nombres ordinaux et leur arithmétique. Le travail de Cantor
est d’'un grand intérét philosophique et a donné lieu a maintes
interprétations et a maints débats.

Cantor a été confronté a la résistance de la part des mathéma-
ticiens de son époque, en particulier Kronecker. Dans le but de
contrer les détracteurs de Cantor, David Hilbert a affirmé : « Nul
ne doit nous exclure du Paradis que Cantor a créé. »
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—{ Corollaire 6.11 }

L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Démonstration : (Non exigible) Il suffit de montrer que [0, 1[ n’est pas dénombrable. On sait que
via I’écriture binaire, [0, 1] est en bijection avec I’ensemble des suites non stationnaires a 1.

En effet, tout nombre réel x dans [0, 1[ s’écrit :

+00

x = Z u, 27"

n=1
Il y a unicité de cette écriture si on supprime les suites (#,) qui sont stationnaires a 1.

On remarque alors que 'ensemble .7 des suites stationnaires a 1 est dénombrable. En effet, notons
pour tout entier N, .#y 'ensemble des suites (u,) telles que pour n > N, u, = 1. On voit que .y
est un ensemble fini. L’ensemble .% est donc une réunion dénombrables d’ensembles finis, c’est un
ensemble dénombrable.

Comme on a vu que ’ensemble des suites a valeurs dans {0, 1} n’était pas dénombrable et que . était
dénombrable, on obtient que 'ensemble des suites a valeurs dans {0, 1} qui ne sont pas stationnaires
a 1 n’est pas dénombrable.

Cela permet de montrer que [0, 1] puis R n’est pas dénombrable.
O
Exercice : Soit ¢ € R. Il est dit algébrique s’il existe un polynéme P € Q[X] tel que P(a) = 0. Mon-

trer que ’ensemble des nombres algébriques est dénombrable et en déduire que son complémentaire,
I’ensemble des nombres transcendants ne I’est pas.

2 Familles sommables

Nous allons nous intéresser aux familles sommables. L’idée est proche de celle des séries. On va
considérer des familles (u;);e; de nombres (réels ou complexes) indexées par un ensemble I (géné-

ralisant le cas des suites ou I = N). Le but est d’alors de définir la somme de tous ces termes )] u;
i€l
quand cela a un sens.

2.1 L’ensemble [0,+o0]

Nous allons commencer par rappeler quelques conventions sur ’ensemble [0, +co] = RU{+00}.
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Proposition-Définition 6.12 (Regles de calculs)

L’addition et le produit de Ry se prolonge a ’ensemble [0, +o0]. Précisément pour x, y dans
[0, +co] on pose

0 six=0ouy=0
etxy=9 xy six,yeR,
+00  sinon

x+ six,y €
ceye| 7Y dnack

+00 sinon
Avec ces conventions, les régles usuelles de calculs (commutativité, associativité, distribu-
tivité de la multiplication par rapport a ’addition) restent vraies.

Remarque : Notons en particulier de 0 X (4+00) = (+00) X 0 = 0.

Proposition-Définition 6.13 (Relation d’ordre)

La relation d’ordre usuelle de R, se prolonge a 'ensemble [0, +oo]. Pour x, y dans [0, +o0],

x<y < [(y=+)ou(x,y €Rietx <y)]

Remarque : On vérifie aisément que la relation d’ordre reste compatible aux deux opérations dans
le sens ou pour x, y, z, t dans [0, +o0]

|

Soit A une partie non vide d’éléments de [0, +oo]. Elle admet une borne supérieure dans
[0, +o0].

Plus précisément, si A C R, et A est majorée, la borne supérieure de A vue comme partie
de [0, +co] est la méme que celle de A vue comme partie de R;. Dans le cas contraire la
borne supérieure est égale a +oo.

N R
NN

f = ((x+2) < (y+1) etxz < yt)

Proposition 6.14
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2.2 Familles sommables d’éléments de [0, +oo]

| Définition 6.15 |

Soit (u;);e; une famille d’éléments de [0, +o0] indexée par I. On dit qu’elle est sommable si

{Zui,jclet]ﬁni}

ie]

est un ensemble majoré.
Dans ce cas, on appelle somme de la famille et on note ), u; la borne supérieure de I’ensemble

iel
ci-dessus :
S s Y
el Jcl e
: jfini '

Notation : Dans le cas ou la famille n’est pas sommable on note ) u; = +oo.

iel
Remarques :
1. SiI est fini, la famille est sommable et } u; est la somme des termes.
iel
2. S’il existe i € I tel que u; = +oo alors ) u; = +oo.
iel

3. Comme dans le cas des intégrales (et contrairement au cas des séries) on utilisera la méme
notation pour la famille et sa somme. Mais il faut cependant faire attention que c’est un abus
de notation qui représente deux objets de nature différente.

Proposition 6.16

Soit (u;)ier une famille sommable de réels positifs, le support de la famille c’est-a-dire
Iensemble T = {i € I, u; # 0} est fini ou dénombrable.

Démonstration : Notons S = ) u;. Pour tout p € N*, on considere I, = {i el, u > 11)}

i€l
L’ensemble I,, est fini et on a méme #I, < pS. En effet, si on suppose que I, contient strictement plus
de pS éléments. Soit J une partie finie de I, contenant strictement plus de pS éléments,

C’est donc absurde.
On voit alors que T = |J I, est fini ou dénombrable comme union dénombrable d’ensemble finis.

pEN*
O
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Proposition 6.17 (Croissance de la somme)

Soit (u;)ier et (v;)ier deux familles d’éléments de [0, +oo] indexées par un ensemble I. Si
pour tout i de I, u; < v; alors

Z Ui < Z (]

i€l i€l

En particulier si (v;);e; est sommable, (u;);e; aussi.

Démonstration :

Soit K une partie finie de I,

Su< S Yo

ieK ieK iel

On en déduit que )’ v; est un majorant de I’ensemble {Z uj, JClet] ﬁni} et donc que ) u; <
iel ie] iel
20

iel

Proposition 6.18 (Lien avec les séries)

Soit (u;);en une famille de réels positifs indexées par I = N.

+00
PRI
ieEN i=0

En particulier (u;);e; est sommable si et seulement si la série ) u; est convergente.
i>0

Démonstration : On procede par double inclusion
— Soit I’ une partie finie de I = N. On note N = max(I’) son plus grand élément. Alors

On en déduit que

+00

P S

ieN i=0
— Soit n € N. L’ensemble [[ 0; n ]| est une partie finie de I = N donc
n
u; = Z U < Z Ui
i=0 i€[[0;n]] ieN

En faisant tendre n vers +co on obtient que

+00
S>>
ieN i=0
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Proposition 6.19 (Invariance par permutation des indices)

Soit (u;) une famille d’éléments de [0, +oo] indexée par I. Soit J un ensemble en bijection
avec I et ¢ une bijection de J dans I. Pour tout j € J on pose v; = u,(;). On a alors

Y=y
iel jej

En particulier la famille (v;)jc; est sommable si et seulement si (u;);es est.

Démonstration : Notons U = {Z uj, I'cletl’ ﬁni} etV = { v, ] cJet] ﬁni}. Montrons

iel’ jeJ’
que U =V.
Soit x € V.1l existe /' C J un ensemble fini tel que x = 3 v;. Si on note I’ = ¢(J’) alors I’ est une
jey
partie finie de I et
ZUJ = Z”w(j) = Z“i
jeJ’ JjeJ’ iel’

Cela montre que x € U etdonc V c U.

On peut considérer ¢! qui est une bijection de I dans J pour montrer que réciproquement U C
V.

Finalement U = V et donc

Z u; = sup(U) =sup(V) = Zvj

iel Jj€J

En particulier la famille (v;)jc; est sommable si et seulement si (u;);er est.

O
Proposition 6.20 (Opérations)
Soit (u;)ies et (v;)ier deux familles d’éléments de [0, +oo] indexées par I. Soit k un réel
positif,
Z(Uz’ +9;) = Zui i Zvi et Z(kui) = kZui
i€l iel i€l iel i€l
Démonstration : En exercice. |

Théoréme 6.21 (Sommation par paquets - cas réels positifs)

Soit (u;);er une famille de réels positifs indexée par I. Soit (I) je; une partition de I. Dans

[0, +o0],
5550 S

Jj€J \i€l; iel

En particulier, (u;)ier est sommable si et seulement toutes les familles (u;);er, sont som-

mables et que la famille ( 2 ul-) est sommable.
JjeJ

lelj
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Démonstration : Ce théoreme est admis. On va démontrer cette égalité par double inégalité.

Avant de commencer la preuve, on va avoir besoin d’un lemme.

} Lemme 6.22 }

Soit (u;);e; une famille de réels positifs. Soit J C I. Dans [0, +oo]

Su<yu

ie] iel

Démonstration du lemme : Soit /" une partie finie de J. C’est aussi une partie finie de I donc

2w s )

ie]’ iel
Cela montre que

Sue Y

ie] iel

O

— Soit K C I un ensemble fini. Pour tout j € J, on note K; = K N I; et on considere T
I'ensemble des indices j tels que K; # (). L’ensemble T est une partie finie de J car K est un
ensemble fini. On a alors

RS DI EDIDIIEDY Dokt

ieK JET \i€K; JET \ i€l; J€J \i€l;
ou la premiere inégalité est obtenue en montrant que pout tout j € J, > u; < ), u; d’apres
iGKj IGI]
le lemme ci-dessus et la croissance de la somme.
Cela montre que

Suey (S

i€l J€J \i€l;

— Soit J’ une partie finie de J, on veut majorer ), (Z u;|. On fixe ¢ > 0 et on note N = #]’.

JEJ \i€l;
Par définition de la borne supérieure, pour tout j € J’, il existe une partie finie X; de I; telle

que
Zui—%<2ui<2ui

lEIj lEXj IEIj

En faisant la somme sur tous les éléments de J’ et en notant X = |J X,

jeJ’
M DITIETEDY DI ESITEP I
JjeJ’ \ i€l; JjeJ’ \ieX; ieX i€l

L’inégalité de droite venant du fait que X est un ensemble fini.
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Cette inégalité étant vraie pour tout ¢ > 0, on a donc

> (S« T

JEJ’ \ i€l; i€l
Cela implique que

> [Su)e s

Jj€J \i€l; i€l

Remarques :

1. Ce théoréme est important. C’est celui que I'on utilisera le plus souvent.
2. S’il existe un j € J tel que ), u; = 400 alors automatiquement }, (Z ui) = +oo et donc
i€l; Jj€J \i€l;

2, Uj = +o00.
iel

Corollaire 6.23 (Théoreme de Fubini)

Soit A, B deux ensembles et I = A X B. Soit (1) (4,p)er une famille de réels positifs. On a

5 (z ) -y (Z ) = T
acA \beB beB \acA (a,b)eAXB

Démonstration : 1l suffit d’appliquer le théoréme de sommation par paquets en voyant que si on
pose pour tout a € A, I, = {a} X B, les ensembles I, forment une partition de I. O

Remarque : On l'utilisera la plupart du temps avec A = B = N (ou N*). Une famille de réels positifs
(Up.q)(p,g)eN? €st sommable si et seulement si :

— pour tout p € N, la famille (u,)4en est sommables ce qui revient a demander que la série

2. Upgq converge.
q=0

— lafamille (Z geN up,q)peN est sommable ce qui revient au fait que la série pz>:0 (Z geN up,q) converge.

Matheux (Guido Fubini : 1879 - 1943)

Né a Venise, Guido Fubini (19 janvier 1879 - 6 juin 1943) est
poussé vers les mathématiques a un age précoce, encouragé par
ses professeurs et par son pere, lui-méme professeur de mathé-
matiques. En 1896 il intégre 'Ecole normale supérieure de Pise,
ou il est I’éleve d’Ulisse Dini et de Luigi Bianchi. Il acquiert une
certaine notoriété des 1902, lorsque sa thése de doctorat (datant
de 1900), intitulée le parallélisme de Clifford dans les espaces el-
liptiques, est discutée dans un travail trés lu sur la géométrie
différentielle publié par Bianchi.

Il est célebre notamment pour ses travaux sur les intégrales, en
particulier le théoréme de Fubini.
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Exemples :

1. On considére la famille (u,4)(p,q)enxn+ définie par

1
(p+a>)(p+q*+1)

V(p,q) e NXN" up, =

On veut calculer sa somme (et donc voir si elle est sommable).
On remarque que pour p > Oetq > 1,

1 1 1
T o+ p+P+1) prqd pHE+1

Upq

Donc, pour tout g € N*,

- 1 1 1
u = — = —
I,Z::j - I,Z::jpwz pHE+1 ¢

Comme % = {(2) on obtient
q=1

1
2, GrPprEey - @

(p,g) ENXN*

2. On considere la famille u,, ; = W ou (p,q) € (N*)2 On veut savoir pour quels a > 0 c’est
une famille sommable. On regroupe par paquets selon la valeur de p + g. Précisément, on a

+00
I=(N*)? = UIk olt
k=2
I ={(p.q) € N")?* | p+q=k}.
Il est clair que Ii est fini et #I; = (k — 1) car

L= {(Lk=1),2k=2),...,(k-1,1)}.

On en déduit que la famille (up,q)(p,q)cr, €st sommable et

Z Upg = %

(P.9)€lk
On obtient alors que la famille est sommable si et seulement si la série }, % est convergente.
k>2
C’est une série a termes positifs et k=1 kal—l . La famille est donc sommable si et seulement
—00

sia—1>1 & a>2.

Remarque : Dans la plupart des cas on travaillera avec I = N? ou Z2. Les partitions utilisées seront
souvent

— Les «lignes » : Lj = {(i,j) | i € N} ouL; = {(i, j) | i € Z}.
— Les «colonnes » : C; = {(i,j) | j e N} ouC; = {(i,j) | j € Z}.
— Les «diagonales » : Ay = {(i,j) € I | i+ j = k}.

FAIRE DES DESSINS
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2.3 Familles sommables de nombres complexes

Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe aux familles de réels non nécessairement positifs ou
de nombres complexes. Les idées développées sont proches de celles des séries absolument conver-
gente et des fonctions absolument intégrables.

| Définition 6.24 |

Soit (u;);e; une famille de nombres complexes indexée par1. Elle est dite sommable si la famille

de réels positifs (|u;|)iecr est sommable, c’est-a-dire si ), |u;| < +oo.
i€l
On note £*(I) 'ensemble des familles sommables indexées par I.

— ATTENTION |

Quand on travaille avec des réels positifs, on peut toujours donner un sens a ; u; que
i€l

la famille soit sommable ou non. Dans le cas des nombres réels qui ne sont pas de signe

constant ou dans le cas des nombres complexes ce n’est plus le cas. Il ne faut pas écrire

>, u; avant d’avoir montrer la sommabilité de la famille.
i€l

Proposition-Définition 6.25

1. Soit (u;);cr une famille sommable de nombres réels indexée par I. Les familles (u");cr
et (u; )ier sont sommables. On pose alors

PWESIEIIS
iel iel iel

2. Soit (u;);er une famille sommable de nombres complexes indexée par I. Les familles
(R(u;))ies et (I(u;))ier sont sommables. On pose alors

Z U = Z R (u;) + iZ I(w;).

iel iel iel

Rappel : Pour tout réel x on appelle partie positive (resp. négative) et on note x* (resp. x~) les réels
positifs :

5

" x six=0 _ 0 six=0
x = ) ; .
0 sinon —X sinon

On aainsi x = xT — x™.

Démonstration : 1l suffit de voir que six € R, x™ < |x]| et x~ < |x|. De méme si x € C, |R(x)| < |x|
et |J(x)| < |x]. m|
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Proposition 6.26 (Invariance par permutation des indices)

Soit (u;) une famille de nombres complexes indexée par I. Soit J un ensemble en bijection
avec I et ¢ une bijection de J dans I. Pour tout j € J on pose v; = ().

1. La famille (v;) c; est sommable si et seulement si (u;);e est.

Sop= T

jej i€l

2. Dans ce cas,

Démonstration : On a déja traité le cas des réels positifs. Montrons que 'on peut s’y ramener dans
le cas général

1. Pour la sommabilité
(vj)jey sommable &= (|vj|)je; sommable &= (|u;|);c; sommable &= (u;);c; sommable

2. Dans le cas ou les familles sont sommables et que ce sont des familles de réels,
Su= TS = S - Y= T
i€l i€l i€l jej jejJ jej

Le cas des nombres complexes est similaire.

Proposition 6.27 (Sommabilité d’une sous-famille)

Soit (u;) une famille de nombres complexes indexée par I. Soit J C I une partie de I. Si
(u;)ier est sommable alors (u;);c; aussi.

Démonstration : On a déja traité le cas des réels positifs. Le cas général s’y ramene

(u;)ier sommable <= (|u;|)ic; sommable = (|u;|);c; sommable = (u;);c; sommable

O

Proposition 6.28 (Sommabilité par majoration)

Soit (u;) une famille de nombres complexes indexée par I. Soit (v;);er une famille sommable
de réels positifs. On suppose que pour tout i € I, |u;| < v; alors (u;);er est sommable.

Démonstration : 1l suffit de voir que

(vi)ie; sommable = (|u;|)ic; sommable = (u;);c; sommable
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Proposition 6.29 (Lien avec les séries)

Dans le cas ou I = N, la famille (u;);en est sommable si et seulement si la série ), u; est
i>0

absolument convergente. Dans ce cas

Démonstration :

Ona

(u;)ien sommable &= (|u;|)ien sommable Z |u;|converge = Zui converge absolument
i>0 i>0

Dans ce cas vérifions que la formule sur les sommes se déduit de celle dans le cas des réels posi-
tifs.

— Cas des réels :
+00 +00 400 400
_ + - _ + - _ + -\ —
DI EDWEDIEDWAEDNCEIIEDIT
il il il i=0 i=0 i=0 i=0

— Cas des complexes :

Z u; = Z R(u;) +i Z J(w) = Z.O R(u;) + i 2.0 J(w) = i(%(ui) +iJ(u;)) = Z.O u;.
i€l iel iel i=0 i=0 i=0 i=0
O

Corollaire 6.30 (Propriétés)

1. (Linéarité de la somme) Soit (u;);er et (v;)ie; deux familles sommables. Soit (A, i)
deux scalaires. La famille (Au; + p0;);e; est sommable et

Z/lui+,uoi:/12u,~+,u20i

iel iel iel

2. (Inégalité triangulaire) Soit (u;);c; une famille sommable,

2| < 2l

iel iel

Démonstration :

1. On sait que comme (u;);es et (v;);e; sont sommables les support Z,, et Z, de ces familles sont
finis ou dénombrables. On peut alors remplacer I par Z,UZ, qui est encore fini ou dénombrable.
Le cas ou I est fini étant évident, on peut supposer que I est dénombrable.

Soit ¢ une bijection entre N et I. On considére x, = uy(n) et Yn = Vy(n).
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On a alors

(u;)ier et (v;)ie; sommables = (x,)nen €t (Yn)nen sommables

= Z x, et Z Y, absolument convergentes

n=0 n=0

= Z(Axn + py,) absolument convergente

n=0

= (Ax, + pyn)nen sommable
= (Au; + pv;)ier sommable
De plus
Z/lui+,uv,- = Z/lxn+,uyn :/Ian+,uZyn :AZui+yZvi
iel n=0 n=0 n=0 iel iel

2. 1l suffit de revenir a la définition de la somme d’une famille sommable.

Il y a aussi un théoréme de sommation par paquets.

Proposition 6.31 (Théoréeme d'approximation)

Soit (u;);er une famille sommable. Soit ¢ > 0. I existe une partie F C I finie telle que

=

ieF iel

<€

Remarque : On peut méme montrer un résultat un peu plus fort qui se rapproche plus de la défini-
tion de la limite. Il existe un ensemble F fini tel que pour tout ensemble F’ contenant F,

Su-Su

ieF’ iel

<€

Démonstration : m]

Théoréme 6.32 (Sommation par paquets - cas complexe)

Soit (u;);er une famille de nombres complexes indexée sur un ensemble I. Soit (I;) jc; une
partition de I. La famille (u;);e; est sommable si et seulement si

— Pour tout j € J, la famille (ui)ielj est sommable.
— La famille | )] |u;] est sommable.
iEIj
je]
Dans ce cas,

Su=3 (S

i€l J€J \i€l;

Démonstration : Ce théoréme est admis.
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— Commencons par la partie sur la sommabilité. D’apres le théoreme de sommation par paquets
pour les réels positifs, dans [0, +oo],

(2ol = D i

J€J \i€l; i€l

Comme la famille (u;);c; est sommable si et seulement si la famille (|u;]);c; est sommable, on
obtient le résultat voulu.

— On suppose maintenant que la famille (|u;|);c; est sommable. 11 suffit de revenir a la définition.
Traitons le cas ou K = R.

Su=Su-Yur =3 Nur -3 N u =3 N -u) =y 3w

i€l i€l i€l Jj€J i€l; Jj€J i€l; Jj€J i€l; Jj€J i€l;

—| ATTENTION |

Il est important de noter que c’est la famille (Z |u,~|) qui doit étre sommable et pas
jeJ

iEIj
1 sip>q
juste (Z u,-) . Par exemple pour u,, = { =1 sip < g . Si on considére les paquets
ey 0 sip=gq

I, = {(p,q) € N*, p+q = n}, on a que pour tout entier n, (tp,q) (p.g)ct, €st sommable (car

finie) et que > up4 = 0. Par contre la famille n’est pas sommable.
(p.g)el

Corollaire 6.33 (Théoreme de Fubini)

Soit A, B deux ensembles et I = A X B. Soit (ugp)(4p)er une famille indexée par 1.
La famille (ugp)(qp)er €st sommable si et seulement si

— Pour tout a € A, la famille (u,)pep est sommable.

— La famille ( > |ua,b|) est sommable
beB acA

Dans ce cas

3 DB LM BN YR

acA \beB beB \a€A (a,b)eAXB
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Corollaire 6.34 (Théoréme de Fubini pour I = N?)

Soit (tnm) (n,m)enz une famille de nombres complexes indexée par NZ. Elle est sommable si
et seulement si

— Pour tout entier n, la famille la série )} up, converge absolument.
m=0

+00

— Lasérie ), ( ) |unml|) converge.
n=0 m=0

Dans ce cas,

$ (S 5[5

n=0 \m=0

—{ Corollaire 6.35 }

Soit (a;)ier et (b;) jey deux familles supposées sommables. La famille (a;b;)(; j)enz est som-

mable et
ZaiXij: Z aibj

i€l jeJ (i,j)elx]J

Démonstration : On applique le théoreme de sommations par paquets ala famille (a;b;); j)erx; :
— Pour tout i € I, lafamille (a;b;)je; est sommable car c’est juste la multiplication par un scalaire
fixé de la famille (b;) ey
— La famille (Z |al-bj|) car c’est juste la famille (|a;|);c; multipliée par le scalaire }; |b;].
jej iel jE]
De plus

5 aibjzz(za,.bj)zz(ajzbj)zzaixzbj

(i,j)elx]J iel \jeJ i€l jeJ i€l jeJ

2.4 Produit de Cauchy

| Définition 6.36 |

Soit ), a, et ), b, deux séries numériques (réelles ou complexes). On appelle produit de

n>0 n>0
Cauchy la série }, c, ou
p>0
p p
Vp € N,cp = Z anb, = Z anbp—n = Z ap-mbm.
n+m=p n=0 m=0
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Matheux (Augustin Louis Cauchy : 1789 - 1857)

Augustin Louis, baron Cauchy, né a Paris le 21 aofit 1789 et mort
a Sceaux le 23 mai 1857, est un mathématicien francais, membre
de I’Académie des sciences et professeur a I'Ecole polytechnique.
Il est I'un des mathématiciens les plus prolifiques de I'histoire.
On lui doit notamment en analyse I'introduction des fonctions
holomorphes et des critéres de convergence des suites et des sé-
ries entiéres. Ses travaux sur les permutations sont précurseurs
de la théorie des groupes. En optique, on lui doit des travaux sur
la propagation des ondes électromagnétiques.

Son ceuvre a fortement influencé le développement des mathé-
matiques au XIXe siécle, mais le fait qu’il publie ses résultats des
leur découverte sans y appliquer toute la rigueur souhaitée et la
négligence dont il fait preuve concernant les travaux d’Evariste
Galois et de Niels Abel entachent son prestige.

— Théoréme 6.37 |

Si les séries . ap et ), b, convergent absolument alors la série }, c, converge absolu-

n>0 n>0 p=0
ment et
+00 +00 +00
2= (Z ) (Z bm)-
p=0 n=0 m=0

Démonstration : Les séries ) a, et ), b, étant absolument convergentes, les familles (a,)qeN et

n>0 n>0
(bn)nen sont sommables et donc la famille (anbp)(y,myenz €st sommable.

De plus
+00 +00
5 anbm:(zan) (me |
(n,m)eN? n=0 m=0

11 suffit maintenant de découper selon les paquets I, = {(n,m) € N>, n+m = p}. On a alors

Z anbmzz Z anbm, :icp
(n,m)eN? PEN \ (n,m)€el, p=0

O

Remarque : Ce résultat sera utilisé pour démontrer le produit de Cauchy de deux séries entieres.

+00

Exemple : On veut calculer ) (n+ 1)47". Il est clair que c’est la somme d’une série (absolument)

n=0
convergente.

— Premiere méthode : On considére la famille

4" sim<n
Upm = X
m 0 sinon.
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On montre aisément que c’est une famille sommable et

+00 +00 +00 +00 +00 +00 +00 +00 1 4 +00 16
IURSIEEES IDIHED 39 IHED 33D [XFeed BEDWEES
n=0 n=0 m=0 m=0 n=0 m=0 n=m m=0 4 m=0
— Deuxieme méthode : On remarque que pour tout entier n,
1" -1 1
(n+1) (z) Syl
k=0
C’est donc un produit de Cauchy. On a directement,
+00 +00 +00 16
S =[S (S -
n=0 n=0 k=0 9
+00 1
.Sur]-1,1[ona
1-x

— Troisieme méthode : On peut aussi le faire en dérivant x — } x" =
n=0

donc
an"“1 = —
PRY
n=0 (1 x)
On en tire pour x = i
+00
171 1 16
A= n— = 2 = —
— 4 (1-9°2 9
Or N .
= 1 = 4 1 16
Z(n+1)4‘":—A+Z4‘”:—+ =—.
4 o 9 1_711 9

n=0
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1 Espaces probabilisés

Nous allons dans ce paragraphe étendre les notions vues en premiére année au cas ou les univers ne
sont pas nécessairement finis.

1.1 Tribus

Contrairement au cas des univers Q finis, il ne sera pas toujours possible de définir les probabilités
sur 'intégralité de &2 (Q) (qui est un ensemble « trés grand » qui contient de nombreuses parties qui
ne nous intéressent pas). On va donc se restreindre a une a une sous-partie de Q que I'on appelle
tribu (ou o-algebre).
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Définition 7.1

Soit Q un ensemble. On appelle tribu sur Q un sous ensemble o/ de Z(Q) tel que
1 0eo
2. Pour tout A dans <7, son complémentaire (oA appartient d < .

3. Pour toute famille (A;)ic; € 27! ouI est fini ou dénombrable, I'union U A; appartient
i€l

ad.

Remarques :

1. On dit que o7 est stable par complémentaire et par union au plus dénombrable.
2. On obtient que Q = Cob e «.

3. On voit aussi que .27 est stable par intersection au plus dénombrable car pour (A;);c; € 277,

(4 =Ca (U Cod

iel iel

Exemples :
1. L’ensemble & (Q) en entier est une tribu.
2. L’ensemble {0, Q} est une tribu.

3. Pour Q = R. On peut chercher la plus petite tribu <7 qui contient tous les singletons {x,}. Par
stabilité par union dénombrable, cette tribu, doit contenir tous les ensembles au plus dénom-
brables car si A est au plus dénombrable,

A= Ja}

acA

De plus, par stabilité par complémentaire, .27 doit contenir toutes les parties A telle que (oA
est au plus dénombrable.

On peut alors montrer que I'ensemble des parties qui sont au plus dénombrables ou de com-
plémentaire au plus dénombrable est une tribu. C’est la tribu engendrée par les singletons.

Définition 7.2

On appelle espace probabilisable un couple (Q, o7) ot o7 est une tribu sur Q.
Les parties A de Q qui appartiennent a </ s ’appellent les événements.

Remarque : Rappelons la terminologie vu en premiere année :

— Un événement élémentaire est un un singleton.

— Un systéme complet d’événements (A;);c; € 27! est une partition de Q par des parties appar-
tenant a .27

— Soit A, B deux événements, il sont dit disjoints ou incompatibles si AN B = 0.
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1.2 Probabilités

| Définition 7.3 |

Soit (Q, o/) un espace probabilisable. Une probabilité sur (Q, of') est une application
P: o — R,

telle que
i) P(Q) =1

ii) la fonction P est o-additive c’est-a-dire que pour toute suite (A,)nen d événements
deux a deux disjoints,

p [jAn = i P(A,)
n=0 n=0

Remarques :

1. Dans la définition on sous-entend que la série définissant le terme de droite converge.

2. Soit I un ensemble dénombrable et (A;);c; une suite d’événements deux a deux disjoints. On

a encore
| JAi| = > P(ay

iel iel

P

11 suffit de prendre une bijection entre I et N.

| Définition 7.4 |

On appelle espace probabilisé un triplet (Q, o7, P) ou <f est une tribu sur Q et P une proba-
bilité sur (Q, 7).

Proposition 7.5

Soit (Q, o7, P) un espace probabilisé
1. OnaP(0) =0.
2. Pour toute famille (A, ..., A,) d’événements deux a deux disjoints, P(UL; 4;) =

n
2. P(A;). En particulier si A et B sont disjoints, P(A U B) = P(A) + P(B).
i=1

Pour tout événement A, P (Z) =1-P(A).

Pour tous événements A et B, P(A\ B) = P(A) — P(AN B).

Pour tous événements A et B, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Pour tous événements A et B, si A C B alors P(A) < P(B).

En particulier P est a valeurs dans [0, 1].

SN LR

Démonstration :

1. 1II suffit de prendre A, = 0 pour tout entier n. La série )} P(0) converge donc P(0) = 0.
2. 1l suffit d’utiliser le deuxiéme axiome en posant A; = @) pour i > n.
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3. On utilise que ANA=0et AUA = Q donc P(A) + P(A) =P(AUA) =P(Q) = 1.
4. On utilise que A= (AN B)U (A\ B).
5. On utiliseque AUB=AU (B\A)etAN(B\A)=0.
6. On utilise que si A C Balors B=AU (B\ A)
O

Remarque : Dans le cas ou Q est fini et &7 = Z?(Q), on retrouve la définition de probabilité vue
en sup ou I'axiome ii) est remplacé par

Si A et B sont disjoints alors P(A U B) = P(A) + P(B).

Cette condition, implique en effet que si A = 0 alors P(A) = 0 car P(A) = 2P(A). Ensuite, par
récurrence, si (A, ..., A,) est une famille finie d’ensembles deux a deux disjoints alors P(IUL; A;) =

;"l P(A)).

Finalement, si (A;)neN est une suite d’événements deux a deux disjoints, comme il n'y en a qu'un
nombre fini qui n’est pas vide car Z(Q) est fini alors il existe N € N tel que pour n > N, A, = 0.
On en déduit que

+00 N N +00
P UAn ~P UAn = ZP(A,,) = ZP(A,,)
n=0 n=0 n=0 n=0

Proposition 7.6

On suppose que Q est fini ou dénombrable et o7 = Z(Q).

1. Si P est une probabilité, on pose pour tout w € Q, p, = P({w}). La famille (p,)neq
est sommable et de somme 1.

2. Réciproquement si (p,),ecq est une famille sommable et de somme 1, il existe une
unique probabilité P telle que pour tout w € Q, p,, = P({w}). Dans ce cas,

VA € 2(Q),P(A) = pr.

wWEA

Démonstration : Le cas fini a déja été vu 'année derniére. On suppose donc que Q est infini
dénombrable. On pose ¢ une bijection de N dans Q.

1. On pose pour tout n € N, A, = {¢(n)}. La famille (A,),en est bien composée d’événements
deux a deux disjoints. On alors

1=p@) =p(_JA) =3 PG = pocn.
n=0 n=0 n=0

On en déduit que la famille (p,(n))nen est sommable de somme 1 donc (p,,)oeq est sommable
et de somme 1.

2. On se donne une famille sommable (p,),ecq de somme 1. Soit P la fonction définie par
P:Aw- Z Po

On a bien que P(Q) = 1 et que P est a valeurs dans [0, 1]. Maintenant, si on se donne une suite

(Ap)nen de parties deux a deux disjointes de Q. On pose B = U Ap. La famille (p,,),ep est
neN
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sommable et, par sommation par paquets (car les A, forment une partition de B)
+00 +00
P(B)= ) pu= ). > Pu= ) P(An).
wEB n=0 weA, n=0

O

1
Exemple : Cherchons une probabilité sur N telle que pour tout i, p;y; = P({i + 1}) = gp,'. On en

A 1l 5 4 4
déduit que p; = = et comme Z =g on prend A = = Finalement, p; = pr
i=0

— ATTENTION |

Ce résultat n’est plus vrai dans le cas ou Q n’est pas dénombrable. Or, ce sont des situations
que I'on veut étudier. Citons par exemple :

— Une expérience ou on fait une suite infinie de lancers a pile ou face.

— On tire un nombre réel au hasard entre 0 et 1 avec une probabilité uniforme.

2 Propriétés élémentaires des probabilités

Dans ce paragraphe on se fixe un espace probabilisé (Q, o7, P).

2.1 Continuité

On veut énoncer des théoréemes pour dire que si des événements A, « tendent » vers un élément A
alors P(A,) va tendre vers A.

Proposition 7.7 (Continuité croissante)

Soit (Ap)nen une suite croissante (pour 'inclusion) d’événements de 27. On a

+00
P(A,) — P U A,
n=0

Remarque : C’est bien un résultat de continuité car, la suite étant croissante, les événements A,

+00
tendent vers U A,

n=0
Démonstration : On pose By = Ay et pour n > 1, B, = A, \ A,—1. De ce fait les B; sont deux a deux
disjoints car pour i < j alors B; C A; et A;N (B \ Aj) = 0 car A; C Aj (la suite est croissante).

n n
U Bi = U Ai-
i=0 i=0

En effet si w € |JI, B; et soit i € [[0; n]] tel que w € By, alors w € A;, € |JI, A;i. Réciproquement,
pour w € |JL, B;, 'ensemble des entiers i € [[0; n]] tel que w € A; n’est pas vide. On pose alors
ip € [[0; n]] le plus petit entier tel que w € A;, alors w € A; \ Aj,—1 = Bi, € U, Bi.

De plus, pour tout entier n,
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Maintenant, pour i > 1, P(B;) = P(A;) — P(A;_1). De ce fait
n n
D P(By) = P(Ag) + > P(A;) — P(Ai1) = P(Ay)
i=0 i=1

On en déduit que

lim P(A,) = i P(B,) =P ([j Bi) =P DOA” .
i=0 i=0 n=0

O

Exemple : On réalise une suite infinie de lancers a pile ou face. On note pourn > 1, A, = «ilyaau
moins un pile lors des n premiers lancers ». On a de maniére évident que A, C A1 et donc

+00
s pia e,
n=

Il y a un résultat analogue pour les suites décroissantes

Proposition 7.8 (Continuité décroissante)

Soit (Ap)nen une suite décroissante (pour 'inclusion) d’événements de 7. On a

)

n=0

P(A,) — P

Remarque : La encore, c’est bien un résultat de continuité car, la suite étant décroissante, les évé-
+00

nements A, tendent vers ﬂ Ap.

n=0
Démonstration : Il suffit de passer au complémentaire dans la proposition précédente. Précisément
si on pose B, = A,,. La suite (B,,) est donc croissante. De ce fait

P(B) — P (DO Bn) .
n=0

Maintenant, on a vu que P(B,) = P(A,) =1 —-P(A,). De méme

400 +00 -Ioo— +00
P(UBH):P UA_n =P ﬂA,, —1-P ﬂAn .
n=0 n=0 n=0 n=0

O

Exemple : On lance une infinité de fois un dé a 6 faces équilibrés. On note A, =« on n’a pas obtenu
n
de 6 lors des n premiers lancers ». On peut alors montrer que P(A,) = (g) . La suite (A,) est

décroissante et donc

+00
P ﬂoAn = lim P(4,) =0
n=
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—{ Corollaire 7.9 }

Soit (A;)nen une suite d’événements (non nécessairement monotone)

| =2 (U () =2 (N
k=0 k=0

k=0 k=0

lim P

n—+oo

=P et lim P =P

n—+oo

n
Démonstration : On pose pour tout entier n, B, = |J Ag. La suite (B,) est croissante d’ou, par

k=0
continuité croissante,
n o0 [e'e]
s {0 (o[
=0 n= n=l

n
De méme, on pose pour tout entier n, C, = () Ag. La suite (C,) est décroissante d’ou, par continuité
k=0
décroissante,

lim P

n—+oo

n
A
k=0

e
n=0

= lim P(Cy) =P (ﬂ cn) —P

n=0

Proposition 7.10 (Inégalité de Boole - Sous-additivité de P)

Soit (A,) une suite d’événements,

P [jAn <§P(An)
n=0 n=0

Remarque : Cet énoncé reste vrai dans le cas ou la série de droite diverge (vers +o0).

Matheux (Georges Boole : 1815-1864)

George Boole, né le 2 novembre 1815 a Lincoln (Royaume-Uni)
et mort le 8 décembre 1864 a Ballintemple (Irlande), est un logi-
cien, mathématicien et philosophe britannique. Il est le créateur
de la logique moderne, fondée sur une structure algébrique et
sémantique, que 1’on appelle algebre de Boole en son honneur.
Il a aussi travaillé dans d’autres domaines mathématiques, des
équations différentielles aux probabilités en passant par I’ana-
lyse.

Démonstration : Soit (A;);en des événements, on considére les événements deux a deux disjoints

Ch ::fai\ (Lijj)'

j<i

On a alors pour tout entier N,

P

N N N
. (!0 ci) = Z P(C) < Z P(A)

i=0 i=0



car pour tout i € [[0, N]], C; C A; et donc P(C;) < P(A)).

N
J

i=0

Donc

= lim P

N—+o0

p < lim i P(A)) = i P(A))
=0 i=0

N—+oo

o
n=0

2.2 Evénements négligeables, presque sirs

| Définition 7.11 |

Soit A un événement.
1. Il est dit négligeable siP(A) = 0.
2. Il est dit presque siir siP(A) = 1.

— ATTENTION |

Un événement négligeable n’est pas nécessairement impossible. Si on reprend la suite in-
finie de lancers de dés a 6 faces et que 'on note toujours A, =« on n’a pas obtenu de 6

+00

lors des n premiers lancers ». L’événement UA,, est négligeable mais pas pour autant
n=0
impossible. Il y a en effet une infinité de possibilités qui réalise cet événement. De méme

un événement presque sir n’est pas certain.

Proposition 7.12

Une réunion (resp. une intersection) finie ou dénombrable d’événements négligeables
(resp. presque surs) est négligeable (resp. presque sure).

Démonstration : 1l suffit d’utiliser I'inégalité de Boole. Soit (A,)nen une suite d’événements né-
gligeables (on peut supposer que la famille est indexée par N quitte a utiliser une bijection et a
compléter par 'ensemble vide s’il n’y avait qu'un nombre fini d’événements). On a alors

P [jAn < iP(An) =0
n=0 n=0

+0o
Donc |J A, est bien négligeable.

n=0
Le résultat sur I'intersection d’événements presque siirs s’obtient alors par passage au complémen-
taire.

O

Remarque : Dans I’énoncé ci-dessus, il est essentiel que la réunion soit au plus dénombrable. Si on
considére une suite infinie de lancers a pile ou face. L'univers Q = {P, F }N. Pour chaque w dans Q,
P({w}) = 0 donc {w} est negligeable mais

Q= J{o)
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n’est pas négligeable.

Définition 7.13 (Systéme quasi-complet d'événements)

Soit (Q, o/, P) un espace probabilisé. On appelle systéme quasi-complet d’événements une
famille (A;)ie; € /T d’éléments de < telle que :

— Les A; recouvrent quasiment Q : I’événement | J;.; A; est presque siir.
iel

— Les A; sont deux a deux disjoints :V(i, j) € I%,i # j = AN A; = 0.

Remarque : Soit (A;);e; un systéme quasi-complet d’événements. Pour tout p € N* ensemble
I, ={iel, P(4) > 117} contient moins de p éléments. On en déduit que J = {i € I, P(A;) # 0} est
fini ou dénombrable comme union dénombrable d’ensemble finis. On peut donc considérer (A;);c;
et supposer donc que J est fini ou dénombrable.

3 Indépendance et probabilités conditionnelles

3.1 Probabilités conditionnelles

Définition 7.14 (Probabilité conditionnelle)

Soit (Q, <7, P) un espace probabilisé. Soit (A, B) € «/? avec P(B) # 0. On appelle probabilité
conditionnelle de A sachant B et on note P(A|B) ou Pg(A) la probabilité

P(AN B)

P(A|B) = Pg(A) = P(B)

Remarque : On a donc P(A N B) = P(B)P(A|B). Cette forme a « presque » du sens quand P(B) =
0.

Proposition 7.15

Avec les notations précédentes, Py est une probabilité sur (Q, 7).

Démonstration : Comme AN B C B, P(AN B) < P(B) et donc Pg(A) € [0,1]. De plus, Pg(Q) =
P(ANQ)

P(A)
Pour finir, si (A,)nen est suite d’éléments deux a deux disjoints,

CTa | _PBNUSA)  P(UiS(BNAY))  TP(BNAY)
Ps (UAH) =@ - G _; 5 5) —HZ:;PB(A,I).

n=0
On a bien montré que Py est une probabilité. O

Exercice : Montrer que si A et A’ sont deux événements tels que P(ANA”) # 0, (Pa)a’ = Pana'-

Exemple : On lance deux dés a 6 faces équilibrés. On note A I’événement « la somme des deux dés
est égale a 8 ». On sait que

P(A) =
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car il y a 5 couples qui font 8 ((2,6);(3,5); (4,4); (5,3); (6,2)) parmi les 36 couples possibles (équi-
probables). Maintenant, si on lance d’abord le premier dé et que I'on note B I’événement « on a fait

1
3 ». La probabilité conditionnelle est égale a R qui est la probabilité de faire 5 sur le deuxieme dé. On

a
1 _PANB)

O\I»—Al%l»—-

Proposition 7.16 (Formule des probabilités composées)

Soit (Q, o7, P) un espace probabilisé et Ay, ... A, des événements tels que P(A; N --- N
Ap—1) #0.0Ona

P(Al n--- ﬂA,,) = P(Al) X P(AzlAl) X P(A3|A1 mAz) XX P(AnlAl n-.- mAn—l)-

Remarques :

1. Lefaitque P(A;N---NA,-1) soit non nul nous assure que toutes les probabilités conditionnelles
sont bien définies.

2. C’est cohérent avec I'intuition : le fait que Ay, . . ., A, soit réalisé revient a ce que A; soit réalisé,
A, soit réalisé sachant que A; l'est, A3 soit réalisé sachant que A; et A; le sont, - - -, A, soit
réalisé sachant que Ay, ..., A,_1 le sont.

Démonstration :

Le terme de droite vaut

P(A; NA;) P(A;NAyNA;) P(A N NA)

. =P(A Nn---NA,).
P(A;) P(A; N Ap) P(Ai NN A1) (4 )

P(A;) X
]

Exemple : On considére une urne avec a boules blanches et b boules noires (a > 4). On suppose
que toutes les boules sont semblables. On tire trois boules successivement et sans remise dans I'urne
et on note A’ I'événement « les trois boules sont blanches ». On note, pour i € {1, 2}, B; I'événement
« la iéme boule tirée est blanche ». On a donc A’ = B; N B, N B3 et

P(A’) = P(B1).P(By|By).P(Bs|B; N By).
D’ou
3 a(a—1)(a-2)
(a+b)(a+b-1)(a+b-2)

P(A")

Proposition 7.17 (Formule des probabilités totales)

Soit (Q, 7, P) un espace probabilisé et (A;);e; un systeme (quasi)-complet d’événements.
Pour tout événement B on a

Z P(BN A)
i€l
Z P(A;).P(B|A;) si aucun des A; n’est négligeable

iel

P(B)

Remarques :
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1. En théorie, on ne peut appliquer la deuxieme partie de la formule que si les événements A;
ont des probabilités non nulles afin de pouvoir déterminer P(B|A;). Cependant, on voit dans
la formule que si pour un (ou plusieurs) i on a P(A;) = 0, certes le terme P(B|A;) n’est pas
défini, mais il est multiplié par 0. On a en effet P(A; N B) = 0 = 0.P(B|A)).

2. Cette formule est utile quand on a un systéme complet d’événements qui permet de *découper”
I'univers. Pour connaitre la probabilités d’'un événement il s’agit de connaitre les probabilités
de I’événement en supposant étre dans I'un cas.

Démonstration : Notons A = |J A;. Comme le systéme est quasi-complet, P(A) = 0.
i€l

On sait que B = (U (AN B)) U (1_\ N B). De plus les événements (A; N B) sont deux a deux disjoints
i€l
et il sont aussi disjoints de A N B. On a donc

P(B) = Z P(BNA)+P(BNA) = ZP(B NA)
i€l i€l
En effet P(BN A) < P(A) = 0.

O

Exemple : Toujours le méme exemple. On considére une urne avec a boules blanches et b boules
noires (a > 4). On suppose que toutes les boules sont semblables. On tire trois boules successivement
et sans remise dans I'urne. On note, pour i € {1, 2}, B; I'événement « la iéme boule tirée est blanche ».
On cherche a calculer P(B,). On considére le systéme complet d’événement (By, B;). On a

P(B;) = P(B;NBy)+P(B;NB,)
= P(B,).P(B,|B;) +P(B;).P(B;|B))
3 a a-—1 N b a
" a+ba+b-1 a+ba+b-1
a
T a+b

On peut présenter cela sous forme d’un arbre.

Proposition 7.18 (Formule de Bayes)

Soit (Q, o7, P) un espace probabilisé et (A;);e; un systéme complet d’événements. Soit B
un événement, pour tout j € I, on a
P(A;nB)  P(A;).P(B|A))

P(B) St P(A)P(BIA)

Pp(Aj) =

Remarques :

1. Cette formule est, dans un sens, la formule des probabilités totales “a I’envers”. En effet, si on
suppose que l'on sait calculer P(A;) et P(B|A;), elle permet de savoir avec quelle probabilité
on est dans I’événement A; en sachant que B est réalisé.

2. On utilise souvent le terme le plus a droite, mais il est plus simple de “retrouver” la formule
que d’essayer de s’en souvenir.
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Matheux (Thomas Bayes : 1702-1761)

Thomas Bayes (né env. en 1702 a Londres - mort le 7 avril 17611
a Tunbridge Wells, dans le Kent) est un mathématicien britan-
nique et pasteur de I'Eglise presbytérienne, connu pour avoir
formulé le théoréme de Bayes.

Exemple : Toujours le méme exemple. On considere une urne avec a boules blanches et b boules
noires (a > 4). On suppose que toutes les boules sont semblables. On tire trois boules successivement
et sans remise dans 'urne. On note pour i € {1, 2}, B; I'événement « la iéme boule tirée est blanche ».
On suppose que la deuxiéme boule tirée est blanche et on veut savoir quelle est la probabilité que la
premiere le fut. C’est a dire on veut calculer P(B;|B;). La formule de Bayes donne alors :

P(Bl)P(leBl) _ a(a - 1) _ a-—1

O ) P(Balt) + P(B) PUBaIBr) (=D +ab w1

Exercice : Faire un exercice sur les chaines de Markov : Mines PC 2017 ; exo 5055

3.2 Evénements indépendants

Définition 7.19 (Evénements indépendants)

Soit (Q, o7, P) un espace probabilisé. Soit A, B deux événements de </. On dit qu’ils sont

indépendants si
P(AN B) =P(A)P(B)

On note A 1L B.

Remarque : Cela exprime le fait que la réalisation de I'un des événement n’influe sur la probabilité
que l'autre se réalise. A savoir, si A n’est pas négligeable

P(B|A) = P(B).

Exemple : On dispose d’une piéce que l'on sait équilibrée. On la lance deux fois. Si on note P;
I’événement on fait pile au lancer i alors P; et P, sont indépendants. On a P(P;) = P(P;) = % et
P(PiNP,) = 1.

Maintenant, si on ne suppose plus que l'on sait que la piéce est équilibrée, les événements ne sont
plus indépendant car le fait que I'on ait fait pile au premier lancer va impliquer que I'on a plus de

chance d’avoir pris une piece qui fait souvent pile. Supposons que I'on dispose de 2n + 1 piéces et

i 2n+i
que la piéce i € [[ —n; n]] ait un probabilité p; = - + — =
2 4n 4n

On suppose que l'on tire une piéce au hasard et on note A; I’événement « on a pris la piece i ». Les
événements (A;)ie[[—n;n ] forment un systéme complet d’événements.

de faire pile.

naVie [[-n;n],P(A)) S
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De ce fait, par la formule des probabilités totales

n n .
1 1 I 1 1
P(P,) =P(P,;) = P(A;)P(P:]|A;) = —+—|==+0=-.
(P1) = P(Py) Z (A)P(P1]A) 2n+1,.zz_n(2 4n) S +0=3
On veut maintenant calculer P(P,|P;) = %. Comme ci-dessus,

n n

.\ 2
1 1 i 1 n+1
P(P NP :EPA‘PPOPA: E -+ —] ==+ .
(1 2) ( l) ( 1 2| l) omn+ 1 (2 4n) 4 481

i=—n i=—n

On en déduit donc

P(P1 ﬂPg) _ 13n+1 S

P(P,|P) = -
YT Py T 24n T2

n
Exercice : Enreprenant la situation de 'exemple précédent, calculer Pp, (A;) et vérifier que Z Pp (A;) =

i=—n

1.

Maintenant, si on sait que le premier lancer a donné un pile (on suppose Pj). On calcule par la formule de Bayes que

P(P1NA; 1 2 i 2 i
(P1 l)ZZP(Ai)P(Pl\Ai):ZX « n+i n+i

Viell-nsnll.Pe (A0) = =555 2n+l . 4n 2n(en+ 1)

n
On vérifie bien évidemment que z Pp, (A;) =1
i=—n

i=

— ATTENTION |

La notion d’indépendance dépend de la probabilité.

Définition 7.20 (Famille d'événements indépendants)

Soit (Q, .o/, P) un espace probabilisé et (A;)ic; une famille d’événements . Ces événements
sont indépendants si pour toute partie finie de I,

ﬂA,- = ]—[ P(A)).

i€] i€]

P

— ATTENTION |

Cette condition est plus forte que juste 2 a 2 indépendants.
Par exemple si on lance deux dés a 6 faces et que 'on note :

— A : «le premier dé fait un résultat pair »
— B : «le deuxiéme dé fait un résultat impair »
— C : «la somme est paire »

On voit que P(A) = P(B) = P(C) = 3 puisque (AN B) =P(ANC) =P(BNC) = 1 par
contre PLANBNC) = 0.

Remarque : Dans la majorité des cas, I'indépendance sera une hypothese de 1’énoncé.
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Proposition 7.21 (Indépendance et complémentaire)

Soit (Q, .27, P) un espace probabilisé
1. Soit A, B deux événements indépendants alors A et B sont indépendants.

2. Soit (A;j);er une famille d’événements indépendants. Pour tout J, J des parties finies
et disjointes de I,

P ((”ieJAj) N (niEJ’E)) = l—[ P(4;) X l—[ P(A))

iel ieJ’

Démonstration :
1. Onsaitque A= (ANB)U (ANB) dou ANB=A)\ (AN B). On en déduit que

P(ANB) =P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A) (1 - P(B)) = P(A)P(B)
2. On va procéder par récurrence sur le cardinal de J'.

— |I]:siJ’ = 0 la propriété est vraie car les événements sont indépendants.

— : soit r € N on suppose la propriété vraie pour tout ensemble ensemble fini J et tout
ensemble fini J’ tel que J’ est de cardinal r avec J N J' = 0.

On considere J, J” deux ensembles finis avec J de cardinal r + 1 avec J N J' = (. En
particulier, J' n’est pas vide. On note alors iy un élément de J’. Posons alors K = J U {ip}
et K" = J'\ {ip}. On a encore K, K’ fini, K N K’ = () et K’ est maintenant de cardinal r.

(NiesAi) N (nie]’E) = ((mie]Ai) N (mieK’E)) \ ((mieKAi) N (ﬂieK'E))

D’ou, par récurrence, en utilisant que

(NiegAi) N (ﬁieK'Xi) c (NigyAi) N (mieK’E)

p ((ﬂie]Ai) N (ﬂieK’E)) -P ((mieKAi) n (ﬂieK'Xi))

[ [pcan x| [pca -] |pcan x| [ A

P ((ﬂieJAi) N (ﬂie]'zi))

ie] ieK’ ieK ieK’
= [ ]pcan x| [p@) x (1 -P(4y))
ie] ieK’

Exercice : Faire un exercice sur Borel-Cantelli

4 Variables aléatoires discretes

Dans ce paragraphe on se fixe un espace probabilisé (Q, <7, P).
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4.1

Généralités

Définition 7.22 (Variables aléatoires discréetes)

Soit E un ensemble. Une variable aléatoire discréte a valeurs dans E est une application
X : Q — E telle que

i) L’image X (Q) est finie ou dénombrable.
ii) Pour tout x € E, 'ensemble X' ({x}) des antécédents de x par X appartient a < .

Remarques :

1.
2.
3.

— ATTENTION |

Il est important de comprendre que méme si on se limite au cas ou X (Q2) sera dénombrable,
il est nécessaire d’envisager que Q soit plus « gros » notamment non dénombrable ¢. On
fera tous les calculs a partir de X (Q) et pas a partir de Q.

La plupart du temps ’ensemble E sera R. On parle alors de variable aléatoire discrete réelle.
Si & = H(Q) la deuxiéme condition est toujours vérifiée.

Nous ne regarderons que des variables discretes et essentiellement réelles. Le terme « variable
aléatoire » sans autre mention signifiera « variable aléatoire discréte réelle ».

La condition signifie que pour toute partie Bde X (Q2),B = U {x} ou B est finie et dénombrable.

x€B

x7'(B) = Jx({xp

x€B

De ce fait,

est donc un élément de 7.

On a bien X(Q) = N U {+c0} mais par contre Q = {P, F}N qui n’est pas dénombrable.

a. Sion veut modéliser une suite infinie de lancers a pile ou face et si on note X le rang du premier pile.

Exemples :

1.

Toutes les variables aléatoires définies sur un univers fini, sont des variables aléatoires dis-
crétes.

Soit A un événement. La fonction indicatrice

1I,: Q — R

{ 1 siweA
©w .
0 sinon

est une variable aléatoire discréte car 14(Q) = {0,1} et 1;}({1}) =A e F et 1;}({0}) = A€
o

On alume une ampoule et on note X le temps de vie de cette ampoule. L’ensemble image X (Q)
ne sera pas dénombrable. De ce fait, X n’est pas une variable aléatoire discrete.

Notations :

1.
2.

3.

On note (X = x) ou {X = x} pour X~ !({x}) et donc P(X = x) pour P(X~({x}))

Si E C R, on notera (a < X < b) ou {a < X < b} pour X" !([a,b]) et donc P(a < X < b) pour
P(X"'([a,b])). De méme pour (X < a), {X < a}....

De maniére plus générale, si B C X(Q) on note (X € B) ou {X € B} pour X"!(B).
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| Définition 7.23

Soit E un ensemble et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E. Soit f : E — F. On
note f(X) la variable aléatoire

fX)=foX:Q—>F

Remarque : Il est clair que c’est bien une variable aléatoire car

i) L’image de Q par f o X est 'image de X (Q) par f est de ce fait est fini ou dénombrable.
ii) Soity € F, on cherche a montrer que (f o X)™'({y}) € «. Pour cela voit que

(foX)"({yh = JXx"{xh

x€B

ou B = {x € X(Q) | f(x) = y}. Donc B étant fini ou dénombrable, (f o X) ! ({y}) € .

Proposition 7.24

Soit X une variable aléatoire discréte. La famille (X = x),ex(q) est un systéme complet
d’événements.

Démonstration : Cours de premiere année.

Proposition-Définition 7.25 (Loi d'une variable aléatoire)

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans E.

1. La variable aléatoire X induit une probabilité Py sur X(Q) définie par
VB c X(Q),Px(B) =P(X '(B)) =P(X € B)

2. On dit alors que Px est la loi de X.

Remarque : Comme X(Q) est au plus dénombrable, on lui associe la tribu Z(X(Q)).

Démonstration : On vérifie les axiomes des probabilités.
— Il est clair que pour B ¢ X(Q), Px(B) € [0, 1].
— On a Px(0) = P(X"1(0)) =P(0) = 0.
— Soit (B;)ijen une famille de parties de X(Q) deux a deux disjointes, On a X '(J;en Bi) =
Uien X 1(B;). De ce fait

Px (U Bi) =P (U X_l(Bi)) = i P(X'(By)) = EPX(BJ
ieN ieN i=0 =0

En effet les X !(B;) sont deux a deux disjoints.

On a bien montré que Py était une probabilité. ]

Remarques :

1. Pour simplifier, on peut se donner la loi d’'une variable aléatoire discréte en utilisant un en-
semble fini ou dénombrable T contenant X (Q). Dans ce cas, Vx € T \ X(Q),P(X =x) = 0.
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2. On peut a l'inverse donner la loi de X sur un ensemble U inclus dans X (Q) en enlevant les
éléments x tels que P(X = x) = 0.
3. Onaaussi Px(B) = ), P({x}) UNIQUEMENT quand l'univers Q est dénombrable.

x€B

— ATTENTION |

Se donner la loi d’une variable aléatoire discrete revient donc a se donner X (Q) qui est fini
ou dénombrable et a se donner une probabilité sur X (Q2), c’est-a-dire une famille sommable

(Px)xex(q) de somme 1.

Notations :

1. Soit X une variable aléatoire et .Z une probabilité sur X (Q). Si Px = .Z on note X ~ .Z.

2. Si X et Y sont deux variables aléatoires qui ont la méme loi on note X ~ Y. Notons que les
variables X et Y peuvent étre définies sur des espaces probabilisés distincts.

Exemple : La loi binomiale de parametre n, p (notée #A(n, p)) a été définie en premiere année. Une
variable aléatoire X suit la loi Z(n, p) (X ~ ZB(n,p)) si

— X(Q)=[[0;n]l
— Vke[[0;n].P(X=k) = (Z)Pk(l -p)" .

— ATTENTION |

Si X et Y sont deux variables aléatoires sur le méme espace probabilisé Q telles que X (Q) =
Y (Q). 1l faut faire la différence entre :

— Le fait que X et Y soient égales (X = Y). Ce qui signifie que pour tout w dans Q,
X(w) =Y(w).

— Le fait que X et Y soient égales presque surement. Ce qui signifie que I’événement
(X #Y) est négligeable ou que P(X =Y) = 1.

— Le fait que X et Y suivent la méme loi. Par exemple, si on lance 10 piéces équilibrées,
le nombre de pile obtenu et le nombre de face suivent la méme loi mais elles ne sont
pas égales (méme presque surement).

Proposition 7.26

Soit X et X’ deux variables aléatoires discretes définies que (Q, o7, P) et (Q’, &/’, P’). On
suppose que X(Q) = X'(Q’) et que X ~ X’. Soit f : X(Q) — F. Les variables aléatoires
discretes f(X) et f(X’) ont la méme loi.

Démonstration : Notons Y = f(X) et Y = f(X’). On voit que Y(Q) = f(X(Q)) = f(X'(Q)) =
Y’(Q'). De plus pour y € Y(Q),

PY=y)=P| | J X=x|= ) PX=x)= Y PX =x)=P(Y =y)
xeX(Q) xeX(Q) xeX(Q)
Fx)=y f)=y )=y

On en déduit que Y ~ Y’. ]
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Définition 7.27 (Loi conditionnelle)

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, o7, P). Soit A un événe-
ment de probabilité non nulle. On appelle loi conditionnelle de X sachant A la probabilité sur

(X(Q), Z(X(Q))) définie par

VB C X(Q), Pxja(B) = Po(X™'(B)) = Po(X € B)

Remarque : Il n’y a pas de notations dans le programme officielle pour cette loi conditionnelle.

4.2 Couples de variables aléatoires et vecteurs aléatoires

Proposition-Définition 7.28 (Loi conjointe)

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes a valeurs dans E et F respectivement. Le

couple
(X,Y):Q - ExF

est une variable aléatoire. Sa loi Pxyy s’appelle la loi conjointe de du couple (X, Y).

Démonstration : Il faut montrer que (X, Y) est une variable aléatoire.
— On remarque que (X,Y)(Q) c X(Q) X Y(Q). On en déduit que c’est un ensemble fini ou

dénombrable.
— Soit (x,y) € X(Q) X Y(Q), (X, V)" ({(x,n}) =X"({x) nY ' ({y}) € .
On a bien montré que (X, Y) était une variable aléatoire. O
Remarques :

1. Quand on voudra décrire un couple (X, Y), on se contentera souvent de X(Q) X Y(Q) a la
place de (X, Y)(Q) qui peut étre plus compliqué a calculer.
2. Se donner la loi conjointe revient donc a se donner, pour tout x € X(Q) et touty € Y(Q) la

probabilité
Pxy({(x.y)}) =P((X =x) N (Y =y)) =P((X.Y) = (x,1)).

3. On peut utiliser cela pour montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes alors
X +Y,min(X,Y) oumax(X, Y) sont des variables aléatoires discrétes en écrivant par exemple

X+Y=5X,Y)ouS: (xy) — x+y.
— ATTENTION |

Un couple de variables aléatoires (quand on le considere avec la loi conjointe) est donc une
variable aléatoire. On peut de ce fait lui appliquer tout ce qui a été (et qui sera) vu dans le
cadre des variables aléatoires.

Exemple : On lance deux fois un dé équilibré. On note X le nombre de chiffres pairs obtenus et
Y le nombre de chiffres supérieurs a 4 obtenus. On sait que X — Z(2, %) et Y — ZA(2, %). On en
déduit que X(Q) x Y(Q) = [[0; 2]]% Cependant le fait d’obtenir un nombre plus grand que 4 n’est
pas indépendant du fait de faire un nombre pair. On va donc calculer a la main” les nombres

pij =P(U(X,Y) = (i, j)) pour (i, j) € [0 2]]*.
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Ona Q= [[1; 6]]% On le munit de la loi uniforme. On a
— (X =0)N (Y =0) = {1,3}% De cela on en déduit py = 1/9.
— (X=0n(Y=1)={(1,5),(3,5),(5,1),(5,3) }%. De cela on en déduit py; = 1/9.
— (X=0)N (Y =2)={(5,5)}% De cela on en déduit py, = 1/36.
— (X=1)Nn(Y=0)={(1,2),(21),(1,3), (3,1)}° De cela on en déduit p, o = 1/9.

En continuant ainsi on trouve finalement :

Y
X 0 1 2
0 1/9 | 1/9 | 1/36
1/9 | 5/18 | 1/9
2 1/36 | 1/9 | 1/9

Définition 7.29 (Lois marginales)

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes a valeurs dans E X F. On appelle lois
marginales du couples les lois de X et de Y.

Proposition 7.30

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes a valeurs dans E X F. On peut retrou-
ver les lois marginales a partir de la loi conjointe :

Vx e X(Q)P(X=x)= Y P((X.Y)=(xy)

yeY(Q)

VyeY(QP(Y=y)= > P((X,Y)=(xy)
xeX(Q)

Exemple : Dans notre exemple on obtient

¥ Y 1 2 || X
0 179 [ 179 [ 1/36 || 1/4
1 1/9 | 5/18 | 1/9 || 1/2
2 136 | 19 | 1/9 || 1/4
| Y [[valv2]| 4] 1]

Exemple : Toujours sur notre exemple, la loi de X sachant (Y = 0) est donnée par :

| x Jof1]z]
| Po—o(X =x) [ 4/9 |49 ] 1/9 |

La loi de X sachant (Y = 1) est donnée par :

| x Jof1]z2]|
| Py=n(X =x) [[2/9]5/9]2/9 ]
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— ATTENTION |

— On peut calculer les lois conditionnelles et les lois marginales a partir de la loi
conjointe.

— Dans le cas général la connaissance des lois marginales ne suffisent pas a connaitre
laloi conjointe. Par contre, si on connait les lois marginales et les lois conditionnelles
on retrouve la loi conjointe car

P((X,Y) = (x,y)) = P(X = x)P(Y = y|X = x).

Définition 7.31 (Vecteur aléatoire discret)

On appelle vecteur aléatoire discret un n-uplet (X, ..., X,) de variables aléatoires discrétes.

Remarques :

1. Sipourtouti € [[1; n]], X; est a valeurs dans E;, un vecteur aléatoire est donc la variable
aléatoire

XQ—)ﬁE,
i=1

telle que pour tout w € Q,

X() = (Xi(0), ..., Xn(0))

2. Les définition précédentes s’étendent au cas des vecteurs aléatoires discrets :

La loi conjointe : P((X3,...,Xy,) = (x1,...,%x,))
Les lois marginales qui sont les lois des Xj.

Les lois conditionnelles qui sont les lois d’'une variables X; en supposant connues les
valeurs des autres.

La encore, un vecteur aléatoire est juste un cas particulier de variables aléatoires.
Soit (X3, ..., Xn) un vecteur aléatoire discret. Soit f : []7; X;(Q) — E, la composée

n
X150 Xn
f(Xl,...,Xn):Q( L )HXi(Q) S E
i=1

est encore un vecteur aléatoire discret. Il suffit d’utiliser que si X est une variable aléatoire
discrete alors f(X) aussi.

Par exemple, si les X; sont a valeurs réelles, max(X;), min(X;), >; X; et [[; X; sont des
variables aléatoires discrétes.

4.3 Couples et familles de variables aléatoires indépendantes

| Définition 7.32|

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes a valeurs dans E X F. Elles sont dites
indépendantes si

VA € X(Q),VB C Y(Q),P((X € A) N (Y € B)) = P(X € A)P(Y € B)

On notealors X 1L'Y.
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On peut le caractériser avec les probabilités sur les valeurs de X(Q) et Y(Q) ou avec les lois condi-
tionnelles.

Proposition 7.33

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes a valeurs dans E X F. Les assertions
suivantes sont équivalentes

i) X et Y sont indépendantes.
ii) Pour tout x € X(Q) ettouty € Y(Q),P((X,Y) = (x,y)) =P(X =x)P(Y =y)

iii) Pour tout A € X(Q) tel que A ne soit pas négligeable la loi conditionnelle Y
sachant A est égale alaloide Y.

Démonstration :

— Evident en prenant A = {x} et B = {y}.
— [ii) = )| Soit A ¢ X(Q) et B Y(Q),

D IP(XY) = (xy)

x€A

P((X € A) N (Y € B))

y€B
= D PX =x)P(Y=y)
x€A
yeB
= (Z P(X = x) Z P(Y = y) | résultats sur les familles sommables
x€A yeB

P(X € A)P(Y € B).

— Soit A € X(Q) tel que A ne soit pas négligeable, pour tout B C Y(Q),

P((X€A)Nn(Y€eB)) P(XeAP( €B)
P(X € A) B P(X € A)

Pixea(Y € B) = =P(Y € B).

Ce résultat est en particulier vrai pour B = {y}. La loi conditionnelle de Y sachant (X € A)
est égale alaloide Y.

— |iii) = i)| Méme calcul que ci-dessus mais dans ['autre sens.

| Définition 7.34 |

Soit (X;)ier une famille de variables aléatoires. Elles sont dites indépendantes si pour tout
A; C X;(Q) les événements (X; € A;)iecr sont mutuellement indépendants, c’est-a-dire que
pour toute partie finie ] de I,

P

(i € 4)

ie]

= n P(X; € A)

ie]

Remarque : Il est souvent trés compliqué de montrer par le calcul que des variables sont indépen-
dantes. La plupart du temps, I'indépendance des variables sera supposé ou déduite de la modélisa-
tion.
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Proposition 7.35

Soit X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, o7, P) et f : X(Q) — E,
g:Y(Q) — F.SiX 1 Yalors f(X) 1L g(Y).

Démonstration : Soit x € E et y € F, on sait que

(F=x)= | x=w et  (g)=y)= [J (¥=0)
ueXx(Q) veY(Q)
fw)=x g(v)=y

De ce fait, par distributivité de N sur U

(fFX=x)ngm=y)= |J &=wn=0
(u,0)eX(Q)XY(Q)
fw=xg(0)=y

Les événements dans cette union étant deux a deux disjoints et les variables X et Y étant supposées
indépendantes, on obtient que

p((f(X) =x) N (g(Y) :y)) = > PX=wxP(Y=0)
(1,0)eX (Q)XY(Q)
f(u)=xg(0)=y

Or, en procédant de méme,

P(f(X) =x) = Z P(X = u) et Pg(Y)=y) = Z P(Y =)
uex(Q) veY(Q)
fu)=x 9(0)=y

Le corollaire du théoréme de sommation par paquets permet alors de conclure :

P((F(0) =x) 0 (9(¥) = 5)) = P(FX) = x) x Plg(¥) = y)

Les variables f(X) et g(Y) sont bien indépendantes.

Théoreme 7.36 (Lemme des coalitions)

Soit (Xj, ..., X,) des variables aléatoires discrétes indépendantes. Soitk € [[1; n—1]] et

f l_[X(Q)—>E g: HX(Q)—>F

i=k+1

Les variables f(Xy,...,Xk) et g(Xk+1, - .., Xn) sont des variables aléatoires discretes indé-
pendantes.

Démonstration :

L’idée est de montrer que Y = (X1,...,Xk) et Z = (Xg41, - .., Xp) sont des vecteurs aléatoires indé-
pendants, d’utiliser le résultat précédent.
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k n
Soit (x1,...,xk) € [ Xi(Q) et (Xg41,...,x0) € [1 Xi(Q),
i=1

i=k+1

k n
(Y = (x1,..., %)) = ﬂ(Xi =x;) et (Z = (xk+1,...,xn)) = ﬂ (X; = xy).
i=1

i=k+1

On en déduit, d’aprées 'indépendance des variables X; que

ﬁ(xi = xi)) = ﬁ P(X; = x;)
i=1 i=1

P((Y = (xl,...,xk)) N (Z = (xk+1,...,xn))) =P
De méme

k n n
P(Y = (x1,...,%k)) ><P(Z = (Xpg1, . - .,xn)) = HP(Xl- =x;) X 1—[ P(X; =x;) = HP(XZ- = Xx;).
i=1 i i=1

=k+1

On a bien montré que Y et Z étaient indépendantes. Il suffit alors d’utiliser le résultat précédent.

O

Corollaire 7.37 (Extension a plus de deux coalitions)

Soit (Xy,...,X,) des variables aléatoires discrétes indépendantes. Soit r > let1 < a; <
...<ar1 <ar <netfi,...f, sont des fonctions telles que pour tout k € [[1; r ]|, fx est

Ag+1—1
définie sur [] Xi(Q). Les variables aléatoires fi(Xi,...,Xq,-1), ..., r(Xq,, ..., Xp) sont
i=ay
indépendantes.

Démonstration : Les démonstrations ci-dessus se généralisent sans probléme. m]

Finissons ce paragraphe par un théoréme important qui permet de dire que ce que I'on fait a un sens.
Dans la plupart des cas on ne va s’intéresser qu’aux variables aléatoires sans regarder précisément
les espaces probabilisés sous-jacents. On peut se demander si cela a un sens.

Théoreme 7.38 (Théoreme d'extension de Kolmogorov)

Soit (-Z})nen une suite de lois discreétes (c’est-a-dire des probabilités sur des ensembles E,
finis ou dénombrables munis de la tribu & (E,)). Il existe un espace probabilisé (Q, 7, P)
et des variables aléatoires discretes indépendantes telles que

VneN, X, ~.%,

Démonstration : Ce théoréme est admis m|
Remarque : Ce théoréme est essentiellement la pour justifier les énoncés des exercices / problémes.
Il est a priori utilisé de maniere sous-entendue.

Exemple : On veut modéliser un jeu de pile ou face infini. Soit p €]0, 1[. On se donne les lois de
probabilités ., toutes égales a la loi de Bernoulli #(1, p). Le théoréme d’existence de Kolmogorov
assure qu’il existe un espace probabilisé qui modélise cette expérience.
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Matheux (Andrei Kolmogorov : 1903-1987)

Andrei Nikolaievitch Kolmogorov (25 avril 1903 & Tambov - 20
octobre 1987 a Moscou) est un mathématicien russe et sovié-
tique qui a apporté des contributions significatives en mathéma-
tiques, notamment en théorie des probabilités, topologie, turbu-
lence, mécanique classique, logique intuitionniste, théorie algo-
rithmique de I'information et en analyse de la complexité des
algorithmes

5 Lois usuelles

Nous allons commencer par revoir les lois usuelles vues en premiére année puis nous étudierons les
lois géométriques et lois de Poisson.

5.1 Loi uniforme

| Définition 7.39 |

Soit N € N* et x1,...,xn des réels distincts. Soit (Q, <7, P) un espace probabilisé et X une
variable aléatoire réelle. On dit que X suit la loi uniforme sur {xy,...,xn} si:

1. X(Q) ={xy,...,xn}
1
2. pour tout i compris entre 1 et N, P(X = x;) = s

On note alors X ~ % ({x1,...,xn}).

Remarques :

1. C’est la loi de I’équiprobabilité. En effet, savoir que toutes les instances sont équiproblables
induit que la loi de la variable aléatoire est la loi uniforme.

2. Laplupart du temps on regardera - ou en se ramenera a étudier - la loi uniforme sur [[ 1; N ]| .

5.2 Loi de Bernoulli et loi binomiale

Ces lois on été vues en premiéres années.
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| Définition 7.40 |

Soit (Q, o/, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle.
1. Soitp € [0,1], on dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si :
(a) X(Q) = {0, 1}
(b) P(X =1)=petdoncP(X=0)=1-p.
On note alors X ~ B(p).
2. Soitp € [0,1] et n € N*. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n, p si :
(a) X(Q)={0,1,...,n}

(b) Pourtoutk € {0,1,...,n},P(X =k) = (Z)pkq”_k oug=1-p.

On note alors X ~ A(n, p).

Matheux (Jacques Bernoulli : 1654-1705)

Jacques ou Jakob Bernoulli (1654-1705) est un mathématicien et
physicien suisse (né et mort a Béle), frére de Jean Bernoulli et
oncle de Daniel Bernoulli et Nicolas Bernoulli.

Les travaux de Jacques Bernoulli sont de premiére importance
dans de nombreux domaines : calcul différentiel, calcul intégral
(le terme est de lui), séries, probabilités et dans I’étude de courbes
qui 'ameéne a résoudre certaines équations différentielles.

La loi binomiale corresponde au schéma de Bernoulli : répétition de n expériences indépendantes
ayant deux issues échec / succeés. La probabilité de succes et la méme pour toutes les épreuves et elle
est notée p.

Plus précisément, on se donne une suite de variables aléatoires (X;)ie[( 1, mutuellement indépen-
n

dantes suivant toutes la loi de Bernoulli #(1, p) et on considére X = }} X;. On peut interpréter X
i=1

comme le nombre de succes lors des n expériences. Un calcul fait en premiére année montre que

X ~ B(n,p).

On note que c’est bien une loi de probabilité car

D P(X=k) =) (Z)pkq”"‘ =(p+1-p)" =1
k=0 k

=0

5.3 Loi géométrique

Soit p € [0, 1], on se donne une suite (X, ),en+ de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
probabilité Z(p). On peut penser a une suite infinie de lancers a pile ou face avec une piéce ayant
une probabilité p de faire pile.

On s’intéresse alors au rang du premier succes. Précisément on pose

N: Q — N* U {+co}
o0 siVk € N, X (@) = 0
w = min{k € N* | Xi(w) = 1} sinon
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C’est une variable aléatoire discréte car N(Q) C N* U {+oo} est bien dénombrable. De plus pour
tout k € N*,

N7 (kD = X)) ()X (o)) € 7
et

N7 ({reo}) = | N7U({kY) € .

keN*

Maintenant, pour k € N*, on a

(N=k) =n' (X =0)[ )X =1)

Par indépendance,
P(N =k) = (1-p)"p".
k
De plus, si on note Ay = m(Xi = 0) I’événement « on n’a pas eu de succes lors des k premiers

i=1
essais ». On a

P(Ay) = (1-p)*

+00

La suite (Ag) est décroissante et ﬂ Ak = (N = 00), on en déduit que
k=0
_ T Nk 0 si p# 0
PN = +e0) = lim (1=p)" = { 1 sinon.

On peut aussi voir que

+00
1=P(Q) = ZP(N = k) + P(N = +o0).
k=0
De ce fait,

P(N=+0)=1- Y P(N=k)=1- > (1-p)*'p=1-p> (1-pff=1-p—— =0
£ 4 P 1-(1-p)

Pour éviter ce probleme, on supposera que p # O et p # 1.

Définition 7.41 (Loi géométrique)

Soit p €]0, 1[. On dit qu’une variable aléatoire discréte N a valeurs dans N* suit la loi géo-
métrique de paramétre p et on note N ~ 4 (p)) si

Vk e N, P(N =k) = (1-p)kp.

Remarques :

1. On peut ajouter +co dans I'image de la loi et ajouter alors P(N = +00) = 0.

2. Il est souvent plus simple de travailler avec des inégalités. En effet pour k € N, (N > k) =«les
k premiers essais ont été des échecs ». On a donc

P(N > k) = (1 -p)F.
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— ATTENTION |

Ne pas mélanger la loi géométrique avec la loi binomiale. Dans les deux cas on s’intéresse
a une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme probabilité de succeés mais
pour la loi binomiale on regarde le nombre de succés lors d’'un nombre donné d’épreuves
alors que pour la loi géométrique on regarde le rang du premier succes.

5.4 La loi de Poisson
Commencgons par une modélisation.

On considére un péage autoroutier et on veut savoir combien de voiture vont se présenter au péage
durant une période T. On considere que si on se donne un instant (tres) court 6t il ne peut pas en
arriver deux en méme temps et que la probabilité qu’il en arrive une est proportionnelle a 6t. On
note « le coefficient de colinéarité.

On découpe donc notre temps T en n instants 5t de durée % Au total la loi du nombre de voiture est
donnée par la loi binomiale % (n, a%).

De maniére un peu plus générale on considére une suite de variables aléatoires discréetes X, telles
que

Xn ~ B (n, Pn)
ou (np,) converge vers une constante notée A (dans notre exemple A = aT).

On adonc Vk € N,
0 sin<k

(Z)pﬁ(l — p)"*  sinon.

Si on s’intéresse a lim P(X,, = k) on ne peut s’intéresser qu’a la deuxieme formule car n finira par
n—oo

P(X, = k) =

étre supérieur a k.

Maintenant
n o nn-1)---(n—k+1) n—
(Jﬁﬁ—m)k: k! Pt =p0™
k
n e
~ TPk p)t
nk (A k
~ (;) exp((n —k)In(1 - pp))
Ake=2
Y

Définition 7.42 (Loi de Poisson)

Pour tout A € R}, on dit qu’'une variable aléatoire discréte a valeurs dans N suit la loi de
Poisson de paramétre A (X ~ Z2 (1)) si

Ake=4
k!

Vk e N,P(X = k) =

Remarques :
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1. La loi de Poisson s’appelle la loi des événements rares car, comme dans la modélisation ci-
dessus, elle permet d’évaluer le nombre d’apparition d’'un phénomeéne rare lors d’'un assez
grand laps de temps.

2. La loi de Poisson est plus simple a calculer que la loi Binomiale.

, . . L . . cps . U1 _ A .
3. En étudiant la suite uy = 1 qul est une suite positive, on voit que ue = T Cette suite est

donc croissante pour k < A et décroissante ensuite. Le maximum de probabilité est donc situé
« autour » de A.

4. On peut vérifier que l'on a bien

+00 _/1+°°/1k
kZ:;P(X:k):e ZF:1

k=0

Matheux ( Siméon Denis Poisson : 1781-1840 (X - 1798))

Siméon Denis Poisson (21 juin 1781 a Pithiviers - 25 avril 1840 a
Sceaux) est un mathématicien, géometre et physicien francais.
En mathématique, ses travaux les plus importants portent sur la
série sur les intégrales définies et sa discussion sur les séries de
Fourier, qui préparerent le terrain des recherches classiques de
Dirichlet et Bernhard Riemann sur le méme sujet. Il étudia aussi
les intégrales de Fourier.

Il faut retenir néanmoins, qu’en tant que membre de I’Académie
des sciences, il fut chargé en 1830 avec Lacroix d’examiner le
mémoire d'un jeune mathématicien Evariste Galois Conditions
pour qu'une équation soit résoluble par radicaux. Poisson ren-
dra un rapport négatif le 4 juillet, jugeant le travail incompré-

hensible.

Exercice : Soit X ~ Z(A) et Y ~ & (u) des variables indépendantes. Calculer la loi de X + Y.
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Dans ce chapitre K désigne R ou C. La plupart des résultats restent vraies pour n’importe quel corps.
On continue 'étude de la réduction des endomorphismes sur un espace vectoriel E de dimension
finie n.

1

1.1

Algebres

Définition

’ Définition 8.1 ‘

On appelle algebre sur K ou K-algéebre un quadruplet (E, +, ., X) ot E est un ensemble, + et X
des lois internes et . une loi externe :

+: EXE - E ; X: EXE — E e .: KXE — E
(u,v) > u+vo (v,v) > uXvo ALu) — Au
vérifiant
— (E, +,.) est un K-espace vectoriel.
— (E, +, X) est un anneau; son élément neutre pour X s’appelle 'unité de I'algebre.

— L’application (u,v) — u X v est bilinéaire.

Remarque : On rappelle que dire que (u,v) — u X v est bilinéaire signifie que pour tout u de E,
I'application v +— u X v est linéaire et que pour tout v de E 'application u +— u X v aussi. C’est-a-

dire :
— Yu€eEVYoe EVweEuX (v+w)=uXo+uXw
— Yu e E,Voe EVAeKuxXx(Adv) =A.(uXx0)
— VYWeEEVYueEEYoeE (u+vo) Xw=uXw+oXw
— Yo e E,Vu e EVA €K, (Au) Xv=A(uX0o)
Exemples :
1. Le corps (K, +, ., X) est une K-algébre. Dans ce cas, . et X sont les mémes lois.
2. L’ensemble (K[X], +, ., X) est une K-algébre. Son unité est le polynéme 1.
3. Soit X un ensemble, .% (X, K) est muni d’une structure de K-algébre ou si (f,g) € Z (X, K)?
etleK
— L’application f + g est définie par x — f(x) + g(x)
— L’application A.f est définie par x — A.f(x)
— L’application f X g est définie par x — f(x) X g(x)
Son unité est la fonction constante égale a 1. En particulier pour X = N on obtient que I'en-
semble des suites a valeurs dans K admet une structure de K-algébre.
4. L’ensemble des matrices carrées .#,(K) a une structure d’algebre. Son unité est I,,.
5. Soit E un espace vectoriel, 'ensemble des endomorphismes a une structure d’algebre. Le pro-

duit est la composition. Son unité est idg.
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1.2 Sous-algeébre et morphismes d’algebre

Définition 8.2 (Sous-algebre)

Soit (E, +, ., X) une K-algeébre. Une sous-algebre de E est une partie F de E telle que
— L’unité de E appartient a F.

— F est stable par combinaison linéaire (ce qui revient a dire que F est un sous-espace
vectoriel)

— F est stable par produit (ce qui revient a dire que F est un sous-anneau car si u,v sont
des éléments de F on sait déja queu — v € F).

Exemples :

1. Pour E = .# (R, R), on a comme sous-algebres :
— l'ensemble des fonctions continues.
— Pour tout k (0 < k < +0), €¥(R, R) est une sous-algébre.
— L’ensemble des fonctions polynomiales est une sous-algebre.
— L’ensemble des fonctions qui s’annulent en 0 n’est pas une sous-algebre. Il vérifie les

conditions de stabilité mais ne contient par I'unité.
2. Pour E = RN, I'ensemble des suites convergentes est une sous-algebre.
3. Pour E = K[X], I'ensemble K[X?] des polynémes pairs est une sous-algébre.

4. Pour E = .#,(K),I’'ensemble T, (K) des matrices triangulaires supérieures est une sous-algébre.

Définition 8.3 (Morphisme d'algebres)

Soit (o7, +,.,X) et (B, ®,0,Q) deux K-algébres. Un morphisme d’algébre de of vers X est
une application F : &/ — 9 compatible aux structures a savoir :

— L’image de l'unité est 'unité : F(1./) = 1.
— C’est une application linéaire de (<7, +,.) dans (%, ®, Q) :

V(u,0) € /> V(A p) € KL F(Au+ po) =10 F(u) ® p© F(v)
— Elle est compatible a la multiplication :

V(u,0) € &/ F(u xv) = F(u) ® F(v)

Exemples :

1. La fonction qui associe a une suite convergente sa limite est un morphisme d’algébre.

2. Soit E = #(X,K) et xy € X, la fonction d’évaluation en x, définie par f — f(xo) est un
morphisme d’algebre.

3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et % une base. L’application de .Z(E) dans
A, (K) qui associe a un endomorphisme sa matrice dans la base # est un morphisme d’al-

gebre.

Exercice : La dérivation de ¥ (R, R) dans lui méme est-il un morphisme d’algébre ? La transpostion
de #,(K) dans lui méme est-il un morphisme d’algébre ?
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Définition 8.4

Soit F : o/ — 2 un morphisme d’algébre.
1. On appelle image de F et on note Im(F) I’ensemble des images des éléments de </ par

F:
Im(F) =F(«/) ={F(u), ue o/} Cc A.

2. On appelle noyau de F et on note Ker(F) I'image inverse de {0}.

Ker(F) = F1({0}) = {u € o , F(u) = 0}.

Proposition 8.5

Avec les notations précédentes, Im(F) est une sous-algebre de 4.

Remarque : Par contre, dés que # # {0}, Ker(F) n’est pas une sous-algebre car F(1,/) = 14 # 04.
Donc 1, ¢ Ker(F).
Démonstration : On vérifie la caractérisation :

— OnalyelIm(F)car F(1y) = 14.
— Soit (v,0") € (Im(F))? et (A, u) € K2 Par définition, il existe (u,u’) dans .7 tels que F(u) = v

et F(u') =0".0rona

F(Au+pu')=AF(u)+pF(u') =Ao+pd

Donc A.v + p.v” € Im(F).
— On fait pareil pour le produit.

2 Polynomes d’endomorphismes et de matrices

2.1 Polynémes de matrices

| Définition 8.6 |

Soit A € M, (K) une matrice et P € K[X] un polynéme. On pose

P(A) = Z arAf o P =) ap Xk,

d
k=0 k=0

Remarque : C’est la structure de K-algébre de ., (K) qui permet de poser cette définition. On utilise
en effet le produit (pour AX), la multiplication externe (pour la multiplication par a) et I'addition

(pour la somme).

Exemples :
1. SiP=X%2-1,P(A) =A% —I,car A" = I,.
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S =N

3
2 | et donc
1

—_ =

1
,onaA’=|0
0

P(A) =

1 1
DanslecasouA=] 0 1
0 0

S O O
S O N
S N W

2. SiP=X,P(A) = A.

Proposition 8.7

Soit A € .#,(K), I'application

®y: K[X] - M, (K)
P = P(A)

est un morphisme d’algébres ce qui signifie que
i) @a(1) =1
i) V(P, Q) € K[X]2, ®4(P + Q) = ®4(P) + PA(Q) c’est-a-dire
(P+Q)(A) =P(A) +Q(4A)
iii) Y(P, Q) € K[X]?, ®4(P x Q) = ®4(P) X ®4(Q) c’est-a-dire
(PxQ)(A) =P(A) x Q(A)
iv) VP € K[X],VA € K, ®4(A.P) = 1.&4(P) C’est-a-dire (1.P)(A) = A.P(A)

Démonstration : Toutes les propositions sont « évidentes ». Il faut juste remarquer pour iii) que si

d
onnote P = Y, a;X' et Q = }, b;X’ ou d > max(deg(P),deg(Q)),
Jj=0

i=0

d d 2d
P(A) X Q(A) = Z @A | x [ bAl| = Z crAF = (P x Q) (A)
i=1 Jj=1 k=0
ol ¢ = Xy jok aibj car A commute & A7, O

d

Remarque : De maniére générale si .o est une K-algébre on peut poser pour x € &7, P(x) = ), axx
i=0

k

d
ot P = Y aiX*. On construit ainsi un morphisme d’algébre
k=0

o, : K[X] — o
P — P(x)

Définition 8.8

Soit A € M, (K). On note K[A] = {P(A) | P € K[X]}. C’est I’ensemble des polynomes en A.
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Proposition 8.9

Avec les notations précédentes,

1. K[A] est une sous-algébre de .#,(K), c’est-a-dire un sous-espace vectoriel, stable
par produit contenant I,.

2. La sous-algebre K[ A] est commutative.

3. La famille (I,, A, A%, ...) engendre K[A] en tant qu’espace vectoriel.

Démonstration :

1. On peut le démontrer a la main ou voir que K[A] = Im®4 donc c’est une sous-algebre.
2. pour tout P et Q dans K[X],

P(A) X Q(A) = (P x Q)(A) = (Q X P)(A) = Q(A) X P(A).

d
3. Par définition, pour tout B € K[A], il existe (aq, ..., aq) € K1 tels que B = ), akAk et donc
k=0
B e Vect(I,, A A%, .. ).

Réciproquement, comme, pour tout n € N, A" € K[A], Vect(I,, A, A% ...) C K[A].

Remarque : L’algébre .#),(K) elle n’est pas commutative sauf si n = 1.

2.2 Polynémes d’endomorphismes

On peut de méme définir des polynomes d’endomorphismes en utilisant que .Z’(E) est une K-algeébre.

— ATTENTION |

Dans la K-algébre .Z(E), le « produit » est la composition qui se note o.

| Définition 8.10|

Soitu € Z(E) un endomorphisme et P € K[X] un polynéme. On pose

d

P(u) = Z aru ou P = i ap X

k=0 k=0
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Proposition 8.11

Soit u € Z(E), I'application

o, : K[X] — Z(E)
P +— P(u)

est un morphisme d’algebres ce qui signifie que
i) ©u(1) = idg
ii) Y(P,Q) € K[X]?, ®,(P+Q) = ®,(P) + ®,(Q) c’est-a-dire (P + Q) (u) = P(u) + Q(u)
iii) Y(P, Q) € K[X]?, ®,(Px Q) = ®,(P) o ®,(Q) c’est-a-dire (P x Q)(u) = P(u) o Q(u)
iv) VP € K[X],VA € K, ®,(A.P) = 1., (P) c’est-a-dire (A.P)(u) = A.P(u)

Démonstration : Comme ci-dessus. La encore 'argument clé est que ' ou/ = w/ ou!. O

| Définition 8.12

Soitu € Z(E). On noteK[u] = {P(u) , P € K[X]}. C’est ’ensemble des polynomes en u.

Proposition 8.13

Avec les notations précédentes,

1. K[u] est une sous-algebre de .Z(E), c’est-a-dire un sous-espace vectoriel, stable par
produit contenant idg.

2. La sous-algebre K[u] est commutative.

3. La famille (Idg, u, u?,...) engendre K[u] en tant qu’espace vectoriel.

— ATTENTION |

1. L’espace vectoriel E n’est pas a priori une K-algebre car il n'y a pas de produit.
ON NE PEUT PAS MULTIPLIER DES VECTEURS.
De ce fait, si P € K[X] et x € E, P(x) n’a aucun sens.

2. En particulier, si P € K[X], u € Z(E) et x € E, P(u)(x) existe et vaut

d d
P(u)(x) = (Z akuk) (x) = ) aru(x)

k=0 k=0

alors que P(u(x)) ne veut rien dire.

Proposition 8.14

Soit u € .Z(E) et % une base de E. On note A = Mat ). Pour tout polynéme P de K[X],

Matz(P(1)) = P(A).
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Démonstration : Cela découle du fait que

Maty : ZL(E) — M(K)
u —  Matg(u)

est un morphisme d’algebre. ]

3 Compléments d’algébre

On va vouloir s’intéresser aux polynomes annulateurs d’'un endomorphisme ou d’une matrice. C’est-
a-dire les polynéme P tels que P(u) = 0 (ou P(A) = 0). C’est-a-dire le noyau @, (ou ®4). On va donc
étudier la structure algébrique de cet ensemble.

3.1 Idéaux d’un anneau commutatif

| Définition 8.15 |

Soit (A, +, X) un anneau commutatif. Une partie I de A est un idéal si
i) C’est un sous-groupe de (A, +)
ii) Pourtoutae€ Aeti€l, ai €l

— ATTENTION |

Ne pas confondre idéal et sous-anneau. La condition de stabilité de I’idéal est plus contrai-

gnante, par contre I’élément neutre (multiplicatif) n’appartient pas nécessairement a un
idéal.

Exemples :

1. Pour tout anneau commutatif A, les parties {0} et A sont des idéaux (dits triviaux)

2. Si A = Z. Pour tout entier m € Z, I = mZ est un idéal. De fait 'arithmétique développée en
premiére année avec les sous-groupes de Z se construit naturellement avec les idéaux (qui
dans le cas de Z sont les mémes).

3. Silestunidéal de A quicontient’élément neutre 1 alorsI = Acarpourtouta € A,a =axl el
car1 €.

4. Soit A=.%(X,R).Soit x € X.Onpose I, = {f € A, f(x) = 0}. Montrons que c’est un idéal.

— On voit que I, n’est pas vide car la fonction nulle appartient a I,.. De plus si (f,g) € I,
f—gelcar
(f=9)(x) = f(x) —g(x) =0-0=0.
Donc (I, +) est un sous-groupe de (A, +).
— Soit fel,etge A, fg € I, car

(f9)(x) = f(x)g(x) = 0.

On a bien montré que I, était un idéal de A.
Exercices :

1. Montrer que si A un anneau commutatif, 'ensemble Nil(A) des éléments nilpotents de A est
un idéal
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2. Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On appelle radical de I et on note VI 1’ensemble
\/jz{xeA, dneN,x" eI}

Montrer que VI est un idéal et retrouver le résultat de 'exercice précédent.

Proposition 8.16

Soit A un anneau commutatif et a € A. On note aA défini par
aA = {ab | b e A}

1. L’ensemble aA est un idéal de A

2. L’ensemble aA est le plus petit idéal contenant a.

Définition 8.17 (Idéal engendré)

Avec les notations précédentes, l'idéal aA s’appelle, idéal engendré par a et se note aA ou (a).

Démonstration :
1. — Onvoit que aA # 0 car 0 € A. De plus si (x,x") € (aA)?, il existe (b, b’) € A? tels que
x =abetx' =ab
Dés lors, x —x" = ab—ab’ = a(b—b’) € aA On en déduit que aA est bien un sous-groupe
de (A, +).
— Soit x € aA ety € A. Il existe b € A tel que x = ab. De ce fait, xy = (ab)y = a(by) € aA.

Cela montre bien que aA est un idéal de A.

2. Soit I un idéal de A contenant a. Par définition d’un idéal, pour tout b € A, ab € I. Cela montre
que aA C I. Ceci montre que aA est bien le plus petit idéal de A contenant a.

O

Définition 8.18 |

Soit A un anneau commutatif.
Soit I un idéal de A. 1l est dit principal s’il existe x € A tel que I = (x).

Remarque : On appelle anneau principal un anneau intégre dont tous les idéaux sont princi-
paux

Exemples :

1. 1l a été vu en premiere année que les idéaux de Z étaient de la forme mZ = (m) pour m € Z.
(Donc Z est un anneau principal). Nous redonnerons la preuve plus loin.

2. Soit A = #(R,R) etx) € R.Onpose I, = {f € A| f(x9) = 0}. Montrons que I, = fA ou
f x> x—x.

— Sig € fAalors g(x9) = 0 donc g € I,.
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— Sig € I, on pose
g9(x)
Uu:xm X — Xo
1 Six = xy

Six # xg

Onabieng = fudoncg € fA
On a bien I, qui est principal.
3. On se place maintenant dans 4 (R, R) et on considére I. Notre argument ne fonctionne plus
car rien ne dit que u est encore continue. De fait I n’est pas principal.

Supposons par I'absurde que Iy = (f) pour f € €°(R,R). Maintenant \/lf_l € Iy donc il existe
g € €°(R,R) tel que \/|f_| = fg. On peut alors montrer qu’il existe un voisinage V de 0 tel que
f est nul sur V. Si ce n’était pas vrai on pourrait trouver une suite (x,) tendant vers 0 telle
que f(x,) # 0. Dans ce cas, on a

1

FGenl = Fxn)g ) = glon) =2

Or g(x,) — ¢g(0) et 'autre partie de 1’égalité n’est pas bornée.

On en déduit que f s’annule sur un voisinage de 0. Mais cela implique que toute fonction qui
s’annule en 0, s’annule sur un voisinage ce qui est faux (x — x par exemple). En conclusion
Iy n’est pas principal.
Exercice : On considére 'anneau Z[iV/5] défini par
Z[iV5] = {a+biV5; (a,b) € Z*} c C
Pour tout z € Z[iV5] on pose N(z) = zZ.
1. Montrer que Z[iV/5] est un sous-anneau de C.
2. Montrer que pour tout z € Z[iV5], N(z) € N. Montrer que plus que :V(z,2’) € Z[iV5]% N(zz') =
N(z)N(Z).
3. On considére I = {(1+iV5)u + 20, (u,0) € Z[iV5]}. Justifier que c’est un idéal et qu’il n’est
pas principal. On pourra calculer N(1 + iV/5) et N(2).

Proposition 8.19

Soit A et B deux anneaux. On suppose que A est commutatif. Soit ¢ : A — B un morphisme
d’anneaux. Le noyau Kerg de ¢ est un idéal de A.

Démonstration :
— Il est clair que ¢(04) = 05 donc 04 € Kergp qui n’est pas vide.

Maintenant si x et y appartiennent a Kerg,

¢(x —y) = ¢(x) —(y) = 0.
Donc x — y € Kerg. De ce fait, Ker¢ est un sous-groupe de (A, +).
— Soit x € Kerp et a € A, p(ax) = ¢(a)p(x) = 0. Donc ax € Kergp.
On a bien que Kerg est un idéal de A. O

Remarques :
1. Ceci est aussi vrai dans le cas de morphismes d’algebres ¢ : &7 — % si o/ est commutative
car ce sont des morphismes d’anneaux.
2. On retrouve que I, est un idéal car c’est le noyau de 'application
ox: F(X,R) - R
= f)
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3.2 Plus grand commun diviseur

Revoyons rapidement les chapitres d’arithmétique vus en premiére année. Nous utiliserons la notion
d’idéal pour unifier 'arithmétique de K[X] et celle de Z.

Définition 8.20 (Anneau integre)

Soit A un anneau. Il est dit intégre si
i) Il est commutatif
ii) Pour tout (a,b) € A%, ab=0=a=0 oub=0.

Remarque : On peut aussi considérer la contraposée de la deuxiéme partie.

V(a,b) e AZa#0etb#0=ab+0

Définition 8.21 (Divisibilité)

Soit A un anneau intégre. Soit a et b dans A. On dit que a divise b ou que b est un multiple
de a et on note a|b s’il existe c € A tel que b = ac

Proposition 8.22

Soit A un anneau intégre. Soit a et b dans A.

alb &< bA C adA

Remarques :
1. On voit ici que la relation de divisibilité est juste la relation d’inclusion des idéaux engendrés.
2. De fait I'idéal aA est 'ensemble des multiples de a

Démonstration :

— | = | On suppose que a|b. Il existe donc ¢ tel que v = ac. Des lors soit x € , 1l peut s écrire
[=]On suppose que alb. 1l existe d 1 que b Des 1 i bA, il p écri
by avec y € A, c’est-a-dire
x = by = acy
On a bien x € aA et donc bA C dA.

— On suppose que bA C aA. En particulier, b € bA donc b € aA ce qui signfie qu’il existe
c € Atel que b = ac.

O

213



Proposition 8.23 (Elements associés)

1. Soit (m, m’) € Z2,
mZ=m'Z — (mlm'etm'|m) < m=+m'.
2. Soit (P, Q) € K[X]%,
PK[X] = OK[X] & (P|Q et Q|P) & 3Ja € K*,P = Q.

Dans ces cas, les éléments sont dits associés.

Démonstration :

1. La premiere équivalence est évidente d’aprés la proposition précédente.
Pour la deuxiéme, le sens est évident.

Montrons le sens [= |. On suppose que m|m’ et m’|m. 1l existe alors k, k” dans Z tels que m =
km’ et m" = k’m. En particulier, m = kk’m. De ce fait, si m = 0 alors m’ = 0 et donc m’ = +m
et si m # 0 alors kk’ = 1. Cela implique que k est inversible dans Z. On en déduit que k = +1.

2. La démonstration est identique. La seule différence est que les éléments inversibles de K[X]
sont les polynomes constants non nuls.

O

— Théoréme 8.24 |

1. Tous les idéaux de Z sont principaux. De plus pour tout idéal I de Z il existe un
unique m > 0 tel que I = mZ.

2. Tous les idéaux de K[X] sont principaux. De plus pour tout idéal I de K[X] il existe
un unique P unitaire (ou nul) tel que I = PK[X].

Remarque : Avant de donner la preuve de ce théoreme (qui s’appuie sur la division euclidienne
dans les deux cas), notons que c’est ce fait qui permet de développer ’arithmétique. En clair, tout ce
qui suit reste vrai dans un anneau principal.

Démonstration :

1. Soit I un idéal de Z que I'on suppose différent de {0} = 0Z et de Z = 1Z en entier.

L’ensemble P = I N N* est une partie non vide de N*. En effet soit x un élément non nul de
I alors x et —x appartient a I (car I est sous-groupe de Z) . Deés lors P a un plus petit élément
que nous noterons m. Il est clair que mZ C I. Montrons par ’absurde que I ¢ mZ. Soit x
un élément de I qui n’est pas un multiple de m. On fait la division euclidienne de x par m :
x=gm+r & x—qm=r.Oronavuque —gm € [ doncr € I. Or comme r # 0 (x ne divise
pas m) et r < m c’est absurde.

Pour l'unicité il suffit de voir que si mZ = m’Z alors m et m’ sont associés et de ce fait m = +m’
et donc m = m’ s’ils sont tous les deux positifs.

2. Soit I un idéal de K[X]. La encore on suppose I # {0} (qui est engendré par 0) et I # K[X]
(qui est engendré par 1).

On peut donc considérer un polynéme P de degré minimal d parmi les polynémes non nuls
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de I. Notons que d > 1 car si d = 0 cela signifie qu’il y a un polyndéme constant P = a. De ce

1
fait, -P =1 € I et donc I = K[X].
a

Montrons alors que I = PK[X]. On a clairement que PK[X] C I. Supposons par I’absurde
que I c PK[X] soit fausse. Il existe alors un polyndéme Q non multiple de P dans I. On fait la
division euclidienne :

Q =PS +Ret deg(R) < d = deg(P).
La encore on en déduit que R € I ce qui absurde.
On a bien [ = PK[X].

La encore si on a deux générateurs P et Q comme P et Q sont associés, il existe @ € K* tel que
P = aQ.Iln’y a donc qu’un seul générateur unitaire.

O

Proposition 8.25

Soit A un anneau integre et I, J deux idéaux. La somme I + J = {i+j, i € I,j € J} estun
idéal de A.

Démonstration :

— Onsaitque0 € Iet0 € J,donc0 = 0+0 € I+ J. De ce fait, I + ] # (. Maintenant soit
(x,y) € (I+J)% Tl existe (x1,y;) € I? et (x3,13) € J? tels que

x=x1+x2ety=y; +1y

De ce fait,

X—Y=X1—Yr1+xX2 Y2
~—_—— ——
el eJ

On adonc x —y € I +J. On en déduit que I + J est un sous-groupe de (A, +).
— Soitx € I + J et a € A. Il existe donc (x1,x2) € I X J tels que x = x1 + x2. On a alors

ax=axi+ax, €1+]

On a bien montré que I + J était un idéal. O

’ Définition 8.26 ‘

1. Soit (a, b) € Z2, on appelle PGCD de a et de b et on 'on note a A b I'unique générateur
positif de I'idéal aZ + bZ.

2. Soit (P,Q) € K[X]? on appelle PGCD de P et de Q et on I'on note P A Q l'unique
générateur unitaire (ou nul) de 'idéal PZ + QZ.

Remarques :
1. Pour la suite nous nous intéresserons essentiellement a I’arithmétique de K[X] mais tous les
résultats restent vrais pour Z.
2. On peut aussi définir la notion de PPCM en vérifiant que si I et J sont des idéaux alors I N J
est encore un idéal.
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3. SiP=Q=0,0onaPK[X]+QK[X]=0doncPAQ=0.

| Définition 8.27 |

Soit (P, Q) € K[X]?. IIs sont dit premiers entre eux si P A Q = 1.

Proposition 8.28

Le PGCD défini ci-dessus coincide avec la définition « classique » du PGCD . Cela signifie
que les diviseurs communs de P et Q sont les diviseurs de P A Q.

VT e K[X], (T|P et T|Q) &= (T|P A Q).

— On vérifie d’abord que PK[X] c (PK[X] + QK[X]) = (P A Q)K[X]. On en déduit que
(P A Q)|P et de méme (P A Q)|Q. De ce fait, par transitivité, si T divise P A Q il divise P et il
divise Q.

— Comme P A Q € (P AQ)K[X] = PK[X] + QK[X], il existe des polynomes U et V tels que

PAQ=PU+QV.

Maintenant si T divise P et Q, il divise PU + QV =P A Q.

Corollaire 8.29 (Théoreme de Bézout)

Soit (P, Q) € K[X]2.
1. Nl existe (U,V) € K[X]? tels que PU + QV = P A Q.
2. PANQO=1) & 3I(U,V) eK[X]2,PU+QV =1

— ATTENTION |

De maniére générale on sait que le PGCD de P et de Q peut s’écrire PU + QV, cependant
ce n’est pas parce qu’il existe U et V tels que PU + QV = C que C est les PGCD de P et Q.
Cela n’est vrai que pour C = 1.

Démonstration :

1. Cela a été vu dans la démonstration précédente.

2. Le sens est 'énoncé précédent. Réciproquement, s’il existe (U, V) € K[X]? tels que PU +
QV =1, on en déduit que PK[X] + QK[X] est un idéal contenant 1, c’est donc K[X] qui est
engendré par 1. Cela permet d’obtenir (P A Q = 1).

O

Exercice : Soit P, Q deux polyndmes tels que P A Q = 1. Soit r, s deux entiers naturels non nuls,
montrer que P" A Q° = 1. En déduire que pour a # B, (X —a)" A (X = f)* = 1.

On peut aussi rappeler le lemme de Gauss
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Proposition 8.30 (Lemme de Gauss)

Soit P, Q, R trois polynomes. On suppose que P et Q sont premiers entre eux. On a alors

P|OR = PIR

Démonstration : On sait qu’il existe U et V tels que 1 = PU + QV. De ce fait,
R=R.1=RPU +RQV.

Maintenant P|RPU et P|RQV (par hypothése) donc P|R. O

3.3 Algorithme d’Euclide

Rappelons que comme il a été vu en premier année, I'algorithme d’Euclide (via la division eucli-
dienne) permet de calculer le PGCD (ne pas oublier de « normaliser » le résultat). De plus, I’algo-
rithme d’Euclide augmenté permet de plus de trouver U et V tels que

PU+QV = (PAQ)
Exemple : Calculons de PGCDde P = X° + X* +2X> + X? + X +2et Q = X* + 2X° + X? — 4.
Ona

X+ X 42X+ X2+ X +2

(X -1 x (X*+2X3 + X% —4) +3X% +2X? +5X% -2

X +2X3 + X% -4

1 14
—(3X+4)x (3X® +2X%2+5X% -2) - —| (X’ +X +2)
9 9
3XP42X245X% -2 = BX-1D)X(X*+X+2)+0

Le PGCD est le dernier reste non nul normalisé. Ici, P A Q = X% + X + 2.

Pour trouver U et V on « remonte » :
X2+X+2= —%(X‘*+2X3+X2 —4)+1—14(3X+4) x (3X3 +2X% +5X% - 2)
or
342X 45X2 —2=-(X - D)X (X' +2X° + X2 - ) + (X + X' +2X° + X? + X + 2)

donc
2 1 2 1
X°+X+2= —E(SX +X+5)Q+ ﬁ(3X+4)P.

Pour calculer les coefficients de Bézout, il est souvent préférable d’utiliser ’algorithme d’Euclide
étendu rappelons le principe dans Z (c’est identique dans K[X]). On se donne deux entiers a et b et
on cherche u, v tels que au + bv = r. Le principe est de construire des suites récurrentes (r,,), (u,) et
(vp) telles que pour tout entier n, au, + bv, = r,. On initialise les suites par

ro=a; uy=1; vp=0etry=>b; uy=0; 0v1=1

Ensuite, pour tout entier n > 1, r,4; est le reste de la division euclidienne de r,_; par r, : rp41 =
Tn—1 — qnln OU qp est le quotient de r,_; par r, et on pose donc

Up+1 = Up—1 — qnlUp 5 Up+1 = Up—1 — qnln
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ce qui permet d’assurer que, comme au,_; + bv,_; = r,_; et au, + bv, = r, alors auyyy + bvyy; =

Tn+1

On peut présenter les résultats dans un tableau par exemple pour a = 32 et b = 23

riul|ov|q
32| 1

23| 0 | 1

91 1 |-1]1|(B2=1x23+9)
5-2|3 |2 (23=2X9+5)
413 |-4|1| (9=1%x5+4)
1|-5]7 1] (5=1x4+1)

3.4 Généralisation a n polynémes

| Définition 8.31

Soit Py, ..., P, des polynomes, on appelle PGCD de Py, . . ., P, et on note Py A - - - A P, 'unique
polynéme unitaire tel que

PK[X] +-+PK[X] = (Pi A+ A P)K[X]

Remarque : Comme précédemment, si P; = P, = --- = P, = 0 alors P;K[X] +--- + P,K[X] =0 et
donc P; A -+ A P, = 0 (qui n’est pas unitaire).

Proposition 8.32 (Associativité - Commutativité)

L’opération A est associative et commutative.

Démonstration : Cela découle du fait que la somme d’idéaux est associative et commutative.
O

Proposition 8.33

Soit P;, ..., P, des polynomes et Q un polynéme unitaire.

(Qpl)/\"'/\(QPn):Q(Pl/\"'/\Pn)

Démonstration :

OnaQPK[X]+---QP,K[X] = Q(P1K[X]+---P,K[X]) = Q(P;A- - - P,)K[X].De plus Q(P;A- - - Py)
est unitaire car Q et P; A - - - P, le sont. |

Proposition 8.34

Soit Ps, ..., P, des polynomes. Il existe (U, .. ., Uy) tels que

P1U1+"‘PnUn:P1/\"'/\Pn
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Démonstration : Par définition O

Remarque : Pour calculer les coefficients de Bézout, pour trois polyndémes Py, P, P3. On calcule
d’abord U; et U, tels que

P,U; + P,Uy =Py APy

Ensuite on calcule V et T tels que

(Pl /\Pz)V+P3T = ((P1 /\Pg) /\P3) =Py APy APs

On a donc

PUV + PUsV + PsT =Py APy A\ Ps

Pour plus de 3 polynomes il suffit de recommencer.

Définition 8.35 (Polyndmes premiers entre eux)

Soit Py,...,P, des polynomes. On dit qu’ils sont premier entre eux (dans leur ensemble) si
PyA--- AP, =1.

Remarques :

4

1. Par définition, si Py,..., P, sont premiers entre eux si et seulement s’il existe Uy, ..., U, tels

que
P1U1+"'+PnUn =1

. Soit Py,...,P, des polyndmes. S’ils sont deux a deux premiers entre eux, ils sont premiers

entre eux (dans leur ensemble) car dans ce cas
K[X] = sK[X] + P,K[X] c PiK[X] + - - - + P,K[X]
La réciproque n’est pas vraie. On peut par exemple poser
Pi=X(X-1),P,=X(X-2)etP;=(X-1)(X-2)

On a alors
P1/\P2 :X,Pl/\szX—leth/\szX—Z

Par contre
PIAP,AP;=XA(X-1)(X=-2)=1

Polyndmes annulateurs

4.1 Deéfinitions

Définition 8.36 (Polyndmes annulateurs)

1. Soitu € Z(E). Un polynome P de K[X] est dit annulateur de u si P(u) = 0 #(p).
2. Soit A € M, (K). Un polynome P de K[X] est dit annulateur de A si P(A) = 0.
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Proposition 8.37

Soit u € Z(E). L’ensemble des polyndmes annulateurs de u est un idéal de K[X] non
réduit a {0}.

Démonstration : On remarque que pour P € K[X],
Pu)y=0 & ®,(P)=0

ou
®,: K[X] — Z(E)
P — P(u)
On voit donc que 'ensemble des polynomes annulateurs est le noyau d’'un morphisme d’anneau
(méme d’algebre) dont I'origine est un anneau commutatif. C’est donc un idéal de K[X].

Il reste & montrer qu’il n’est pas réduit a {0}. On sait que .Z(E) est de dimension n?, de ce fait la

oy 2 . ) e el

famille idg = u®, ul,u?, ..., u" estliée car elle est de cardinal n?+1 > n?. On en déduit qu’il existe un
n2 X nz .

combinaison linéaire non triviale }; A;ju' = 0 #(g). On pose alors P = } 4;X'. C’est bien un polynéme
i=0 i=0

annulateur non trivial. mi

Remarque : La méme propriété est vraie pour les matrices.

— ATTENTION |

Cela n’est plus vrai si 'espace vectoriel n’est pas de dimension finie. Par exemple pour
E=%¢"(RR)et

5

f/

u: FE —

f -
d d

Pour tout polynéme P € R[X] non nul, on pose P = Y, arX*. Alors P(u) : f > 3 ar f.
k=0 k=0

Pour f : x — e** on a donc
P(u)(f) : x — P(a)e™

11 suffit de prendre « qui n’est pas une racine de P pour voir que P(u)(f) # 0 donc P(u) # 0.

4.2 Polynéme minimal

Définition 8.38 (Polyndme minimal)

Soitu € Z(E). On appelle polyndome minimal de u et on note i, ou i, le générateur unitaire
de l'idéal des polynomes annulateurs. C’est a dire que p,, est défini par :

VP € K[X],P(u) = 0pE — iy |P.

Remarques :
1. On définit de méme le polynéme minimal p4 ou 74 d’'une matrice A € .#,,(K).

2. Le polynéme minimal d’'un endomorphisme ou d’une matrice est le polynéme unitaire annu-
lateur de plus bas degré.
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Proposition 8.39

Soit u € Z(E) et # une base de E. On pose A = Matg(u). Les polyndmes minimaux
coincident :

HA = Hu-

Démonstration : Ce sont les mémes idéaux annulateurs car pour P € K[X], ®,(P) = 0 ¢

Dy (P) = 0.4,(x)- O
Exemples :
: 2 0 9 4 0
1. Soit A = 13| OnaA® = 5 9 | On peut alors remarquer que
A SA—( 0 —¢ | = Ok

On a donc X? — 5X + 6 qui est un polyndme annulateur. Maintenant, tout polynéme de degré
inférieur ou égal 4 2 n’annule pas A donc py = X? — 5X + 6.
2. Soit A est la matrice nulle de .#Z (K) alors g4 = X. De maniere générale, si A = AI, alors

,uA:X—/l.
o1 0 --- 0
3. SoitA=] : oo e
: -1
0 -+ --v == 0

On a vu que A" = 0 4, k), donc p4|X".On en déduit que pa = X* pour k € [[1; n]]. Or pour
k < n, A # 0 donc py = X"

De maniére générale si A est nilpotente et si p est sont indice de nilpotence, ug = X?.

-1 0 0 (-1)» 0 0
4. SoitA=| 0 -1 0 [Onade maniére générale AP = 0 (-=1)» 0 |Cherchonsun
0 0 3 0 0 3P
polynéme de degré au plus 2 annulant A. On pose P = aX? + bX + c¢. On a alors
a-b+c 0 0
P(A) = 0 a-b+c 0
0 0 9a+3b+c

On résout le systéme

{a—b+c =0 =){a—b+c =0 _ a = =3¢
9a+3b+c = 0 126 -8 = 0 b = 2.
On en déduit que g = X* —2X -3 = (X +1)(X - 3).
-1 1 0 (-1 (-1)P"'p 0
5. Onregarde maintenantA=| 0 -1 0 |[Onademaniéregénérale A? = 0 (-7 0
0 0 3 0 0 3P
Cherchons un polynéme P = ZZ:O arX* annulant A. On a alors
P(-1) Y a(-DF'k 0 P(-1) P'(-1) 0
P(A) = 0 P(-1) 0 = 0 P(-1) 0
0 0 P(3) 0 0 P(3)
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On en déduit que P(A) =0 & P(-1) =P/ (-1) =P(3) =0 < (X -3)(X+1)?|P.On
en déduit que s = (X + 1)%(X - 3).

6. De maniére générale, on suppose que A est diagonalisable. On sait que si B est semblable a A
alors yi4 = pip. On se raméne donc a déterminer le polynéme minimal de

M
M
B =
/117
AP
Maintenant, on a vu que si P € K[X],
P(A1)
P(A1)
P(B) =
P(4p)
P(4p)
De ce fait
P(B)=0 &> P(l))=--=P(4)) =0 & (X-11) -~ (X -1,)|P.

Finalement pg = pp = l_l (X -A).
AeSp(A)
Exercice classique a savoir faire : On se donne A une matrice diagonale par blocs :

Al O 0
00 |4,

Pour tout polynéme P on a alors

P(A) | 0 0
PA=l o || o0
0 0 | P(Ap)
On en déduit que
P(A)=0 & P(A))=---=P(Ay) =0 = Vie[[1;p]l,palP.

Cela signifie que I'ensemble des polynomes annulateurs de A est
pa,KIX] 00 opa KIXT = (pa, Voo Vopa, )K[X]

Finalement est le PPCM des pi4,.
ﬂA:ﬂAl\/...\/yAp
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Proposition 8.40

Soit A et B deux matrices semblables, ps = pp.

Démonstration : 11 suffit de vérifier que pour P € K[X], P(A) = 0 si et seulement si P(B) = 0.
O

Exercice : Trouver deux matrices (de méme taille) ayant le méme polyndme annulateur mais qui
ne sont pas semblables.

Proposition 8.41

Soit u € Z(E). On suppose que son polynéme minimal 1, est de degré d alors la famille
(uF)o<k<d-1 est une base de K[u].

Démonstration : On a déja vu que (par définition) la famille (u*)en engendrait K[u] mais elle

d
n’est pas libre. En effet si yr, = Y, axX* alors on a une combinaison linéaire non triviale
k=0

Posons F = Vect(idg, u, ...,u* ) ¢ K[u] et montrons que F = K[u]. Soit k € N, on fait la divison

euclidienne de X* par y, :
X* = QX + S ou deg(S) < d

De ce fait,
uk = Q(u) o pu(u) +S(u) =S(u) € F

On a bien F = K[u] c’est-a-dire que la famille (¢)y<r<q—1 engendre K[u].

Montrons maintenant que la famille (u¥)o<x<q4—1 est libre. Supposons par I’absurde qu’elle est liée. Il
existe alors une relation de dépendance linéaire

d-1
Sion pose Q = Y biX*, onadonc Q(u) = 0 ce qui contredit le caractére minimal de .
k=0

Finalement la famille (4%)o<r<q4_1 est bien une base de K[u].

— ATTENTION |

Il faut comprendre et connaitre cette démonstration.
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4.3 Polynomes annulateurs et valeurs propres

Nous allons maintenant relier les polynémes annulateurs (et donc le polyndme minimal) aux valeurs
propres (et donc le polynome caractéristique).

Proposition 8.42

Soit u € Z(E), A € K une valeur propre et x € E;(u) un vecteur propre associé a A.
Soit P € K[X],
P(u)(x) = P(A)x

— ATTENTION |

Attention aux parenthéses pour écrire une relation qui a un sens.

Démonstration : Soit k € N, u*(x) = u*"1(u(x)) = u*"'(1.x) = L.uF"(x). A partir de 13, par une
d d
récurrence immédiate on obtient que u*(x) = A*x. Maintenant si P = Y q;X* ona P(u) = 3, apuf
k=0 k=0
et donc

P(u)(x) = Z apuF (x) = Z aAfx = P(Q) x

d
k=0 k=0

— Corollaire 8.43 |

Soit u € Z(E), A € K une valeur propre. Si P est un polyndéme annulateur de u, P(1) = 0.

Démonstration : Il suffit de voir que pour un vecteur propre x non nul,
0=P(u)(x) =P(1).x

O

Remarque : En particulier, y, s’annule en toutes les valeurs propres de u. C’est-a-dire que si on
note Z(P) les racines d’un polyndéme P; Sp(u) C Z ().

4.4 Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoreme 8.44 (Théoreme de Cayley-Hamilton)

Soit u € Z(E). Le polynéme caractéristique y, annule u. C’est-a-dire que |y,

Démonstration : La démonstration est non exigible. Voir DM. ]

Remarque : On en déduit que Z(y,) € Z(y,). Finalement Sp(u) € Z(p,) € Z(xu) = Sp(u)
donc

Sp(u) = Z(.uu) = Z(Xu)-
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—{ Corollaire 8.45 }

Soit u € Z(E), si
p
Xu = l—[(X - Ai)ri
i=1
alors

4
=] (X = 20"
i=1

oupourtoutie [[1;p],0<s; <ri

4.5 Calcul de puissances

Il est fréquent de devoir calculer les puissances d’une matrice. Voici deux méthodes

En utilisant une diagonalisation

Soit A une matrice diagonalisable. Il existe alors P € GL,(K) telle que

A 0O - 0
B=p'lap=| °
0
0 0 A,
Maintenant pour tout entier k,
k
Ao 0
AF = (PBPY)r =pBfpl=p 0 Pt

0
0 0 Ak

Cette méthode peut étre assez longue (calcul de P et de P71).

En utilisant un polynéme annulateur

Soit A € .#,(K). On suppose connaitre un polynéme annulateur P de A. On peut bien évidemment
prendre y4 (théoréme de Cayley-Hamilton). Il est cependant préférable de pendre p4 qui est de degré
moindre (mais souvent plus difficile a calculer).

Pour tout entier k, on peut effectuer la division euclidienne de X* par P.
X* =P xQ+Ravec deg(R) <d

oud = deg(P).

On en déduit que
AF = P(A) x O(A) + R(A) = R(A).

Il reste donc a calculer le reste R de la division euclidienne.
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d
— Si P est un polyndme scindé a racines simples : P = H(X - )
i=1

On sait que R est de degré strictement inférieur a d, or pour tout A4; (i € [[1;d]]), )Lf? =
P(A;) XQ(A;) +R(4;) = R(A;). On en déduit que R est le polynéme d’interpolation de Lagrange
telqueVie [[1;d]],R(A) = /1{7.

On a donc (voir cours de sup)

X = A
Ai— 2

d
R= Y MLioulL=

i=1 Jj#i
— Si P n’a qu'une seule racine P = (X — 1)% Cela signifie que N = A — AI est une matrice
nilpotente vérifiant N¢ = 0.
11 suffit alors d’écrire A = N + AI et d’utiliser le binome de Newton (car N et I commutent).
On en tire,
5 (k
AF = (N+ADF =) ( ,)N%k—l
im0 \!

Maintenant dans la somme on peut s’arréter pour i = d — 1 car pour i > d, N' = 0.
— (ANE PASFAIRE) Si P = (X — 1)% (X — p) avec p # A.

La décomposition euclidienne s’écrit :
XF=0x (X -4 (X -p)+R
On en déduit que
,uk = R(u) et que X =R).

On remarque alors que X¥ — R = O x (X — 1)4"1(X — y1) donc A est une racine d’ordre d — 1 de
X* — R. Cela veut dire que pour touti € [[0; d — 2]], (X¥ = R)D (1) = 0. C’est-a-dire :

kU ke

RO () = eIk

Pour conclure, on peut alors utiliser la formule de Taylor :

5%
—_

- , R
R= ai(X —p) oua; = _fﬂ).
4 i

I
=}

On obtient donc
d-2 '

: k—i i d-1
= _— - —_ -
R izgo i!(k—i)!’u X - +ag1(X—-p)

1l suffit d’utiliser le fait que A¥ = R(1) pour déterminer ag_;.
— (ANE PASFAIRE) Si P = (X — 1)/(X — p)% " avec y # A. En exercice - utiliser Bézout.

5 Ciritere de diagonalisabilité

On va établir une condition nécessaire et suffisante pour qu un endomorphismes (resp. une matrice)
soit diagonalisable.
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5.1 Décomposition des noyaux

Exemple : Soit u € .Z(E). On suppose que P = X? —3X +2 = (X — 1)(X — 2) annule u. On a donc
u? — 3u + 2idg = 0.2 (k).

On sait alors que les seules valeurs propres possibles sont 1 et 2 (racines de P).

On sait que Eq(u) et E;(u) sont en somme directe, de plus
E= El(u) @ E2(u).
En effet soit x € E, on veut écrire

X = x1 + X2 avec (x1,x2) € E1(u) X Ez(u)

On procede par analyse synthése.

— Analyse : On suppose que x = x1 + x2 avec x; € E1(u) et x, € E;(u). En appliquant u, on a
u(x) = u(x) + u(xz) = x1 + 2x,. En résolvant le systéme cela donne :

x1 = 2x —u(x) et xo = u(x) — x.

— Syntheése : On pose
x1 = 2x —u(x) et x, = u(x) — x.
On a bien x1 + x; = x , de plus
u(xy) = 2u(x) — u?(x) = 2u(x) — Bu(x) — 2x) = 2x —u(x) = x;
et
u(xy) = u?(x) —u(x) = Bu(x) — 2x) — u(x) = 2u(x) — 2x = 2x,.

En conclusion,
E= El(u) @ Ez(U)

De plus, on peut voir que le projecteur sur E; parallelement a E; est 71y = 2idg — u et que que le
projecteur sur E, parallelement a E; est 7, = —idg + u. Ce sont des polynoémes en u.

Nous allons maintenant essayer de généraliser cet exemple.

Théoréme 8.46 (Théoréeme de décomposition des noyaux)

Soit u € Z(E), soit Py,..., Py des polynémes deux a deux premiers entre eux. On pose
d
= ﬂ P..
i=1
d
Ker(P(u)) = P Ker(Pi(u))
i=1
En particulier si P est un polynéme annulateur de u,

d
E = () Ker(P,(u))
i=1

Bonus : Les projecteurs associés a cette décomposition sont des polynémes en u.
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Remarques :
1. C’est bien une généralisation de 'exemple précédent en posant P = X — 1,P, = X — 2 et
P=X*-3X+2.
2. La condition deux a deux premiers entre eux est plus forte que premiers entre eux.
Démonstration : Traitons pour commencer le cas de deux polynomes avant de s’attaquer au cas
général.

— Pour d = 2. On veut montrer que Ker(P(u)) = Ker(P;(u)) & Ker(P2(u)). Comme P; et P, sont
premiers entre eux, il existe des polyndmes A, B tels que

PA+P,B=1

c’est-a-dire
Pi(u) o A(u) + Py(u) o B(u) = idg.
— Montrons que Ker(P;(u)) et Ker(P,(u)) sont en somme directe : Soit x € Ker(P;(u)) N
Ker(P,(u)). On sait que
x = idp(x) = A(u) (P1(u)(x)) + B(u) (P2(u)(x)) = Op.

— Montrons que Ker(P;(u)) ® Ker(P2(u)) C Ker(P(u)).
Soit x € Ker(P;(u)) ® Ker(P,(u)), il existe (a, f) € Ker(P;(u)) x Ker(P,(u)) tels que

x = a+ B.On a alors

P(u)(x) = P(u)(Py(u) (@) + Py(u) (P2(u)(P)) = O¢

On a bien x € Ker(P(u)).

— Montrons réciproquement que Ker(P(u)) c Ker(P;(u))®Ker(P2(u)). Soitx € Ker(P(u)),
on a

x =idg(x) = A(u) (P1(w) (x)) + B(u) (P2(u)(x)) -

eKer(P,(u)) eKer(P;(u))

Notons que le projecteur sur Ker(P;(u)) est donc (B o P;)(u). C’est un polynéme en u. De
méme pour le projecteur sur Ker(P,(u)).

— Passons au cas général. Pour touti € [[1; d]], on pose T; = l_l P; = g
j#i !
Comme les polynomes Py, ..., P; sont deux a deux premiers entre eux alors Ty, ..., T; sont
premiers entre eux dans leur ensemble. En effet si D est un polyndéme irréductible qui divise
tous les T;. Comme il divise Ty, il divise le produit P, X - - - X P;. Comme D est irréductible, il
existe i € [[ 2; d]] tel que D|P;. On sait de plus que D|T; donc il existe j € [[1; n]] \ {i} tel
que D|P;. Cela contredit le fait que P; et P; soient premiers entre eux.

Maintenant, comme les polynémes Ty, . . ., T; sont premiers entre eux, il existe des polynomes
Ay, ..., Ag tels que
T1A1+"'+TdAd =1

c’est-a-dire
Ti(u) o Ay(u) + -+ + Ty(u) o Ag(u) = idg.

— Montrons que Ker(P;(u)),...,Ker(P;(u)) sont en somme directe : Soit (x1,...,x4) €

d
1_[ Ker(P;(u)) tels que x1 + - - - + x4 = Og.
i=1
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Pour tout i, jdans [[1; n]] aveci # j,

T () =| || Pelw) |(Py(w)(x)) = 0

ke{i.j}

On en déduit que pour tout j € [[1; n]],

d
X = idp () = ) A (Ti(w) (7)) = Aj () (T () (7)) = =A; (@) | T;(w) | ) x| | = 0

k#j

d
— Montrons que @ Ker(P;(u)) c Ker(P(u)).

i=1

d d

Soit x € @ Ker (P;(u)), il existe (x1,...,xq) € n Ker (P;(u)) tels que x = x; + - - - + x4.
i=1 i=1

On a alors

d d
P(u)(x) = > P(u)(xi) = ) (Ti(u) o Py(w)) (x) = 05
i=1 i=1

On a bien x € Ker(P(u)).
d

— Montrons réciproquement que Ker(P(u)) C @ Ker(P;(u)). Soit x € Ker(P(u)), on a
i=1

d
x = idp(x) = ) Au) (T(w) (x))
i=1

Or, pour tout i € [[ 15 d ], P;(u) (Ai(u) (Ti(u)(x))) = Ai(u)(P(u)(x)) = 0.
Cela signifie que A;(u)(T;(u)(x)) € Ker(P;(u)).

d
On a bien montré que x € @ Ker(P;(u)).
i=1
Notons que le projecteur sur Ker(P;(u)) parallelement a @ Ker(P;j(u)) est (A; X T;)(u). Cest
Jj#i
un polynéme en u.

O

Exemple : Soit p un projecteur. On a p? = p. Le polynéme P = X? — X = X(X — 1) est un polynéme
annulateur. On en déduit que
E =Ker(p) ® Ker(p — Idg)

Ce que l'on savait déja.

De méme pour une symétrie.

5.2 Polynémes annulateurs et diagonalisabilité

Nous allons établir un nouveau critére de diagonalisabilité d’une matrice / d'un endomorphisme.

Rappelons que l'on a déja vu qu'un endomorphisme qui vérifie que ), dimE;(u) = dimE est
A€Sp(u)

diagonalisable. Ce critere est difficile a utiliser car il nécessite de calculer la dimension des espaces

propres. On s’en sert essentiellement dans le cas ou le nombre de valeurs propres distinctes est égal

a la dimension de I’espace (dans quel cas tous les espaces propres sont de dimension 1).
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— Théoréme 8.47 |

Soit u € .Z(E). Les assertions suivantes sont équivalentes.
i) L’endomorphisme u est diagonalisable.
ii) 1l existe un polynéme scindé a racines simples qui annule u.

iii) Le polynome minimal de u, y, est scindé a racines simples.

— ATTENTION |

Il se peut que le polyndme caractéristique ne soit pas a racines simples. Par exemple pour
I'identité. Ona g =X —1let yjg = (X - 1"

Remarque : Il y a un énoncé analogue pour les matrices.

Démonstration :
— On suppose que u est diagonalisable. Soit Z telle que la matrice de u dans la base

soit diagonale :

A

A =Matg(u) =

/IP

p
On pose P = X — A;) qui est scindé a racines simples et on a P(A) = 0 donc P(u) = 0. ¢ (g).
p q P (E)

i=1

— | ii) = iii)| On suppose qu’il existe un polynoéme scindé a racines simples P qui annule u. Par
définition du polynéme minimal, y,|P. Donc p, est scindé a racines simples.

— On suppose que i, est scindé a racines simples. On pose
p

Hu = H(X - Ai).

i=1

11 suffit d’utiliser le lemme de décomposition des noyaux :

p
E =Ker(p,(u)) = @ Ker(u — A;idg)
i=1

Comme E est somme directe des sous-espaces propres de u, u est diagonalisable.

Exemples :

1. Soit p un projecteur. Comme p* = p, le polyndme X? — X = x(X — 1) est un polynome
annulateur de p. Cela montre que p est diagonalisable.

De méme une symétrie est diagonalisable car elle est annulée par le polynéme X? — 1 = (X —
1)(X + 1) qui est scindé a racines simples.
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2. SoitA=| : : | € #,(K). On a vu que A? = nA. Cela montre que le polynéme X — 2 —
1 -+ 1
nX = X(X — n) annule A. La matrice A est donc diagonalisable.
3. Soit A une matrice nilpotente. On sait que son polyndme minimal est de la forme 74 = X? ou
p est 'indice de nilpotence. Si p # 1 (c’est-a-dire si A # 0) alors A n’est pas diagonalisable.

Proposition 8.48

Soit u € Z(E) et F un sous-espace vectoriel u-stable. On note # '’endomorphisme de F
induit par u. Le polynéme minimal de # divise celui de u :

| -

Démonstration : 1l suffit de voir que yu,(#) = 0. De ce fait, y, est un polynéme annulateur de @
donc un multiple de ;. ]

Remarque : Cela a déja été étudié lors du calcul du polyndme minimal d’une matrice diagonale par

p

blocs. Rappelons que si E = @ F; et que les sous-espaces vectoriels F; sont stables par u. Alors, en
i=1

notant y; le polynome minimal de 'endomorphisme induit par u sur F;, g = piy V - -+ V .

Corollaire 8.49 (Diagonalisabilité d'un endomorphisme induit)

Soit u € Z(E) et F un sous-espace vectoriel u-stable. On note # ’endomorphisme de F
induit par u. Si u est diagonalisable alors # aussi.

Démonstration : Comme u est diagonalisable, p, est scindé a racines simples. Maintenant, ;|
donc p; est aussi scindé et a racines simples. De ce fait, & est diagonalisable. O

5.3 Endomorphismes annulés par un polynéme scindé

Définition 8.50 (Sous-espaces caractéristiques)

Soit u € Z(E). On suppose que son polynome caractéristique est scindé et on note y, =
p

[T(X — A)". Pour touti € [[1; p ]| on appelle sous-espace caractéristique et on note C;,(u)
i=1

le sous-espace vectoriel Cy,(u) = Ker(u — A;idg)"".

Remarques :

1. Les sous-espaces caractéristiques sont des « super » espaces propres. On a E; (u) C Cy(u).

2. Pour définir les sous-espaces caractéristiques, on peut aussi prendre les multiplicités dans
le polynéme minimal (ou dans tout polyndéme annulateur scindé). En effet si on note p, =

P
[1(X — A;)% et sion considerei € [[ 1; p]]. On sait d’apres le lemme des noyaux que
i=1

E=Ker(u - Aidp)* ® G
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ou G = O Ker(u—A;idg)%. Prenons ¢ > s; et x € Ker(u—A;idg)’. On peut décomposer ¢ = a+f
i
ou « € Ker(u — A;idg)® et f € G. On a alors

0= (u—Aidp)"(x) = 0+ (u — Aidg)" (B)
Or I'endomorphisme induit par u — A;idg sur G est inversible donc cela implique que = 0.
On a montré que Vt > s;, Ker(u — A;idg)% = Ker(u — A;idg)’.

— Théoréme 8.51 |

Soit u € Z(E). On suppose que son polynéme caractéristique est scindé. On note alors
Ci(u),...Cp(u) les sous-espaces caractéristiques de u.

p
1. OnakE = @Ci(u)
i=1

2. Les sous-espaces vectoriels C;(u) sont stables par u.

3. Soiti € [[1; p ]|, lendomorphisme #; induit par u sur C;(u) peut s’écrire comme
somme de ’homothétie de rapport A; et d’'un endomorphisme nilpotent.

Remarques :

1. Dans le cas ou K = C on a toujours y,, scindé.

p
2. Celasignifie que si on prend une base adaptée a la décomposition E = @ Ci(u), la matrice de
i=1
u est diagonale par blocs et les différents blocs sont de la forme A;I + N; ou N; est une matrice
nilpotente.

Démonstration :

1. C’est le lemme de décomposition des noyaux

2. Soiti € [[1; p]], il est clair que u commute avec (u — A;idg)", donc C; = Ker(u — A;idg)" est
stable par u.

3. Soiti € [[1; p ]|, on peut écrire 'endomorphisme #; induit par u sur Cj,

U = Aiidci +o;,000; =U; — Aiidci.

C’est-a-dire que v; est 'endomorphisme induit par u — A;idg sur C;. Par définition de C; on a
donc v;' = 0. Cela signifie que v; est nilpotent.

O

Remarque : Cela s’applique aussi aux matrices. En particulier, si A est une matrice annulé par un

p
polyndéme scindé P = H(X — Ai)", il existe une matrice B semblable a A de la forme
i=1

/11[ + Nj

Al + N,

De, plus on sait que toutes les matrices N; étant nilpotentes, elles sont semblables a des matrices
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strictement triangulaires supérieures. C’est-a-dire que A est semblable a

)Ll % e %
0
0 0 A
/1p * %
0
*
0 0 /lp

d
Exemple : Soit u € Z(E). Supposons qu’il admette un polynéme annulateur scindé P = l_[(X -

i=1
A;)"". On pose alors Cy,(u) = Ker(u — A;ldg)"". On a

d
E= EB Cy, (w).
i=1

Par exemple soit
-8 -3 -3 1
6 3 2 -1
26 7 10 -2

Le polynome caractéristique est

xa=X"—7X®+18X% - 20X +8 = (X - 2)*(X - 1)

On a alors
-9 -3 -3 1
6 2 2 -1
A-L=| 9 7 o _3
0 0 0 1
-2
1
On en déduit que Ker(A — Iy) = Vect s | Maintenant,
0
-10 -3 -3 1
6 1 2 -1
AZ2=1 e 7 5
0 0 0 0
-3
2 . , . .
On a donc que Ker(A — 2I;) = Vect s | On en déduit que A n’est pas diagonalisable. Par
0
contre
-4 -6 0 -2
2 3 0 1
—_ 3 =
(A -2L) 10 15 0 5
0 0 0 O

233



est une matrice de rang 1. On obtient que Ker(A — 2I;)® = Vect A1 o . On a bien

>

S o0 N
S = O O

K* = C1(4) & C,(4)

6 Compléments et applications

Les résultats de ce paragraphe ne sont pas au programme. Ce sont des résultats classiques qu’il est
bon de connaitre.

6.1 Influence du corps de base

Quand on considére A € .#,(R) et que I'on parle de son endomorphisme canoniquement associé,
cela peut-étre ambigué car A appartient aussi a .#,(C). On peut vouloir considérer 'endomorphisme
de R" ou celui de C".

Cela change notamment le spectre. On peut donc étre amené a préciser Spg(A) ou Sp(A).

Notons cependant que le polyndme caractéristique ne dépend par du corps et donc

Spr(A) = Spc(A4) NR.

Proposition 8.52

Soit (A, B) € .#,(R) si elles sont semblables dans .#,,(C), elles le sont dans .#,(R).

Remarque : Ce n’est pas évident que le fait qu’il existe P € GL,(C) telle que B = P"!AP alors il
existe Q € GL,(R) telle que Q" 1AQ = B.

Démonstration : On suppose qu’il existe P € GL,(C) telle que B = P"'AP, ce qui implique PB =
AP.

Maintenant comme A et B sont réelles, On en déduit que
R(P)B = AR(P)
J(P)B = AJ(P)

Donc pour tout t € R, OB = AQ ou Q = R(P) +tI(P).

Il reste a montrer que ’on peut trouver ¢ tel que Q soit inversible. Pour cela on considére det(Q) qui
est un polynoéme en t qui est non nul car det(P) # 0. Il a un nombre fini de racines donc on peut
trouver ¢ tel que Q € GL,(R). O

6.2 Calculs de puissances

d

Soit A € #,(K). On suppose que A est annulée par un polyndéme scindé : P = l—[(X — )" 1 existe
i=1
alors P € GL,(K) telle que B = P~1AP soit de la forme :

All + N,

B =

ApI +N,
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Maintenant les puissances de B se calculent par blocs

(MI+NpF
BF =
(Aol + N,)F
Mais comme Ni, ..., N, sont nilpotentes, les puissances se calculent aisément par le bindme de New-
ton :
(K
NI+ Nk = JR-INS
( 1 l) ; (s) 1 i

Le choix des matrices nilpotentes strictement triangulaires simplifie (un peu ) le calcul.

6.3 Commutant

Soit u € Z(E) (ou A une matrice). On appelle commutant de u ’ensemble des endomorphismes de
E qui commutent avec u.

C(u)={ve ZE)|uov=0vou}.

Proposition 8.53 (Structure du commutant)

1. Le commutant % (u) est une sous-algebre de .Z(E).

2. L’ensemble des polynomes en u appartiennent au commutant :

K[u] c € (u)

Démonstration : A écrire O

Avant de continuer, commencons par rappeler que I'on a vu que si u, v sont deux endomorphismes
de E qui commutent alors les espaces propres de I'un sont stable par I'autre.

Proposition 8.54

Soit u un endomorphisme diagonalisable. Soit v € Z(E). L’endomorphisme v commute
avec u si et seulement s’il stabilise tous les espaces propres de u.

Démonstration : On note Sp(u) = {A,...,4,} et % une base telle que

A

A
A =Maty(u) =

Ap

— On suppose que v € % (u). On sait alors que les espaces propres de u sont stables par v.
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— On suppose réciproquement que les espaces propres de u sont stables par v. Cela signifie
que Matz(v) est diagonale par blocs :

Ay

B = Matg(v) =

AP
La formule du produit matriciel par blocs nous donne alors que AB = BA et donc v € € (u).

O

Remarques :

P
1. Cela signifie que la dimension (en tant qu’espace vectoriel) de ¢ (u) est Y’ (dim Ej, (u))?
i=1
n

2. Dans le cas particulier ou u a n valeurs propres distinctes, on a alors y, = l_[(X — ;). De ce
i=1
fait dimK[u] = n car (id, u,u?, ..., u""!) est libre. Cependant, la formule ci-dessus nous donne

que dim % (u) = n. On a donc
€ (u) =K[u].

Dans ce cas « générique », il n’y a que les polynémes en u qui commutent avec u.

6.4 Décomposition de Dunford

Les résultats précédents permettent de décomposer un endomorphisme et un partie diagonalisable
et une partie nilpotente. C’est une décomposition classique et utile mais qui est explicitement hors
programme.

Soit u € Z(E). On suppose que u est annulé par un polynoéme scindé (ce qui est toujours vrai si
K = C). On reprend les notations du théoréme de décomposition. On a E = Eszl C; et u; 'endomor-
phisme induit par u sur C; (qui est stable par u) peut s’écrire

U = Aiidci + n;
ou n; est nilpotent.

On pose alors d 'endomorphisme de E tel que pour tout i, 'endomorphisme induit par d sur C; soit
Aiidc,. De méme on pose n 'endomorphisme de E tel que pour tout i, 'endomorphisme induit par n
sur C; soit n;.
Il est alors aisé de vérifier que :

— l'endomorphisme d est diagonalisable,

— l’endomorphisme n est nilpotent,

— onau=d+n,

— les endomorphismes d et n commutent.

— Pendomorphisme d est un polynoéme en u et donc n = u — d aussi.

On peut montrer (mais c’est un peu plus difficile) qu’il y a unicité d’une telle décomposition.
Notons de plus que I'on sait que pour tout i compris entre 1 et p, le projecteur 7; sur C; parallélement
a Pi<j<p C; est un polyndme en u. Cela implique que
J#i
p
d:ZAiﬂietn:u—d
i=1

sont aussi des polyndmes en u.
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6.5 Racines carrées

On se donne u € .Z(E) et on cherche les endomorphismes v tels que v* = u.

On remarque d’abord que comme v est un polynéme en u, les endomorphismes u et v commutent.
On en déduit que v laisse stable des espaces propres de u.

Supposons que u soit diagonalisable

Soit A tel que
A

A
Matgz(u) =

Ay

B = Matg(v) =

AP
avecpouri([[1; p]l,AZ = A4l

— Si on suppose que les espaces propres sont tous de dimension 1. Alors A et B sont diagonales.
On est ramené a résoudre pour tout i I'équation x? = ;. On en déduit que

— Si tous les A; sont strictement positifs (K = R) ou non nuls (K = C), il y a 2" solutions.
— S’ilyaun A nul, il y a 2" ! solutions.
— S’il y a un 4; strictement négatif (K = R) il n’y a pas de solutions.

— Dans le cas général on essaye de résoudre A% = Al

2
1
— SiK =C (ousil > 0)cela se raméne a (SA) =1 ou §* = ). C’est-a-dire les symétries.

Il y en a une infinité.
— SiK=RetA < 0.Cest plus compliqué mais pas nécessairement impossible. Par exemple

-1
) vérifie B® = —1I.

la rotation d’angle /4 de matrice B = ( 1 0

6.6 Sous-espaces stables

Exercice [480]

Soit A =

S =N

11
2 1
0 3
On cherche les sous-espaces vectoriels stables par A.

On commence en calculant le polynéme caractéristique ya = X> —7X?+15X -9 = (X — 1)(X - 3)2.
On a aussi 14 = ya et A n’est pas diagonalisable.

Soit F un sous-espace vectoriel stable par A.

— Sidim F = 0 alors F = {0}.

237



— SidimF = 3 alors F = R®.
— Sidim F = 1 alors F est une droite vectorielle qui doit étre inclus dans un espace propre. On
en déduit F = E{(A) ou F = E5(A).
— Sidim F = 2. On note a 'endomorphisme associé a A et u = d I'’endomorphisme induit par a
sur F. On sait que y,|y, et donc y, = (X —3)2 ou y, = (X — 1)(X - 3).
— Si y, = (X —3)%. D’aprés Cayley-Hamilton, (u —3id)? = 0. On en déduit que F C Cs(a) =
Ker(a — 3id)%. Pour des raisons de dimension, on a égalité.

— Si y, = (X —1)(X — 3). On doit avoir un vecteur propre associé a chacune des valeurs
propres dans F donc F = E;(A) @ E3(A).
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Dans ce chapitre K désigne R ou C.

On sait comment caractériser le fait qu'une suite de réels ou de complexes converge. On sait de
méme comment définir le fait qu’une fonction définie sur R ou C soit continue. On veut en faire de
méme avec les espaces vectoriels. Cela peut permetre par exemple de calculer 'exponentielle d'une

matrice par
n

Pour cela nous aurons besoin de généraliser la notion de valeur absolue (ou module) qui permet de
donner un sens a la distance entre deux vecteurs.
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1 Normes

1.1 Définition

Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel sur K.

Définition 9.1 (Norme)

On appelle norme sur E une application N : E — R telle que
i) Vx € EEN(x) > 0
ii) VY x€eE,x=0 < N(x)=0
iii) Vx € E,VA € K, N(A.x) = [A|N(x)
iv) Y(x,y) € E%L, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire)

Terminologie :

1. On appelle espace vectoriel normé, un couple (E, N) ou E est un espace vectoriel et N une
norme sur E.
2. Dans un espace vectoriel normé, un vecteur est dit unitaire s’il est de norme 1. En particulier

1
si x # 0, —— .x est unitaire.
N(x)

Remarques :
1. Dans I'hypotheése ii), c’est le sens < qu’il faut prouver car le sens = découle de iii).
2. La premiére hypothese est parfois donnée en disant que N est a valeurs dans R;.

Proposition 9.2 (Deuxieme inégalité triangulaire)

Soit N une norme sur E.

V(x,y) € E% IN(x) = N(y)| < N(x +)

Remarques :

1. On a aussi
V(x,y) € E%|N(x) - N(y)| < N(x - y)

en remplagant y par —y.

2. La deuxiéme inégalité triangulaire se comprend bien. Si on part de chez soi et que I'on fait
10km. Puis on change de direction et on fait 2km. On se retrouve alors a au moins 8 km de
chez soi.

Démonstration : Il suffit de montrer que
—N(x+y) < N(x) -N(y) < N(x+y)

c’est-a-dire
N(y) < N(x)+N(x+y) et N(x) < N(y) + N(x +y)

— Pour la premiére

N(y) = N((x +y) =x) < N(x +y) + N(=x) = N(x +y) + N(y)
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— Pour la deuxiéme

N(x)=N((x+y) —y) < N(x+y) + N(-y) = N(x +y) + N(y)

1.2 Exemples de normes

% Normes euclidiennes

On suppose que E est un espace préhilbertien réel. C’est-a-dire qu’il y a un produit scalaire (.|.) sur
E.1l a été vu en premiére année que 1’on peut lui associer une norme (dite euclidienne).

| Définition 9.3

On appelle produit scalaire sur E la donnée d’une forme bilinéaire symétrique définie positive.
C’est-a-dire,
1. Pour tout x de E, les applications de E dans R définies par (x|.) : y — (x|y) et (\|x) :
y — (y|x) sont linéaires.
2. Pour tout (x,y) € E%, (x|y) = (y|x). (Symétrique)
3. Pour tout x de E, (x|x) > 0. (Positive)
4. Pour tout x de E, (x|x) = 0 = x = 0. (Définie).

Proposition 9.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit (x,y) € E2?,
(xly)® < (x1x) (yly)

De plus il y a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration : Rappelons la preuve vue en premiere année. On considere la fonction
P: A (x+Aylx + Ay) = (x]x) + 2A(x|y) + A2(yly)

— Siy = 0g, 'inégalité est vraie.
— Siy # Og, c’est un trindme du second degré et par hypothéses, pour tout A € R, P(1) > 0 par
positivité du produit scalaire. On en déduit que le discriminant est négatif ou nul et donc

A = 4(x]y)* - 4(x|x)(yly) <0

L’inégalité en découle.
Pour ce qui est des cas d’égalités, la encore siy = 0, il y a égalité et x et y sont colinéaires. On suppose
donc que y # 0 par la suite.
— On suppose qu’il y a égalité dans I'inégalité alors A = 0 et donc il existe 4y € R tel que
P(Ap) = 0. Cela revient a (x + Adgy|x + Apy) = 0 et donc (car le produit scalaire est défini) a
x + Apy. On a bien que x et y sont colinéaires.
— On suppose que x et y sont colinéaires. Comme y n’est pas nul, il existe « tel que x = ay.
Donc P(—a) = 0. On en déduit que le trindme s’annule et donc que A = 0. Il y a bien égalité
dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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Proposition-Définition 9.5

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel. On appelle norme euclidienne et on note ||.|| la

norme
Il E — Ry

x B A/(x]x)

Remarque : On peut définir la racine carrée car, par positivité, (x|x) > 0.

Démonstration : Vérifions les axiomes
i) Pour tout x de E, ||x|| > 0 car c’est une racine carrée.
ii) Pour x de E, ||x|| = 0 = (x|x) = 0 = x = 0 par le caractére défini du produit scalaire.
iii) Pour x de Eet AdeR, ||Ad.x]|| = \/(A.xl/l.x) = \/)Lz(xlx) = [A]]x]l.
iv) Pour (x,y) € E? il suffit de montrer que [|x +yl* < ([lx[l + lyl)* = llx[I* + llyll* + 2l x|l yI.
Or on sait que

Ix+yll* = (x+yx+y)
= |IxII> + llyll* + 2(x|y) (Linéarité et symétrie)
< lxl® + 11yl + 2llxllyll (Cauchy-Schwarz)
O
Proposition 9.6 (Autre écriture de I'inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (x,y) € E?,
|(xly)| < V() v (yly) = lIx]-llyll
Exemples :
1. Pour E = R" avec le produit scalaire usuel défini par
n
(xly) = ) xiws
i=1
oux = (x1,...,x,) ety = (y1,...,yy). On obtient
l|x]|| = 1/xlz +o+x2
En particulier les vecteurs de la base canonique sont unitaires.
2. De maniere générale soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et # = (ey,...,e,) une

base de E. On peut définir le produit scalaire pour lequel % est une base orthonormée par

n

(xly) = > el (x)e; ()

i=1
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ol les e sont les formes coordonnées. C’est-a-dire que si
n n
X = E xie; et y= Z yie;
i=1 i=1

n
alors (x|y) = > x;y;. Dans ce cas,
i=1

el = e (02 + + i (x)2.

. Sur E = .#,(R). On sait que (A|B) = tr(A" B) est un produit scalaire (exercice). On en déduit
que

Al = vir(ATA) =

. Soit I un intervalle et E '’ensemble des fonctions continues sur I de carré intégrable, c’est-a-
dire que f* est intégrable ce qui revient a / f? converge. On pose alors pour tout f et g de
E I

(flo) = [ fo

On peut vérifier que E est un espace vectoriel et que c’est un produit scalaire. En effet

— Commencons par vérifier que fg est intégrable. Traitons le cas ou I = [a, b[. On a pour

x < b, , ,
/ Ifgl < / P+ / 912 < / P+ / gl

car pour tout «,  réels ou complexes,

1
|lapl < 5(|a|2+ 1BI%) < lal* + 1817

On pouvait aussi voir que

gl <al [ rx [Ta<r[ x| g
sy s e[ e ]

X
d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit que x — / |fg| est majorée donc
a

/ |fg| converge et fg est intégrable sur I.
I

— On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de €°(I). Le point clé est qu’une somme
de fonctions de carré intégrable est encore de carré intégrable. En effet, si (f, g) € E?,

(f+9)?=f+g*+2fg < f*+¢° +2lfql.

— Il est clair que (.].) est bilinéaire et symétrique.

— SoitfeE,(f|f):/f2>O.
I
— Soit f € E, comme f est continue, (f]f) :/f2:0:>f:0.
I

243



On obtient alors la norme

||f||=\/F

Cette norme s’appelle aussi norme L? et on appelle L2(I) 'ensemble des fonctions de carrée
intégrable. On appelle aussi cette norme, norme de la moyenne quadratique.

Remarque : La plupart du temps, on notera ||.||; les normes euclidiennes.

Exercices :
1. Montrer que (P,Q) — (P|Q) = fR e‘xzf’(x)Q(x)dx est un produit scalaire sur R[X]. En dé-
duire la norme euclidienne associée.
2. Montrer que (P,Q) — (P|Q) = P(—-1)Q(-1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1) est un produit scalaire
sur Ry[X]. En déduire la norme euclidienne associée.
3. Soit E I'ensemble des suites (uy) telles que la série Y, u? converge. Montrer que E est un espace

(o)

vectoriel, que (u,0) — }} u,v, est u n produit scalaire et écrire la norme euclidienne associée.
n=0

% Extension a K=C

Tous les exemples ci-dessus s’étendent a des espaces vectoriels définis sur C. Dans ce cas on ne parle
plus d’espace préhilbertien réel mais d’espace préhilbertien complexe. De méme on parle alors de
produit scalaire hermitien.

Exemples :
1. Dans C" on pose

lIxllz =

n
Z |zi]> ou x=(z1,...,24) € C".
i=1

Dans la formule ci-dessus, |.| désigne le module.

Il est clair que la formule ci-dessus désigne une fonction positive, définie et homogene. Il faut
vérifier 'inégalité triangulaire.

Pour cela on peut définir la notion de produit scalaire hermitien,

(1o Xn)s (G- Y)Y Xt
i=1

et vérifier des propriétés analogues a celles des produits scalaires usuels.

On peut aussi vérifier « a la main » 'inégalité triangulaire :

Pour (u = (x1,...,%1),0 = (Y1, ...,yn)) € (C")?,

n n n
le+oll = [ Jxi+uil? < 4| D (il + D2 < | D Il + 4 D il
i=1 i=1 i=1 i=1

La premieére inégalité vient du fait que |x; +y;| < |x;|+|y;|; la deuxiéme inégalité est 'inégalité
triangulaire pour les vecteurs (|x1], ..., |x,]) et (|y1l, ..., |ynl)-

2. Dans un espace vectoriel E sur C muni d’une base %, on note

el
i=1

ol e; désigne la i-eme forme coordonnée de la base %.

lxll2.2 =
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3. Dans ¢°(1, C). On considére le sous-espace vectoriel E des fonctions de carré intégrable.
E={fe€%°(C), f*estintégrable}.

La encore on peut définir une norme sur E par

1£lls = [ T

Présentons quelques normes classiques sur K”. Toutes ces normes s’étendent au cas d’un espace
vectoriel de dimension finie via le choix d’un base.

% Sur K"

Définition 9.7 (Norme 1 et Norme infinie)

1. On appelle norme 1 et on note ||.||; la norme

(HIFE K" = R,

n
(xl:~~~:xn) = Z |xl|
i=1

2. On appelle norme infinie et on note ||.|| la norme

II]]oo : K" — R,
(x1,...,%,) =  max |xi|
ie[[1;n]]

Proposition 9.8

La norme 1 et la norme infinie sont des normes.

Avant d’écrire la démonstration, commencons par rappeler un lemme

—‘ Lemme 9.9

Soit A une partie non vide de R et k € Ry, sup(kA) = k sup(A).

Démonstration : A écrire m|
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Définition 9.10 ‘

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et 2 = (ey, . .., e,) une base de E. On définit les
normes 1 et infinie

1. On appelle norme 1 et on note ||.||; la norme

|lz: E - Ry

n
x e (x)]
i=1
2. On appelle norme infinie et on note ||.||o la norme

|Nwz: E — R,

x = max |ef(x
ie[[l;nﬂl T ()]

Remarques :

n
1. Cela signifie que si x se décompose dans la base sous la forme x = ) x;e; alors
i=1

n
Ixlhzs =D lal et lxlloz = max |x|
— iel[1:n]

2. Il est clair que ces normes dépendent du choix de la base Z. Cependant, pour ne pas alourdir
les notations nous ne noterons pas systématiquement la base % en indice.

3. On peut donc définir les normes ||.||1, ||.|| et aussi ||.||2 sur tout espace vectoriel de dimension
finie comme K, [X] ou .#,(K).

% Norme 1 et norme oo sur un espace de fonctions

On peut définir les normes 1 et co sur des sous-espaces vectoriels des fonctions.

| Définition 9.11 |

Soit X un ensemble non vide. L’ensemble (X, K) des fonctions bornées sur X est un sous-
espace vectoriel de # (X, K). La norme infinie sur (X, K) est définie par

[1flleo = sup [f(x)].

xeX

Remarques :

1. Le fait que la borne supérieure existe vient du fait que f soit bornée.
2. On a déja vu que c’était une norme. On 'appelle norme de la convergence absolue.

On peut aussi définir la norme 1 sur I’ensemble des fonctions continues intégrables sur un intervalle
I ayant une infinité de points.
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Proposition-Définition 9.12

Soit E le sous-espace vectoriel de 4°(I,K) des fonctions intégrables. On pose pour tout f

de E.
£l = /I 7l

On définit ainsi une norme sur E.

Démonstration :
i) Pour toute f de E, ||f||; > 0 par définition.

ii) Soit f € E. On suppose que ||f||; = /|f| = 0. Comme |f| est continue et positive, on obtient
I

que |f| est la fonction nulle et donc f = 0.

iii) Soit f € Eet 2 € K, [A.fl = / Afl =12 / £ = Il
I I
iv) Soit f et g dans E.

||f+9||1:/1|f+g| </I|f|+|9|=/llf|+/llg|=||f||1+||g||1.

On a bien montré que ||.||; était une norme sur E. O

Remarque : On appelle aussi cette norme, la norme de la convergence en moyenne.

— ATTENTION |

Il faut bien connaitre et ne pas mélanger les définitions des normes ||.||1, ||.||2 et ||.||c dans
le cas des espaces vectoriels K" (ou tout espace vectoriel de dimension finie avec une base),
fonctions a valeurs dans K et suites numériques.

| Espace || i [ Mz [ lllle ]
K" 2 |xil V2 Ixi2 max|x;|
E 2lef ()] | V2 lef (x)[* | max|e] (x)|
A (K) 2 |aijl > laij|? max|a;|
fonctions /|f| w//|f|2 max|f(x)]

% Produit fini d’espaces vectoriels normés

Proposition-Définition 9.13

Soit (E1, Np), ... (E,, Ny) des espaces vectoriels normés.
L’application
N: E1X"'XEn — R+
(x1,...,x,) +— max N;(x;)
i€[1;n]]

est une norme sur E; X - -- X E,. On I'appelle la norme produit.
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Démonstration :
i) Pour tout x = (xy,...,%;) € E; X -+ X E, et pour touti € [1; n]], Ni(x;) > 0 donc

N(x) = max N;(x;) > 0.
i€l[1;n]]

it) Soit x = (x1,...,%,) € E; X - -+ X E,. On suppose que N(x) = ﬁllax ]]Nl-(x,-) = 0. Cela
1€ sn
implique que pour touti € [[ 1; n]], Ni(x;) = 0 et donc x; = 0. Finalement x = 0
iii) Soit x = (x1,...,x,) € E; X---XE et A € K. Pourtouti € [[1; n]], N;(1.x;) = |A|N;(x;). On
a donc
N(A.x) = max |A|Nij(x;) = |[A|N(x).
i€[[1;n]]

iv) Soit x = (x1,...,%xp) € Ey X---XE ety =(y1,...,yn) € E; X--- X E,. On note
z=x+Yy=(z1,--+,2zy). Pourtouti € [[1; n]], Ni(z;) < N(x;) + N(y;). On a donc

N(z) = max Nj(z;)) < max (N;(x;))+N;(y;)) < max N;(x;)+ max N;(y;) = N(x)+N(y).
i€[[1;n]] i€[[1;n]] i€[[1;n]] i€[[1;n]]

On a bien montré que N était une norme sur E; X - - - X E,,. O

Remarque : En prenant sur R ou C la norme x — |x| on obtient ainsi la norme oo.

1.3 Distance associée a une norme

| Définition 9.14

Soit X un ensemble. On appelle distance sur X une application
d:XxX—>R

vérifiant les axiomes suivants
i) Pour tout (x,y) € X x X,d(x,y) >0
ii) Pour tout (x,y) € X X X,d(x,y) =0 & x=y
iii) Pour tout (x,y) € X X X,d(x,y) = d(y, x)
iv) Pour tout (x,y,z) € X°,d(x,z) < d(x,y) +d(y, z). (Inégalité triangulaire)

Proposition-Définition 9.15 (Distance associée a une norme)

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. On définit la fonction

diy: EXE — R
(xy) ~ llx-yll

C’est une distance sur E. Elle s’appelle la distance associée a la norme ||.||.

Démonstration : En exercice m]

Remarques :

1. Cela généralise la distance classique dans R ou C qui est définie par d(x,y) = |x — y|
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2. La fonction distance dépend de la norme utilisée.

3. Il existe des distances qui ne proviennent pas de normes. Par exemple sur R on peut définir

six=y
sinon

8(x.y) = { X

Cette distance n’est pas issue d'une norme car §(1.x,A.y) = d(x,y) # |A|.d(x,y) dans le cas

ou|dl #1letx #vy.
Exemples :

1. On se place dans R?. On considére u = (1,3) et v = (4, —1). On a alors

dy(u,0) = [lu —olly = 7:d2(u,0) = [lu — 0[]z = 5; deo (4, 0) = ||t — 0|0 = 4

01
2. Dans .#5(R), on considére A=l etB=| 0 0 . On a alors
1 0

S = O

di(A,B) = ||[A—B||; = 6;d2(A,B) = |A = Bllz = V6;de(A,B) = |A = Bloo = 1

3. Pour E =%°([0,1],R), f : x > x* et g : x > %3,

4(£.9) = If =gl = = do(f.9) = |52 dwlF.9) = If ~ gll = o

1.4 Boules

Définition 9.16 (Boules)

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Soita € E et § € R.
éléments de E a distance strictement inférieure a 6 de a.

B(a,0) ={x € E|d(x,a) <6} ={x € E|||x —a|| < J}.

éléments de E a distance inférieure (ou égale) a 6 de a.

B(a,8) ={x € E|d(x,a) <8} ={x € E|||x —a|| <&}

de E a distance 6 de a.

S(a,8) = {x € E|d(x,a) =8} = {x € E| ||x — a]| = &).

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon & et on note B(a,d) I’ensemble des

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon § et on note B(a,8) I'ensemble des

3. On appelle sphere de centre a et de rayon § et on note S(a, ) I’ensemble des éléments

Terminologie : Dans le cas ol a = 0g et § = 1, on parle de boule unité et de sphére unité. La sphere

unité est 'ensemble des vecteurs unitaires.

Exemple : Dans E = R%. On cherche la boule unité selon les normes.

— Pour la norme euclidienne on trouve la boule classique :

By, (0,1) = {(x,y) € R® | y|x[2+ [y|* < 1}
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— Pour lanorme 1 onaque (x,y) € B ,(0,1) & |[(x,y]:i <1 & |x|+]|y| <L
— Pour la norme co on a que (x,y) € B .(0,1) & [[(x,))]lo <1 & |x| <let|y| <1

y y

-
N

\
/ X X X

Norme 2 Norme 1 Norme oo

Exercice : Determiner selon a = (xo, yo) les boules B(a, §) pour ces trois normes.

Définition 9.17 |

Soit E un espace vectoriel normé.

— Soit u,v deux vecteurs de E. On appelle segment [u,v] I’ensemble
[u,0] = {tu+ (1 -t)v, t € [0,1]}

— Soit A une partie de E, elle est dite convexe si pour tout couple (u,v) € E?, [u,v] C A.

Exemple :

Convexe Non Convexe

Proposition 9.18

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Les boules ouvertes (resp. fermées) sont convexes.

Démonstration : Soit B(a, §) une boule ouverte. Soit x, y deux éléments de la boule. IIs vérifient
donc que ||x—al| < det|ly—a|l <. Soitz = tx+(1—1t)y un élément du segment [x,y] ot t € [0, 1].
Ona

d(z,a) = llz=a|l = lt(x —a) + (1 =) (y —a)[| < tllx —all + A = D)y —al| <5+ (1-1)6 = 6.

On en déduit que z € B(a, ) et donc que [x,y] € B(a, d).

Le raisonnement est similaire pour les boules fermées.

250



1.5 Parties, suites et fonctions bornées

| Définition 9.19 |

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé.

1. Une partie X C E est dite bornée s’il existe M € R tel que

Vx € X, ||x]| < M.

2. Un suite (u,) a valeurs dans E est dite bornée si son image {u, | n € N} est une partie
bornée de E. C’est-a-dire

AM € R,Vn € N, ||lu,|| < M.

3. SoitX unensembleet f € .7 (X, E). Elle est dite bornée si son image f(X) = {f(x) | x €
X} est bornée. C’est-a-dire

IM e R Vx € X, || f(x)]] < M.

Proposition 9.20

Avec les notations précédentes. Soit X C E. Il y a équivalence entre les assertions
suivantes :

i) La partie X est bornée.
ii) Il existe M € R tel que X c B(0g, M).
iii) Il existe a € E et M € R tel que X C B(a, M).

Démonstration :
— Par définition
— Evident en prenant a = 0.
— |iii)) = i)|Soita € E et M € R tel que X C B(a, M). Il suffit de trouver M’ tel que B(a, M) C
B(0g, M"). On pose M’ = M + d(a, 0g) et on a que pour x € B(a, M),

d(0g,a) <d(0,a) +d(a,x) <d(0,a)+ M < M'.

— ATTENTION |

Contrairement a l'intuition, le fait qu'une partie soit bornée dépend de la norme choisie.
Dans I’ensemble des fonctions continues bornées (donc intégrables) sur [0, 1], on considére

nx six<2i
2 1 T
faix{ 2n—n"x sig < x <.
0 sinon.

La suite (f;)n>1 n’est pas bornée pour ||.|| car fn(%) =neton a||fyll = n. Par contre

1

elle est bornée pour ||.||; car || f,]|1 = 3

251



1.6 Normes équivalentes

On a vu que sur un méme espace vectoriel on peut définir plusieurs normes. On vient de voir qu'une
méme partie peut-étre bornée pour une norme et pas une autre. Il y a un cas ou cela ne peut pas
arriver.

Définition 9.21

Soit E un espace vectoriel et N1 et N, deux normes sur E.
Elles sont dites équivalentes s’il existe des constantes Cy et C, strictement positives telles que

N1 < ClNZ et Nz < C2N1

Remarques :

1. Siles normes Nj et N, sont équivalentes on a

1 1
—N;, < N; < C{N; et —N; < N, < C)N;.
C2 Cl

2. Sion ajuste C tel que N, < CNj on dit que Nj est plus fine que N,.

Proposition 9.22

Le fait d’étre équivalentes pour des normes est une relation d’équivalence.

Proposition 9.23 (Invariance du caractére borné)

Soit N; et N; deux normes équivalentes sur un espace vectoriel E

1. Soit X une partie de E, elle est bornée pour Nj si et seulement si elle est bornée pour
No.
2. Soit (u,) € EN, elle est bornée pour Nj si et seulement si elle est bornée pour N,.

3. Soit f une fonction a valeurs dans E, elle est bornée pour N; si et seulement si elle
est bornée pour N;.

Démonstration :

1. On suppose que X est bornée pour Nj. Il existe alors M, telle que X < B;(0g, M;) (la boule
pour la norme Nj) c’est-a-dire
Vx € X, Nl(X) < M.
Maintenant comme N; et N sont équivalentes, il existe C, tel que N, < C2Nj. On en déduit
que
Vx € X, N2(x) < Cle(x) < CoM;.

La partie X est bien bornée pour N car X C B_Z(OE, C,M,) (la boule pour la norme N5). Comme
la relation « étre équivalente » est une relation d’équivalence, on peut échanger les roles de
N1 et Nz.

2. 1l suffit d’utiliser que (u,) bornée si et seulement si 'image {u, | n € N} est bornée.

3. 1l suffit d’utiliser que f bornée si et seulement si I'image de f est bornée.
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% Meéthode : Montrer que des normes ne sont pas équivalentes.

Pour montrer que deux normes N; ou N, ne sont pas équivalentes il faut montrer que I'on ne peut
pas trouver un réel K tel que pour tout x € E, Ni(x) < KN,(x) ou dans I'autre sens. Traitons ce cas.
Ni(x)

Na(x)’
Exemple : On reprend les fonctions f, sur [0, 1] telles que pour tout entier n > 1, ||f,|lcc = n et

Ifalls = % On en déduit qu’il n’existe pas de réel K tel que ||.||cc < K.||.||1. Ces deux normes ne sont
pas équivalentes.

Cela revient a montrer que I’ensemble { X # 0} n’est pas majoré.

Exercice : Dans R[X] on pose

Ny:P sup |P(t)| et Ny: P sup |P(t)].
te[-1,0] t€[0,1]

1. Montrer que N; et N, sont des normes.
2. Justifier qu’elles ne sont pas équivalentes. considérer P, = (x + 1)
3. Les normes sont-elles équivalentes sur R, [X] ?

Elles le sont. Considérons par exemple les polynomes Lo, L1, . .., L;, d’interpolation aux points xg, X1, . . ., Xp OU X) = % Pour tout polynéme P € Ry [X], P = Y, P(xy )Ly et donc

Ni(P) < ) IP(xk) Ny (Lg) < KNp(P) oK = )" Ni(Lg)

— Théoreme 9.24 |

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration : On démontrera ce théoreme plus tard. ]

Remarque : Ce théoréme est trés important. Il signifie que sur un espace vectoriel de dimension
finie, il n’est souvent pas nécessaire de préciser la norme avec laquelle on travaille; nous allons y
revenir.

2 Exemple de normes équivalentes

2.1 Sur K"

Nous verrons plus loin que sur un espace de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.
Dans le cas des normes classiques (||.||1, ||-]|2 et ||.||) on peut le démontrer et trouver explicitement
les constantes.

Commencons par le cas de R%. On peut visualiser 1’équivalence des normes a I’aide des boules uni-
tés
On voit que I'on peut placer une boule pour une norme entre deux boules pour une autre norme.

Précisément :

— Comparaison ||.||; et ||.]|2 :
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Sur le dessin on voit que
B1(0,1) € B5(0,1) C B1(0,V2)

Cela signifie que pour x de E, ||x[[; < 1 = [|x||2 < 1 et donc |[x||2 < [[x]|;. De méme comme
llx|l2 < 1= [|x|l; < V2 on obtient que [|x|l; < V2||x]|>.

De maniére générale sur K" on a pour tout x

lxllz < llxll < Vallx|l.

En effet pour x = (x1,. .., x,),
2 2 2 2
el = a2+ Bl < > Ixillg = [xll2.
1<i,j<n
Dans l'autre sens, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz en posanty; =--- =y, =1,0ona

Ixl1F = (xly)* < (xlx) (yly) = nllx|l3

— Comparaison ||.||; et ||| :
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Sur le dessin on voit que
1
Boo (0, 5) C B1(0,1) C B»(0,1)
Cela signifie que pour x de E, ||x||co < % = ||x||1 < 1etdonc ||x||; € 2||x||co. De méme comme
x|l < 1= [|x[l <1 on obtient que [|x[lw < [Ix]|1.
De maniére générale sur K" on a pour tout x
Ixlleo < [lxll1 < nflx]leo-
En effet pour x = (x1,. .., x,),

lIxlly = lxeal + -+ |xa| > max |x;| = ||x]]e.
i€[[1;n]

Dans 'autre sens,

llxlly = loer] + -+ |xn] < 0. max |xi| = nlx]|e.
i€[[1;n]]

— Comparaison ||.||z et ||| :

Sur le dessin on voit que
By(0,1) C B (0, 1) € By(0,V2)

Cela signifie que pour x de E, ||x||2 < 1 = ||x||c < 1 et donc |[x]|e < [|x]|2- De méme comme
x|l < 1= ||x]l2 < V2 on obtient que [|x]l2 < V2||x]|co.

De maniére générale sur K" on a pour tout x

[xlleo < llxll2 < Vallxllco-

En effet pour x = (x3,. .., xp),
2
llxl13 = lxci |+ - + [xa]* > ( max Ixil) = ||
i€[[1;n]]
Dans ’'autre sens,
2
llx]15 = |t |® + - - + [xa]? < n( max Ixil) = n||x|1%,.
ie[[1:n]]
On a bien ||x||; < Vn||x]c.
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2.2 Sur les espaces de fonctions
— Cas ou I est borné.

On a déja vu que pour [0,1] la norme ||.||; et la norme ||.|| n’était pas équivalente. Plus
précisément soit I = [a,b], on a

Il < (b = a)l-llco-
Iflle
11l

Par contre il n’y a pas d’inégalité dans 'autre sens. On peut trouver f telle que
arbitrairement grand.

De méme,

b
1£lls = / 2 < Vo= allflle.

La encore, en adaptant I’exemple ci-dessus, il n’y a pas d’inégalité dans ’autre sens. On peut

[/ lleo
1£1l2

Il reste a comparer ||.||; et ||.|[2. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et en posant g :
t — 1, on obtient que pour toute fonction f,

/I|f|=/1|f|g<\/m:m\/ﬁ

1flly < Vo = allfll2

Inversement, si I = [0,1], en prenant des fonctions continues qui approchent la fonction
caractéristique de [0, 2] on voit que I'on peut obtenir un rapport aussi grand que 1’on veut

’n
sour 171
14

trouver f telle que soit arbitrairement grand.

C’est-a-dire que

— SiIn’est pas borné.

1Al 12

Dans ce cas, on peut trouver des fonctions f telles que et soit aussi grand que

1flleo 11 flleo

I’on veut.

. . 1 .
En se plagant sur [1, +oo[, il suffit de penser aux fonctions t +— 1z Aveca — 1 pour le premier

1
rapport et « — 7 pour le deuxieme.

3 Suites a valeurs dans un espace vectoriel normé

Dans ce paragraphe on se fixe un espace vectoriel normé (E, ||.||). On va généraliser les notions vues
pour les suites a valeurs dans K au cas des suites a valeurs dans E. Cela permettra de revoir les
notions sur les suites de fonctions, étudier les suites de matrices, de polynomes.
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3.1 Convergence

Définition 9.25 (Convergence)

Soit (u,) une suite a valeurs dans E. Soit £ € E. On dit que la suite (u,) tend vers £ et on note
(up) — £ si
n—oo
Ve >0,AN e NNVneN,n > N = |lu, — || < ¢

Remarques :

1. On peut remplacer ||u, — £|| < ¢ par d(up, £) < £ ou u, € B(¢, ¢).

2. On utilise une inégalité large mais on peut aussi utiliser une inégalité stricte. En effet la défi-
nition avec I'inégalité stricte implique celle avec I'inégalité large car B(¢,¢) C B(Z, ¢). Inver-
sement, la définition avec I'inégalité large implique celle avec I'inégalité stricte car B(¢, £) C
B(¢,¢).

| Définition 9.26

1. Ondit qu’une suite a valeurs dans E est convergente s’il existe ¢ € E, tel que (u,) — .
n—oo

2. On dit qu’une suite a valeurs dans E est divergente si elle n’est pas convergente.

— ATTENTION |

Cela n’a pas de sens de dire qu’une suite a valeurs dans E tend vers +co. Dans certains cas,
on pourra considérer le fait que ||u,|| — +oo.
n—oo

Proposition 9.27 (Unicité de la limite)

Soit (u,) € EN. Soit £ et £'. Si (u,) —> € et (u,) —> ¢ alors ¢ = ¢
n—oo n—o0

Démonstration : 1l suffit de réécrire la démonstration usuelle. A faire en exercice. m]

Définition 9.28 (Limite)

Soit (u,) € EN. Si (u,) —> ¢ on dit que ¢ est la limite de (u,) et on note
n—oo

lim u, =¢ ou lim(u,) ="¢.

n—oo

Exemples :
1. Dans le cas ou E = K, on retrouve la définition classique de la limite.
2. On considére E 'ensemble des fonctions bornées sur un intervalle I muni de la norme infinie.
Dire qu’une suite de fonctions (f;) converge vers f signifie que (f,) converge uniformément

vers f.
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3. On considére la suite de fonctions f; définies par

nx six<2L
1 U
farx{ 2-nx sig <x<o
0 sinon.

La suite (f,) converge vers la fonction nulle pour la norme 1 car ||f,||; — 0. Par contre elle ne
converge pas vers la fonction nulle pour la norme co.

1 1
4.SoitA:( )—1BouB:(1 1

(§) E =3 0 1 ) On considére la suite U, = A" = Zi,,B”. Par une
2

1

0 rll ) et donc (U,) tend vers la matrice

récurence, on montre que pour tout entier n, B" = (

nulle pour ||.||c.-

— ATTENTION |

Le fait qu’une suite converge dépend de la norme utilisée.

Proposition 9.29

Soit (u,) € EN et ¢ € E. Les assertions suivantes sont équivalentes
i) La suite (uy) tend vers £.
ii) La suite (u, — ¢) tend vers Og

iii) La suite réelle (||u, — £||) tend vers 0.

Démonstration :

— m Par définition....
— Par définition....
— Par définition....

Proposition 9.30

p
On considére un produit d’espace vectoriel normé muni de la norme produit (E = l—[ E)).
i=1

Soit (u,) une suite de E, on pose les suites (u,(i)) € E{‘I telles que pour tout entier n,
up = (un(1),...,un(p)).
La suite (u,) converge si et seulement si toutes les suites (u,(i)) convergent.
Dans ce cas
lim(u,) = (41,...,4)

ou & = lim((up(i)).

Démonstration :

— On suppose que la suite (u,) converge. Notons £ = (£;,...,#,) la limite. On a donc que
(N (up —£)) tend vers 0. On a alors pour toutk € [[1; p]] ettoutn € N,

Nk(un(k) - [k) < max Ni(un(i) - [i) = N(un - [)
i€l[1;p]l
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On en déduit que la suite (Ni(u,(k) — £)) tend vers 0 et donc la suite (u,(k)) tend vers #.

— Supposons que pour toutk € [[ 1; p ||, (u,(k)) tend vers un élément noté ¢ de Ej. Posons
¢=(f,...,£). On a que pour tout entier n,

1

p
N(up =€) = max Ni(un(i) =) < Y Ni(un(i) = ;)
ellt:p1l —

Maintenant, par hypotheéses, toutes les suites (N;(u, (i) — ¢;)) tendent vers 0 donc (N (u, —£))
tend vers 0 et donc (u,) tend vers ¢.

O

Remarque : En particulier, si pour tout i, on prend E; = K, on obtient E = K? et la norme produit
est alors la norme infinie. On en déduit que, pour la norme ||.||c, une suite (u,) € (K?)N converge
si et seulement si toutes ses composantes convergent.

Proposition 9.31 (Invariance de la convergence)

Soit N; et N, deux normes équivalentes sur un espace vectoriel E. Soit (u,) € EN. La suite
converge pour la norme Nj si et seulement si elle converge pour la norme N;. Dans ce cas
les limites sont les mémes.

Démonstration : On suppose que (u,) converge vers £ pour Nj. Dans ce cas (N;(u, —£)) tend vers
0. On
Vn e N, Ny(u, — ) < CoNi(u, — £)

Donc N;(u, — ¢) tend aussi vers 0 et de ce fait, (u,) tend vers ¢ pour N;. O

Exercice : On suppose que I'on a juste N; plus fine que Nj.

— A-t-on X bornée pour N; implique X bornée pour N, ? Dans I’autre sens?
— A-t-on (u,) converge pour N; implique que (u,) converge pour N, ? Dans I’autre sens?

% Méthode : Montrer que des normes ne sont pas équivalentes a |'aide de suites.

Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une suite (u,) qui soit
bornée (resp. convergente) pour une norme et pas pour l'autre.

Exemple : On a construit une suite de fonctions sur [0, 1] qui était bornée pour ||.||; mais pas pour
||.]|c- Ces normes ne sont pas équivalentes.

Notons que I'on a que
1
Vf e 2([0,1],R), [Ifllx =/ If()ldt < (1-0) sup [f(1)| = lflle
0 te[0,1]
De ce fait, toute partie bornée pour ||.|| Lest pour ||.||;.

—{ Corollaire 9.32 }

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit % = (ey, .. ., e,). Soit (u,) € EN.
1. Elle est bornée si et seulement si pour touti € [[1; n]], (e (u,)) est bornée.

2. Elle est convergente si et seulement si pour touti € [[1; n]|, (¢/(u,)) est conver-
gente. De plus, dans ce cas, si on note ¢ la limite de (u,), e/ (f) = lim(e] (u,)).
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Démonstration : II suffit de prendre pour norme sur E (car on a le choix) la norme infinie par
rapport a la base #. La démonstration est alors similaire a la démonstration de la convergence dans
un espace produit. O

Exemples :
1. Soit (A,) une suite de .#,(K). On note pour tout p, A, = (a;;(p)).

La suite (A,) converge vers M = (m;;) si et seulement si pour tout (i, j) € [[1; n 12, aij(p) —
p—o0
mij.
2. Soit A un matrice de .#,(K). On la suppose diagonalisable et Sp(A) Cc {z € C | |z| < 1}.

Il existe alors P € GL,(K) telle que P"'AP = D ou D est une matrice diagonale dont les
coeflicients diagonaux sont de module strictement inférieurs a 1. On les note Ay, ..., A,.

Maintenant, D" = (P !AP)" = P!A"P et donc A" = PD"P~!. On en déduit que chaque
coefficient que A" est une combinaison a coefficients fixés des termes de la forme A? — 0.

n—oo

Donc A" — 0. On peut aussi montrer que ||D"|| = (max|4;|)" — 0 et que [|[A"||e =

n—oo
IPD"P~joo < n*|| D" [|co.
3. On reprend la méme situation mais on suppose maintenant que 1 est aussi valeur propre. En
procédant de méme on voit que D" va tendre vers

1 0 -+ «ov o 0
0
1
D =
0
0
0 0 O

De ce fait, en procédant, coordonnées par coordonnées, on voit que A" va tendre vers M =
PDP~!.C’est un projecteur car M2 = M. C’est le projecteur sur E; (A) parallelement a @ E (A).

AeSp(A)\{1}

4. (CLASSIQUE - A SAVOIR FAIRE) Soit A € .#,(C). On veut montrer qu’il existe une suite

(Ap) de matrices inversibles telle que (A,) — A. Il suffit de poser (x,) une suite de complexes

tendant vers 0 dont le support ne rencontre par Sp(A). On peut par exemple prendre x, = 1%
ou § € R, est strictement inférieur au module des éléments non nuls de Sp(A). On pose alors

Ay =A—xpl,.
Exercice : Montrer que si A € .#,(C) il existe une suite (A,) de matrices diagonalisables telle que
(Ap) — A

3.2 Propriétés

Proposition 9.33

Une suite convergente est bornée.

Démonstration : Soit (u,) une suite tendant vers ¢. Pour ¢ = 1, il existe un rang N tel que pour

n > N, u, € B({, ¢). Maintenant on consideére les éléments uy, . . ., un—-1 qui sont en nombre fini. On
note
6= max |lu;—?|.
ie[[1;N—1]]
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On a alors que tous les termes de la suites appartiennent a B(¢,§) ott &’ = max(1, §). La suite (u,)

est donc bornée.

Uy
X
251
X
Of
X

Proposition 9.34

L’ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de EN. De plus I'applica-
tion qui associe a une suite convergente sa limite est linéaire. C’est-a-dire que si A, p sont
deux scalaires et que (uy) et (v,) sont deux suites convergentes alors (Au, + uv,) converge
et

lim(Au, + po,) = Alim(u,) + plim(o,).

Démonstration : En reprenant les notations de I’énoncé. On pose £ = lim(u,) et £ = lim(v,).
Maintenant, pour tout & > 0, il existe N, N’ tels que

n>N-—|u,—¢|<e et n>N =|ov, -] <¢.
De ce fait, par inégalité triangulaire, pour

n > max(N,N') = || Aty + o) = A + )| < Ml llun = el + plllon = €11 < (2] + al)e’.

£
De ce fait, pour tout ¢ > 0, on obtient ce que I'on veut en prenant ¢’ = m si |A] + |u| # 0 (ce
J7;

dernier cas est évident). On a bien lim(Au, + pov,) = Alim(u,) + plim(o,). O

Proposition 9.35

Soit (u,) € EN une suite convergente de limite ¢.
1. La suite réelle (||u,||) converge vers ||£]|.

2. Soit (A,) une suite de scalaire convergente vers A. La suite (1,u,) converge vers Af.
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Démonstration :

1. II suffit d’utiliser la deuxiéme inégalité triangulaire :
| (llunll = 11£ID] < [lun — €]l
2. 11 suffit de montrer que la suite (||A,u, — Af||) tend vers 0. Maintenant pour tout entier n,
[ Antin = ALl = [[(Antn — Aun) + Alun = O < |An = Alllunll + [AllJun — £]].

Or la suite (u,) étant convergente elle est bornée, de ce fait (|4, — Al||u,]||) tend vers 0. De
méme (|Al||lu, — £||) tend vers 0. On en déduit que la suite (A,u,) converge vers Af.

O

Proposition 9.36

Soit (&, ||.||) une algébre muni d’'une norme telle qu’il existe C > 0 vérifiant que pour tout
x,y dans &7, ||x X y|| < Cl|x||.||ly|l. Soit (uy) et (v,) deux suites convergentes vers ¢ et £’.

La suite (u,v,) converge et
lim(u,0,) = ££'.

Démonstration : 1l suffit de voir que
lunon = €01 = llun(on = ') + (un — O] < lJun(vn = )| + || (un — O) €]

Maintenant avec I’hypothése sur la norme, il existe une constante C telle que V(x, y) € 272, ||x.y|| <
Cllx|llly]|- On en déduit que

lunon — €|l < C.-Mlloy = €'l + C.[I€|l]|un — ]|

ou M est un majorant de ||u,|| (la suite (u,) étant bornée car convergente). On en déduit que ||u,v, —
|| — 0.

n—oo

O

Exemple : Si on se donne une suite (A,) de matrice. On suppose que la suite converge vers une
matrice A pour une norme qui vérifie ’hypothese (par exemple la norme infinie avec C = n). Soit P
une matrice inversible et pour tout entier n on note B, = P~'A,P. Alors la suite (B,) converge vers
PlAP.

3.3 Suites extraites et valeurs d’adhérence

| Définition 9.37

Soit (u,) € EN. On appelle suite extraite de (u,) ou sous-suite de (u,) une suite de la forme
u ot ¢ est une application strictement croissante de N dans N.
¢(n) ¢ pp

Remarques :

1. La fonction ¢ s’appelle une extractrice.
2. Cela revient a considérer la suite obtenue en enlevant certains termes (il faut juste en garder
une infinité).
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Proposition 9.38

Soit (u,) € EN. Si (u,) converge vers £ alors toute suite extraite (v,) converge encore vers
L.

Démonstration : Il suffit d’utiliser le résultat analogue sur les suites réelles en voyant que la suite
réelle (||luyn) — £||) est une suite extraite de la suite (||u, — £||) qui tend vers 0. O

Proposition 9.39

Soit (u,) € EN une suite. On considére la suite des termes pairs (uz,) et la suite des termes
impairs (ug,+1). Les suites (ug,) et (uz,4+1) convergent vers la méme limite ¢ si et seulement
si la suite (u,) converge vers £.

Démonstration :
— On suppose que (u,) converge vers ¢ alors (us,) et (uz,4+1) convergent aussi vers £ en
utilisant la proposition précédente.

— On suppose que (uz,) et (uzp41) convergent vers la méme limite ¢£. Dés lors si on se donne
un réel positif €. On sait qu’il existe des entiers N; et N; tels que pour tout entier n, sin > N;
ona ||us, — || < eetsin > Nyona ||uzp+1 — || < €. On pose alors N = 2.max(Ny, N;) + 1. Soit

n un entier, on suppose que n > N. Si n est pair alors n = 2p et

p=2xN0 N,
2 2
On en déduit que [[u, — ]| = [lug, — £]| < &.
De méme si n est impair,onan =2p +1et
p=" ; LS
On en déduit encore que [|u, — £|| = [luzps1 — ]| < e.

| Définition 9.40 |

Soit (u,) € EN. Une valeur d’adhérence de la suite (u,) est un élément x de E tel que :

Ve > 0,YN € N,3n > N,u, € B(x,¢).

Remarque : Cela signifie que dans une boule ouverte B(x;, €) centrée en x, il existe « aussi loin que
I'on veut » un élément de la suite (u,) . Intuitivement, une valeur d’adhérence d’une suite est un
élément x tel que la suite « passera »une infinité de fois pres de x.

1. et méme une infinité car si on trouve u, avec n > N dans B(x, ¢), on peut recommencer en remplacant N par n+1
et ainsi de suite
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Proposition 9.41 (Caractérisation des valeurs d’adhérence d'une suite)

Soit (u,) € EN et x € E. L’élément x est une valeur d’adhérence si et seulement s’il existe
une suite extraite (u,(,)) qui converge vers x.

Démonstration :

- On suppose que x est une valeur d’adhérence et on note (v,,) une suite extraite de (u,) qui
tend vers x. Soit N € N et ¢ > 0, La suite extraite (v,) de (v,) obtenue en ne gardant que les
termes de la forme u; avec k > N tend encore x. Elle a donc des termes dans la boule B(x, ¢).

— On suppose que Ve > 0,VN € N,3n > N, u, € B(x, ¢). On va construire une suite extraite
(vn) = (ty(n)) telle que (v,) — x. Pour ¢ = ﬁ, il existe ny = ¢(0) tel que u,, € B(x, 1).

De méme pour ¢ = ﬁ, il existe ny = ¢ (1) > ¢(0) tel que u,, € B(x, ﬁ) De proche en proche,

pour tout entier p, on peut construire ¢(p) > @(p — 1) > --- > ¢(0) tel que u, () € B(x, #)
La suite construite converge vers x.

O

a deux valeurs d’adhérence {%1}.

1
Exemple : La suite u, = (-1)" +
n+1

Proposition 9.42

Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence : sa limite

Démonstration : C’est juste un corolaire du fait que toute suite extraite d’'une suite convergente
converge vers cette limite. |

Remarque : On peut utiliser la contraposée pour montrer qu’une suite diverge. En effet toute suite
ayant au moins deux valeurs d’adhérence diverge.

Exercice : Trouver une suite divergente ayant une unique valeur d’adhérence. Peut-on en trouver
une qui soit bornée ?

4 Séries a valeurs dans un espace vectoriel de dimension fi-
nie

4.1 Généralités

| Définition 9.43 |

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (3, u,) une série d’éléments de E.
1. On dit que la série converge si la suite des sommes partielles converge.

2. On dit que la série converge absolument si la série numérique (3 ||u,||) converge.

Remarque : Toutes les normes étant équivalente, I’absolue convergence ne dépend pas de la norme
choisie.
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— Théoréme 9.44 |

Soit (D up,) une série d’éléments de E absolument convergente. Elle converge.

Démonstration : On considére une série () u,) absolument convergente. On se fixe une base
% = (e1,...,ep) de E.En particulier, la série 3 ||up|| est convergente. Comme pour touti € [[1; p ]|
et tout n, |e] (un)| < ||unl|co les séries ) ef (uy) sont absolument convergentes donc convergentes. Si

on note (S,) la suite des sommes partielles, on vient d’établir que pour touti € [[1; p]], €/ (S,) =
n

2. e; (uy) converge donc (S,) converge. O

k=0

— ATTENTION |

Ce théoreme n’est pas vrai (en général) dans un espace vectoriel normé de dimension
infinie. Par exemple pour E = K[X] avec la norme infinie ||.||.. On pose pour tout entier

nnon nul P, = —X". 1l est clair que [|Py[| = % et donc la série ), ||P,||« converge.
n=0
Par contre la série ), P, diverge. En effet, supposons par I’absurde qu’elle convergeait et

n=0
notons Q la somme de la série et d = deg(Q). Pour tout entier N > d,

N
e;+1 (Z Py - Q) = e;+1 (Pgs1)

n=1

On en déduit que

N 1
P,-0| >——
; N (d+1)?

On a bien une absurdité.

Remarque : On peut généraliser ce théoréme en disant que si (E, || ||) est complet alors ’absolue
convergence d’'une série implique sa convergence car il est simple de montrer que si }; u, est abso-
lument convergente alors la suite des sommes partielles est une suite de Cauchy.

4.2 Série géométrique de matrices

On se place dans E = .#,(K). On veut étudier les séries géométriques. On veut donc pouvoir « esti-
mer » ||A?||

—‘ Lemme 9.45 }

Soit ||.|| une norme sur E, il existe C tel que

V(A, B) € E% || AB|| < CI|AllIBII.

Démonstration : On utilise que pour || e, ||AB|lc < n||A||o||Bllc €t que toutes les normes sont
équivalentes.

265



Remarque : On verra qu’il existe aussi des normes qui vérifient

V(A,B) € #,(K)*, || AB]| < [|All|IBI|

Dans toute la suite on notera C une constante réelle telle que

V(A, B) € E% || AB|| < C|AllIBII.

Proposition 9.46

1
Soit A € .#,(K), si ||A]| < c alors la série géométrique (3, A”) converge absolument. De
plus sa somme vaut

+Z.OAP =(I,-A)"!

p=0

Démonstration : Pour la convergence, on voit que

1AP]| < ClIIAPTH AN < CHIAPZ (AP < - - < CPTHIANIANPT! = CPH AP

1 1 1
Or CP7Y|A|]P = E(C||A||)P doncsi ||A]| < C alors la série (Z E(C||A||)P) converge et la série (3 AP)
converge absolument.

Pour la somme, Il suffit de remarquer que

(I, — A) EAP = EAP - EAP” = EAP - iAP =1,
p=0 p=0 p=0 p=0 p=1

Remarques :

1. On montre ainsi que si A a une norme « petite » alors I, — A est inversible. Ce n’est qu'une
condition suffisante, on peut par exemple trouver des matrices nilpotentes de trés grande

+00
norme et on a encore I,, — N inversible d’inverse ), N qui converge car la suite stationne a 0.
p=0
2. On peut aussi considérer la série (3 u”) pour u € Z(E).

5 Applications linéaires lipschitziennes

5.1 Définitions

Définition 9.47 (Applications lipschitziennes)

Soit (E, Ng) et (F, Nr) deux espaces vectoriels normés. Soit f une application de E dans F.
1. Soit k € Ry. L’application f est dite k-lipschitzienne si

Y(x,y) € E% Np(f(x) - f(y)) < kNg(x - y)

2. L’application f est dite lipschitzienne s’il existe un réel positif k tel que f soit k-
lipschitzienne.
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Remarque : Cette définition est compatible avec la définition d’applications lipschitzienne vue en
premiere année sur les fonctions de R dans R.

— ATTENTION |

Dire que f est lipschitzienne signifie que
3k > 0,V(x,y) € E°, Np(f(x) = f(y)) < kNp(x —y)
ce qu’il ne faut pas confondre avec

V(x,y) € E2 3k > 0, Np(f(x) — f(y)) < kNg(x —y).

Proposition 9.48

Soit f une application lipschitzienne de E dans F. Soit (u,) une suite de EN. Si (u,) converge
vers ¢ alors (f(uy)) converge vers f(¢).

Remarque : C’est un premier pas vers la notion de fonctions continues.

Démonstration : On suppose que f est k-lipschitzienne. On a donc pour tout entier n,
0 < Nr(f(€) = f(un)) < kNg(€ —up).

Par encadrement, on en déduit que la suite (Nr(f(¢) — f(u,))) tend vers 0 et donc (f(u,)) tend vers
f(.

O

Nous utiliserons cette notion essentiellement pour les applications linéaires. Nous avons alors une
caractérisation plus simple.

Proposition 9.49

Soit (E, Ng) et (F, Nr) deux espaces vectoriels normés. Soit f une application linéaire de

E dans F.
Elle est lipschitzienne si et seulement s’il existe k > 0 tel que pour tout x de E, Np(f(x)) <

kNE(x)

Démonstration :

— 11 suffit d’appliquer la définition de f lipschitzienne en prenant y = 0g car dans ce cas
f(y) =0r.
— On suppose qu’il existe k > 0 telle que Vx € ENp(f(x)) < kNg(x). Pour tout couple
(x,y) € E?
Nr(f(x) = f(y)) = Ne(f(x = y)) < kNg(x - y).

O

Notation : On note .Z,(E, F) I'ensemble des applications linéaires lipschitzienne de E dans F. La
notation vient du fait que ces applications seront les applications linéaires continues.
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Définition 9.50 (Norme subordonnée)

Soit f : (E,Ng) — (F, Nr) une application linéaire lipschitzienne, on appelle norme su-
bordonnée de f et on note |||f]|| ou ||f||op la meilleure constante telle que pour tout x,
Nr(f(x)) < kNg(x). On a donc

Ne(f (%))

, x€E\ {0}} = sup {NF(f(X)) , x € B(0, 1)} = sup {Nr(f(x)), x € S(0,1)}
Ng(x)

|||f|||:8up{

Remarques :

1. Par définition, pour x € E \ {0}, Nr(f(x)) < [|f|lopNE(x) et cette inégalité est aussi vérifiée
six=0.

2. Vérifions que les trois bornes supérieures sont les mémes.

— Comme S(0,1) € B(0, 1), sup {Nr(f(x)) , x € S(0,1)} < sup {NF( £(x)), x € B(o, 1)}.

De plus, pour tout x € B(0,1) \ {0}, on peut poser x’ = NELX € S(0,1). On a alors

x = Ng(x)x’ et donc par linéarité de f, f(x) = Ng(x)f(x") et donc

N (f(x)) = Ng(x)NF(f (x')) < Ne(f(x)) < sup{Nr(f(x)), x € 5(0, 1)}

L’inégalité est aussi vraie pour x = 0g. On en déduit que
sup {Np(F(x)) . x € BO, 1} < sup (N (f(x)) , x € S(0,1)}

Par double inégalités,

sup {NF(f(x), x € B(O, 1)} = sup {Np(£(x), x € 5(0,1))

— Soit x € 5(0,1),

Ne(f(x)) = %fx’?) < p{%((xx))) ‘e E\{O}}
On en déduit que sup {Np(f(x)), x € S(0,1)} < sup {—Nj\](f(i);)) , x €EE\ {O}}
E

Inversement,' pour x € E\ {0} on peut poser x’" = == € S(0,1) et par homogénéité de
la norme et linéarité de f,

Ne(f(x)) _

X U
M = (1 (5 ) = e < sup s x ety

Cela montre I'inégalité inverse et finalement,

- {NF<f<x>>

R = £\ O = () < 50.)

Exemples :

1. Soit A € #,(R). On considére a : #,1(R) — #,1(R) 'endomorphisme canoniquement
associé a A. Soit || - - - || une norme sur .#), ;1 (R). La norme subordonnée de a est

lallop = sup {llaCO)II, X € BO, 1)} = sup {I14X|I, X € B(0,1)}
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Traitons par exemple le cas ou || - || est la norme co.
Soit X € #,,1(R) tel que ||X||eo = 1. Pour touti e [[1; n]],

n

< D lAL x| <

j=1

n

> 1AL 1]

j=1

S

[(AX)[i]] = [IXlleo < ) 1AL j]I

j=1

D" ALLAX]
j=1

n
En notant L; = Y |A[i, j]|, on voit que ||AX]|c < max L;.
j=1 i
Cela montre que a est lipschitzienne et que ||a|op < max L;.
1

Réciproquement, nous allons construire X € .#,,1(R) tel que [|X]||c =1 et ||AX||cc = max L;.
1

Notons iy un entier compris entre 1 et n tel que L;, = max L;. On pose
1

o 1 SiA[io,j] =0
XLl = { —1 sinon
On a alors
n n
(AX) [io]| = | ), Alio, jIX[j1| = ) |Alio, 1l = L, = max L,
j=1 j=1

On a donc montré que ||al|op, = max L;.
1

Exercice : Adapter le calcul au cas ou A € .#,(C).
. Soit A € .#,(K). On considére I'application linéaire

QA - %n(K) - %n(K)
M — AM - MA

On utilise la norme infinie sur .#,(K) (aussi bien au départ qu’a 'arrivée). On note A = (a;;)
et M = (m;;). On voit que, en notant (M) = AM — MA = (c;;), pour tout (i,j) € [ 1; n])?:

n

n
leijl = | aimi; = > migagj| < 2nl|Allol M|l
k=1 k=1

On a donc ||¢(M)||s < 2n||Al|e]|M||e. L’application est donc lipschitzienne en prenant k =
2n|Alle et [l@llop < 2n||Al.
. Soit A défini sur K[X] par :
A: K[X] — K[X]
P - P
On utilise la norme ||P|| = sup |P(t)|. 1l est clair que les vecteurs de la base canonique sont

te[-1,1]
de norme 1. On en déduit alors que

A = [RXH] = kIIXE] = k.

IAP)]
||PI|

>

n’est pas borné.

De ce fait A n’est pas lipschitzienne car
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Proposition 9.51

1. Soit (E, Ng) et (F, Nr) deux espaces vectoriels normés. L’ensemble .7, (E, F) est un
sous-espace vectoriel de .Z(E, F).

2. Soit (E, Ng), (F, Nr) et (G, Ng) trois espaces vectoriels normés. Si f € Z.(E, F) et
g€ Z.(F,G)alorsgo f € Z.(E,G).

Démonstration :

En exercice.

Proposition 9.52

1. Soit (E, Ng) et (F, Np), || |[op est une norme sur .Z(E, F).

2. Soit (E, Ng), (F, Nr) et (G, Ng) trois espaces vectoriels normés. Si f € Z.(E, F) et
g € Z.(F,G) alors
19 © fllop < llgllop X |1f1lop

Démonstration :
1. Vérifions les axiomes
— Soit f € Z(E, F), ||fllop > 0.

— Soit f € Z(E, F), telle que ||f]]op = 0. Pour tout x € E\ {0}, 2% = 0 done Nr(f (x))

ce qui implique que f(x) = 0. Comme on a aussi f(0) = 0 alors f = 0.
— Soit f € L(E,F)etAe K,

1A f 1op sup{Nr(Af(x)), x € 5(0. 1)}
= sup{|AINr(f(x)), x € 5(0, 1)}
= |Msup{Nr(f(x)), x €5(0,1)}

= Al fop
— Soit f,g dans Z,(E,F) et x € S(0,1),
Ne((f +9)(x)) < Np(f(x)) + Np(g(x)) < [Ifllop + 11gllop

Donc [|f +gllop < [If1lop + l19]lop-
On a bien montré que || ||p était une norme sur .Z;(E, F).

2. Soit x € S(0,1),

Ng(g(f (%)) < lgllopNE(f (x)) < lgllop X [1f llop
Donc [|g © fllop < [lgllop X [ f1lop-

Proposition 9.53

Soit (E, N;) et (F, N;) deux espaces vectoriels normés. On suppose que E est de dimension
finie.
Toute application linéaire de E dans F est lipschitzienne.
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Démonstration : Admis (pour le moment) O

Remarques :

1. Dans la proposition, on peut choisir comme on veut les normes de E et F. De fait, toutes les
normes de E sont équivalentes (car E est de dimension finie). Les normes de F ne sont pas
nécessairement équivalentes (car F n’est pas nécessairement de dimension finie) mais elles le
sont toutes sur Im( f).

2. En appliquant cela a idg on retrouve que toutes les normes sont équivalentes sur un espace
vectoriel de dimension finie.
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CHAPITRE 10

Séries entieres

1 Généralités et rayon de convergence 272
1.1 Definition . ... ... ... 272
1.2 Rayon de convergence . . ... ... . ... 273
1.3 Utilisation de la régle de d’Alembert .. ... ... ... ... .. ... ... ... ...... 276
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2 Etude de la somme d’une série entiére 281
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3 Fonctions développables en séries entiéeres 286
3.1 Définitions .. . ... . .. 286
3.2 Développements en série entiére des fonctions usuelles .. ................... 288
4 Utilisation des séries entiéres dans I'étude des équations différentielles 288
4.1 Rappels du cours de premiére année ... ... ... ... . ... 289
4.2 Rappels - Equations linéaires du premier ordre ... ........... ... .......... 290
43 Rappels - Equations linéaires du deuxiéme ordre ... ....................... 292
4.4 Utilisation des séries enti€res . . .. ... ... ... . . . . . 293

1 Généralités et rayon de convergence

1.1 Definition

| Définition 10.1 |

On appelle série entiére une série de fonctions ), a,z" ou les termes a, sont des nombres
n=0
complexes que I’on appelle les coefficients de la série entiére.
+00

La somme de cette série entiére est la fonction z — 3}, a,z".
n=0
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Remarques :

1. On devrait noter plus rigoureusement », (z — a,z") pour bien montrer qu’une série entiere
n=0
est une série de fonctions mais, pour simplifier, on acceptera I’abus de notations

2. Un série entiere est donc juste une série de fonctions dont les termes sont d’une forme parti-
culiére. Tous les théorémes vus sur les séries de fonctions vont pouvoir s’appliquer (sous une
forme plus simple pour certains).

3. En fonction des cas, on travaillera avec des fonctions de la variable réelle ou des fonctions de
la variable complexe.

’ . LY n ’ . PR
Exemple : La série entiére }, %; est une série entiére. Sa somme est
n=0

n
|

+00
z
exp:z|—> E —_—
s n.

1.2 Rayon de convergence

La premiere question qui se pose quand on étudie une série entiere est celle de 'ensemble de défini-
tion de la fonction somme. On veut savoir pour quelles valeurs du parametre (réel ou complexe) la
série converge.

Lemme 10.2 (Lemme d'Abel)

Soit )| a,z" une série entiére.
n=0
On suppose qu’il existe z tel que (anz()n>0 soit une suite bornée. Pour tout z € C tel que

|z| < |zo| la série }; a,z" est absolument convergente.
n=0

Matheux (Niels Henrik Abel : 1802 - 1829)

Niels Henrik Abel est un mathématicien norvégien. Il est
connu pour ses travaux en analyse mathématique sur la semi-
convergence des séries numériques, des suites et séries de fonc-
tions, les critéres de convergence d’intégrale généralisée, sur la
notion d’intégrale elliptique; et en algebre, sur la résolution des
équations.

I est en particulier a l'origine de la notion de nombres algé-
briques. Il a été le premier a donner une preuve de I'impossibilité
de résoudre I’équation du cinquiéme degré par radicaux.

— ATTENTION |

La condition est que |z| est strictement inférieur a |zy|. En effet, si on prend par exemple
pour tout entier n, a, = 1 alors pour z = 1 la suite (a,z{)n>0 est bornée cependant la série

2, anZ" ne converge pas pour z = 1.
n=0

Démonstration : Soit C tel que Vn € N, |a,zj| < C. Pour z tel que |z| < |z9| on a

n
Vn € N, |anz"| = |anzg| X

z
V4
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Maintenant comme |ZZ—O| < 1 (et ne dépend pas de n), la série ) |a,z"| converge par comparaison
nz0
avec une série géométrique. On en déduit que la série ), a,z" est absolument convergente.
n=0

O

Définition 10.3 (Rayon de convergence)

Soit >, a,z"™ une série entiére.
n>=0

1. On appelle rayon de convergence de la série entiére la borne supérieure de I’ensemble
des réels positifs p tels que la suite (a,p")n>0 est bornée :

R =sup{p € Ry | (anp")uso est bornée} € [0, +co]

2. On appelle disque de convergence (resp. intervalle de convergence) de la série entiere le
disque ouvert D(0, R) de C (resp. l'intervalle ouvert | — R, R[)

Remarques :

1. L’ensemble {p € R, | (anp™)ns>0 est bornée} n’est pas vide car il contient 0. Il a donc bien une
borne supérieure dans [0, +o0].

2. Il se peut que R = +oo si pour tout p € R, la suite (a,p"),>0 est bornée. Dans ce cas, le disque
ouvert de convergence est C et I'intervalle ouvert de convergence est R en entier.

— ATTENTION |

Les coefficients a, sont souvent complexes par contre p est un réel. De plus, dire que la
suite (a,p")n>0 est bornée est équivalent au fait que la suite (|a,|p")n>0 est bornée.

Proposition 10.4

Soit ) a,z" une série entiére et R son rayon de convergence
n>0

1. Soit z dans le disque de convergence (|z| < R). Lasérie ), a,z" converge absolument.
n=0

2. Soit z tel que |z| > R, la série ), a,z" diverge grossiéerement.
n=0

Remarques :

1. La proposition ci-dessus justifie la terminologie « disque / intervalle de convergence ».

2. On ne sait rien dans le cas général sur le comportement de a série entiére « au bord » du disque
de convergence c’est-a-dire pour les z tels que |z| = R (dans le cas ou R # +09).

Démonstration :

1. On suppose que |z| < R. Par définition du rayon de convergence, il existe alors p € R* tel que
|z| < p et tel que la suite (a,p™) est bornée. 1l suffit lors d’utiliser le lemme d’Abel en prenant
Zy = p.

2. Soit z tel que |z| > R. Par définition du rayon de convergence, (a,z"),>o n’est pas bornée. De

ce fait la suite (a,z") ne tend pas vers 0 et donc la série ) a,z" diverge.
nz0
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non convergence

convergence

—‘ Corollaire 10.5 }

Soit )] a,z" une série entiére. On consideére les ensembles :
n=0

— SCA = {p € R, | la série } a,p" converge absolument}
— SC = {p € R, | lasérie }; a,p" converge}

— Co ={p € Ry | la suite (a,p")n>0 tend vers 0}

— C={p € Ry | lasérie (a,p")n>0 converge}

— B={p € R, |lasérie (a,p"),0 est bornée}.

OnaSCAcSCcCycCcCB.
De plus R = sup(B) = sup(C) = sup(Cyp) = sup(SC) = sup(SCA).

Démonstration :

Les inclusions, SCA ¢ SC c Cy ¢ C C B sont immédiates. On en déduit que

sup(SCA) < sup(SC) < sup(Cp) < sup(C) < sup(B)

Supposons par 'absurde que sup(SCA) < sup(B) = R. Il existe alors p € Ry tel que sup(SCA) <

p < sup(B). C’est absurde car si p < R alors la série ), a,p" est absolument convergente d’apres la
n=0
proposition précédente.

O

% Méthode : (Caractérisation du rayon de convergence) Soit ), a,z" une série entiére et p € R,.
n=0

— Si la suite (a,p")n>0 est bornée, R > p. C’est le cas en particulier si a,p” — 0 ou si la série

>, app™ converge.
n=0

— Sila suite (a,p™)n>0 n’est pas bornée, R < p. C’est le cas en particulier si |a,|p" — +co.

— Si la suite (a,p")ns0 tend vers une limite finie non nulle, R = p car R > p d’apres le premier
point et que pour tout p’ > p, |a,|(p)" = |an|p" (%)n — +o0 et donc, d’apres le deuxiéme
point, R < p’.

Exemples :
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. \ ’ . LY n . ’ ’ . n
1. On considére la série entiére Y. Z;. Il est clair que pour tout réel p, la série Y, Z; converge
n. n:

n=0 nz0

donc la suite (fl—,) tend vers 0 et donc est bornée. On a donc R = +oo.
n=0

2. On consideére la série entiére ) z". Il est clair que pour tout réel p < 1, la suite (p"),>o est
nz0
bornée et pour p > 1 la suite (p”) ne I'est plus donc R = 1.

. Y ’ . LY n \ . ’ ’
3. On consideére la série entiére }; ﬁ La encore, par croissances comparées, pour tout réel
n=0

p < 1, la suite (r%)n;() est bornée car elle tend vers 0 et pour p > 1 la suite (,%)n;o ne lest
plus donc R = 1.

Notons d’ailleurs que pour z = 1 qui vérifie |z| = R = 1 la série Z>]0 nl_:l diverge alors que pour
nz
(="

z = —1 qui vérifie aussi |z| = R = 1,la série )} “—+-. Cela illustre que sur le bord du disque de

n=0
convergence, il peut y avoir ou ne pas y avoir convergence.

1.3 Utilisation de la régle de d’Alembert

Pour déterminer le rayon de convergence on va souvent utiliser la regle de d’Alembert pour déter-
miner la convergence ou pas d'une série.

Proposition 10.6 (Régle de d’Alembert - Rappel)

Un+1

—>{’€ﬁ+.

Soit ) u, une série a termes strictement positifs. On suppose que
n

— Si¢ > 1 alors )} u, diverge.
— Si¢ < 1 alors )} u, converge.

— Si £ = 1. On ne peut rien dire....

Commencons par un exemple.

. : 3"z" A B - 3"
Exemple : Soit 2 w2 une série entiere. On pose a, = ..

Soit p € Ry, on pose u, = |a,|p" > 0, on a alors

Un+1 _ |an+1| _ n+2

= = — 3p.
Up |an| n+3p nco F

On en déduit que si p > % la série ) |a,|p™ diverge et donc R < % De méme, si p < % la série
n=0

>, |lan|p™ converge et donc R > % En conclusion R = %

n=0

Corollaire 10.7 (Application de la régle de d'Alembert)

Soit ), a,z" une série entiere. On suppose que
n=0
i) la suite (a,),>0 ne s’annule pas au voisinage de +oo
i) lim % = ¢ € [0, +0]

n+
n—+oo 14n

alors le rayon de convergence de la série est R = %
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1 s’entend dans [0, +c0] en posant % = +00 et - = 0.

Remarque : Dans I'énoncé ci-dessus, ; ==

Démonstration : On raisonne comme dans I’exemple ci-dessus.

Soit p € R}, onpose u, = |ay|p" > 0, onaalors. Avec les hypotheéses, lim = = ¢p € [0, +0o].
n—+oo

n

— Si¢ =0,pourtoutp € Ry, lim 22 = ¢p = 0 < 1. Cela montre que la série Y, |a,|p" converge

n—+oo n n=0
toujours donc R = +co.

— Sif = +oo, pour tout p € RY, lim 2L = fp = +00 > 1. Cela montre que la série Y |a,|p" ne
n

U,
—+oo n=0

converge jamais (sauf pour p = 0) donc R = 0.

— Si ¢ €]0,+co[. Pour p > 1, lim “l = fp > 1. Donc la série }; |ap|p" diverge. Cela implique
n—+

oo T n>0

que p > R. Mais ceci étant vrai pour toute valeur de p supérieure strictement a % on peut

. + .
« faire tendre p vers % » pour obtenir que % > R.

De méme, pour p < 3, lim “# = ¢p < 1. Donc la série Y, |a,|p" converge. Cela implique

u
n—+4oco0 “n n>0
1
bl

que p < R. Mais ceci étant vrai pour toute valeur de p supérieure inférieure a 7, on peut « faire

4

1- : 1
tendre p vers ; » pour obtenir que ; < R.

En conclusion R = %

Exercice : Déterminer les rayons de convergence de

2on n 1N n_3n
1.21122 Z.Zn.z 3. n!z .

n=0 n=0 n=0

— ATTENTION |

Ce résultat ne fonctionne plus sur les séries « lacunaires »comme la troisiéme de I'exemple
ci-dessus

— Corollaire 10.8 |

Soit @ € R. La série entiere ), n“z" a un rayon de convergence égal a 1.
nz1

Démonstration : On pose a, = n“. On vérifie bien que n* ne s’annule pas si n > 1. De plus

M:(l+l)a — 1

né n—+oo

On en déduit que le rayon de convergence vaut

R=-=1
1
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1.4 Théorémes de comparaison

Proposition 10.9

Soit »} anz" et ), b,z" deux séries entieres. On note R, et R, leur rayon de convergence
n>0 n>0
respectif.

1. Sia, = O(by) alors R; > Ry. Ceci est en particulier vrai si a, = o(by,).

2. Sia, ~ b, alors R, = Ry.

Démonstration :

1. On suppose que a, = O(by,). Donc pour tout p € Ry, a,p™ = O(b,p"). De ce fait si la suite
(bnp™)nso est bornée alors la suite (a,p")n>0 aussi. On en déduit que

{p € Ry | (bpp™)nso est bornée} C {p € Ry | (@np")ns0 est bornée}

De ce fait, R, < R,,.
2. Sia, ~ b, alors a, = O(by) et b, = O(ay). Il suffit alors d’utiliser ce qui précede.

— ATTENTION |

Le fait que ) a,z" et ), b,z" ait le méme rayon de convergence quand a, ~ b, ne signi-
n>0 n>0

fie par que ) a,z" converge si et seulement si ), b,z" converge. On peut prendre par
n>0 n>0

I G V
" Vnel Vatl (n+1)

On a bien a, ~ b, et donc R, = R, = 1, mais », a, = ), a,z" converge alors que ), b, =
n=0 n>0 n=0

exemple

et b,

>, byz" ne converge pas.
n=0

Proposition 10.10

Soit }, a,z" une série entiére. La série ), na,z" a le méme rayon de convergence que

n>0 n>0
>, apz".
n=0
Démonstration : Notons b, = na, et R, le rayon de convergence de }, a,z" et R; celui de
n=0
> napz".

n=0
— On remarque d’abord que a, = O(na,) et donc R, < R,.
— C’est un peu plus compliqué pour montrer que R, < Rp. Soit p < R,. Il existe p’ tel que
p < p’ < R,. Alors pour tout entier n,

Inaylp" = n (ﬁ) |anlp"™.
p
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n
Or /% < 1 donc la suite (n (/%) ) tend vers 0 et donc, a partir d'un certain rang,

Inan|p" < |anlp™.

Maintenant, on sait que la suite (a,p™),>0 est bornée donc la suite (|na,|p™),>o aussi ce qui
montre que p < R,. On a donc montré que p < R; = p < Ry, et de ce fait R; < Rp.

OnabienR, = R;. O

Remarque : Dans le cas ol on suppose que la suite (a”“) existe et a une limite, on peut faire
n=0

an

une preuve beaucoup plus simple en utilisant que

. (n + 1)an+l . an+1
lim ————— = lim
n—+oo na, n—+c0 g,

1.5 Operations

Proposition 10.11 (Somme)

Soit » a,z" et ), b,z" deux séries entiéres de rayon de convergence R, et R;.
n>0 n>0

— Si R, # Ry la série entiére }, (a, + b,)z" a pour rayon de convergence R =
n=0
min(R,, Ry).

— SiR, = Ry la série entiére ) (a, + b,)z" a un rayon de convergence R supérieur ou
n=0

égal A R, = Ry.

Démonstration :

— On suppose par symétrie que R, < Rp. Soit p € R,. Si p < R, alors les séries ), a,p" et
nz=0
>, byp" convergent donc la série ) (a, + b,)p" convergent. On en déduit que p < R et donc

n>0 n>0
R > R,. Par contre si p €|R,, Rp[, la série ), a,p" diverge et ), b,p" converge donc la série
n>0 n>0
2. (ap+by)p™ diverge. On en déduit que p > R.De ce fait R < R, etdonc R = R, = min(R,, Ry).
n=0
Ry
R,
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— On peut reprendre le début de la preuve précédente pour montrer que R > R,. Par contre, la
deuxiéme partie ne s’étend pas a ce cas car la somme de deux séries divergentes peut étre une
série convergente.

O

Proposition 10.12 (Produit par une constante)

Soit ), a,z" une série entiére et A un scalaire non nul. La série ), Aa,z" a le méme rayon
n>0 n>0

de convergence.

Voyons maintenant la notion de produit. Le principe est de généraliser les produits de polynomes.

Définition 10.13 (Produit de Cauchy)

Soit ), a,z" et ), byz" deux séries entiéres. On pose pour tout n
n>0 n>0

n

Cp = Z aibj = Zn: aib,_; = Z an—ib;.
0

j+j:n i= i=0

La série entiere ), c,z" s’appelle le produit de Cauchy des deux séries entieéres.
n=0

— Théoréme 10.14 |

Soit »; a,z" et ), b,z" deux séries entieres de rayon de converge R, et Rp,. Le rayon de
n>0 n>0
convergence du produit de Cauchy »; c,z" est au moins égal au minimum de R, et R;,. De
n=0

plus,
+00 +00 +00
Vz € C, |z| < min(R,, Rp) = Z G = Z apz" | x Z b,z"
n=0 n=0 n=0

Démonstration : 1l suffit d’utiliser le résultat sur le produit de Cauchy des séries numériques.

Soit z tel que |z| < min(R,, Rp). On pose u, = a,z" et v, = b,z". On sait alors que les séries numé-

riques ), u, et ), v, sont absolument convergentes. Posons alors pour tout entier naturel n,
nz0 nz0

wy = Z Upvg = Z ap2'bgz? = Z apbg | 2" = cp2"

p+q=n p+q=n p+q=n

D’apres le résultat vu sur le produit de Cauchy des séries numériques, la série }; w, est absolument
n=0

convergente. De plus

+0o0 +00 +0o0 +00
E wp = E cpzt = E a,z" | x E apz"
n=0 n=0 n=0 n=0

Cela montre bien que la série entiére )’ c¢,z" a un rayon de convergence au moins égal a min(Rg, Rp)
n=0
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et que, pour z € C tel que |z| < min(R,, Ry),

O

Application : On sait que la série entiére ) (n + 1)z" a un rayon de convergence égal a 1. On peut le
voir comme le produit de Cauchy des séries ) a,z" et )’ b,z" ot a, = b, = 1. On en tire que

+00
VzeC(C, |z| <1 :>Z(n+1)z" =

n=0

L1
1-z 1-z (1-2)?

2 Etude de la somme d’une série entiere

+00
Dans ce paragraphe, on va étudier la fonction x — )} a,x" définie sur | — R, R;[ ou la fonction
=0
+00 "
z — ), anz" définie sur D(0, R;) ou R, est le rayon de convergence.
n=0

2.1 Convergence normale et continuité

Proposition 10.15

Soit ) a,z" une série entiere. Soit R, son rayon de convergence. La série de fonctions
n=0

converge normalement (donc uniformément) sur tout disque fermé de rayon strictement
inférieur a R,.

Démonstration : Soit « < R,. Sur le disque fermé D(0, ) la norme infinie de z +— a,z" est

||z = anz"||cop = lanla™ Or 3 a,a™ converge donc il y a bien convergence normale sur D(0, ).
n=0

De ce fait il y a convergence uniforme sur D(0, @)

— ATTENTION |

Cela ne signifie pas qu’il y a convergence uniforme sur le disque ouvert de centre 0 et de
rayon R, (et donc encore moins sur le disque fermé).

Exemple : On considére par exemple la série entiere ), z". On sait que le rayon de convergence
n=0
vaut 1.

— Pour tout @ < 1, la série entiére ), z" converge normalement sur D(0, @) ou sur [—a, @] sion
n>=0
travaille avec une variable réelle.
— Travaillons maintenant sur | — 1, 1[. Pour tout entier n > 0, ||z = 2"[|ej-1,1 = 1. Comme la

série ), 1 diverge, il n’y a pas convergence normale de la série entiere sur | — 1, 1[.
n=0
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— On peut méme montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur | — 1, 1[. En effet, si c’était le
cas, on pourrait appliquer le théoréme de la double limite ce qui n’est pas possible car la série

> (limy—1- x™) diverge.
nz1

Corollaire 10.16 (Continuité)

+00
Soit )} a,z" une série entiére. La fonction z +— ) a,z" définie sur le disque ouvert
n=0 n=0

D(0,R,) est continue.

Démonstration : On remarque d’abord que pour tout entier n, z — a,z" est continue sur C. Il suffit
ensuite de voir que pour tout z € D(0,R,), on a |z| < R,. Il existe donc « tel que |z| < @ < R;. On
utilise alors que la série de fonctions converge uniformément car normalement sur D(0, @). O

Remarque : On utilisera la majorité du temps ce résultat avec des fonctions de la variable réelle
mais ce résultat est aussi vrai dans le cas des fonctions de la variable complexe. On généralise en
effet la définition de la continuité de maniere évidente en remplacant la valeur absolue par le module.
Plus précisément, une fonction f définie sur un disque ouvert D(0, R) est continue si

Va € D(0,R),Ye > 0,3n > 0,Vx € D(0,R), |x —a| <n = |f(x) — f(a)] < ¢

La démonstration des théorémes de continuité des limites des suites de fonctions et des sommes de
séries de fonctions se généralisent sans probleme a ce cadre.

Théoreme 10.17 (Théoreme d'Abel radial)

Soit ), a,x" une série entiére de rayon de convergence R € R}. On suppose de plus que
n=0

la série numérique ), a,R" converge. On a
n=0
+00 +00
lim apx" = Z a,R"
x—R~
n=0 n=0
Démonstration : Ce théoréme est admis; voir DL O

2.2 Primitivation et dérivation

Dans ce paragraphe on travaille avec des séries entiéres de la variable réelle.

Proposition 10.18 (Primitivation)

Soit ) a,x™ une série entiére et R, son rayon de convergence.
n=0

+00
Soit f : x — )} a,x™ la fonction définie sur | — Ry, R,[.
n=0
Elle se primitive sur I'intervalle ouvert terme a terme. C’est-a-dire que la fonction F : x —

+00

Y, “nx™1 est la primitive de f sur | — Ry, Ry[ qui s’annule en 0.
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Démonstration : Les fonctions x +— a,x" sont continues sur | — Ry, R,;[. De plus, la série converge
uniformément sur tout segment J inclus dans | — R,, R, [ car la série entiére converge normalement
sur tout [—a, a]| pour & < R,. On peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.

+00

*1 est donc la primitive qui s’annule en 0 de f sur | — R, R,[. O

Remarque : Le rayon de convergence de la primitive Y, “x™' est le méme que celui de la série

nz

- +1 = Y ap,x"*. Ce dernier étant le méme que celui de la série entiére ), a,x".
n=0 n=0 n=0

Exemple : On sait que ), x" a pour rayon de convergence 1. De plus pour x €] — 1, 1],
n=0

-

On peut « primitiver ». On obtient que pour tout x €] — 1, 1[,

+00

1
F(x)=-In(1-x)= ) ——x""
en+t 1

On en déduit que pour x €] — 1, 1]

In(1+x) = —+ZOO: —( x)" = i (_l)nx"“.

L’étude du comportement au bord de I'intervalle de convergence peut s’obtenir a I’aide du théoréme
d’Abel radial.

L (-1)" . s . .\ (=" _p
Comme la série ), ——- converge, on peut appliquer le théoréme a la série entiere », ~— —x

n=0 nx1

et

on obtient

Z( i = lim In(1+2) = In(2)

Exercice : Déterminer un développement sur | — 1, 1[ de arctan(x). En déduire une formule pour
T

4-

Proposition 10.19 (Dérivation)

Soit ), a,x™ une série entiére et R, son rayon de convergence.
n=0
+00

Soit f : x > )} a,x™ la fonction définie sur | — Ry, R, [.

n=
Elle est de classe € sur cet intervalle et ses dérivées successives se calculent terme a
terme.

+0c0

'
Vk € N,Vx €] — Ry, Ry|, f(k) (x) = Z anLk‘x”_k.
o (n—k)!
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Démonstration : On considére la série entiére ), na,x"'. Cette série a le méme rayon de conver-

nz1

gence que f(x) = Y} a,x". On peut appliquer le théoréme précédent. On en déduit que la fonction
nz0
x > f(x) — f(0) est la primitive qui s’annule en 0 de h : x > Y, na,x" .
nz1
De ce fait, f est dérivable et Vx €] — Ry, Ry, f/(x) = Z na,x" 1.
n=1

11 suffit de reprendre cet argument avec la série entiére Y, na,x"!. O

n>1

— Corollaire 10.20 |

Soit », a,x™ une série entiére dont le rayon de convergence R, n’est pas nul. On pose
n=0

+00
fixm— Y apx™
n=0
()

n!

Pour tout entier n, a, =

Remarque : La fonction f est égale a sa série de Taylor :

(n)
Flx) = Zf (0)

Corollaire 10.21 (Unicité du développement en série entiere)

Soit » a,x™ et ), b,x" deux séries entiéres. Si elles ont un rayon de convergence stricte-
n>0 n>0
ment supérieur a 0 et qu’elles coincident sur [, §] ou § > 0 alors pour tout entier n non

nul, a, = b,,.

Démonstration : Considérons la fonction f définie sur [, §] par

= aw = S b
n=0 n=0

D’aprés le corollaire précédent,
f"(0)

n!

VneN,a, = = b,.

Exemple : Etude de la suite de Fibonacci.

On considére la suite (a,) définie par ap = a; = 1 et pour n > 0,a,42 = ans1 + ay. Clest la suite de
Fibonacci. Il a été vu en premiére année que

5+vV5 , 5-45
VneN,a, = "+ "
"m0 Y 10 ¢
. 1+V5 . 1-45
ougp = eto = .
2
Nous allons voir une nouvelle méthode pour démontrer ce résultat. On considére la série entiere
> apx™.
n=0
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On suppose que cette série entiére a un rayon de convergence strictement positif R et on pose

+00

Vx €] = R R[, f(x) = Z anx".

n=0

En utilisant la relation de récurrence on a alors pour tout x €] — R, R|,

+00
1+x+ Z anpx"
n=2

+00
1+x+ Z(an_l + ap_2)x"
n=2

+00 +00
1+x+x E anpx™ + x* E anpx"
n=1 n=0

T+x+x(f(x) = 1) +x%f(x)

fx)

On en déduit donc que (1 — x — x2) f(x) = 1 et donc f(x) = —

1-x—x%°

Considérons donc la fonction g : x +— m C’est une fraction rationnelle, on peut établir sa

décomposition en éléments simples. Pour cela on factorise le dénominateur :
1-X-X=-(X-a)(X - a&)
-1-15 _-1+45
2

olqg=———=—¢eta

- = —¢. On obtient alors

. 1 1 1 1 1 1 N 1 1
PX P — - = - -
9 Vix—a \sx—d  avil-(x/a)  av5l- (x/d)

Maintenant on sait que x ﬁ est la somme de la série entiére }; x" de rayon de convergence 1.
nz0

’ . R .s n
On en déduit que x — m est la somme de la série entiére ), (£)" de rayon de convergence |a|
n=0

o PR n v
et x m est la somme de la série entiére Y, (£)" de rayon de convergence d.
n=0

On en déduit que g est la somme d’une série entiere ), b,x" de rayon de convergence min(|a/|, &) =
n=0

v

a.
En remontant le calcul ci-dessus, on obtient que pour x €] — &, ¢[,

+00
bo+ (b1 = bo) + ) (bn— b1 = byg)x" = 1

n=2

Par unicité du la série entiére on a bien que
b() =1;b; = bo et Vn > 2, bn = bn—l + bn—Z-

On a donc b, = a, pour tout entier n. La série entiére initiale avait bien un rayon de convergence
non nul (il vaut ).

On trouve de plus que pour tout entier n,

1 1 1 1
4 = b, = — _ —
T aWsat gysan
- , 1, 1
On peut alors vérifier que c’est la formule « usuelle » car — =@ et — = ¢
a a
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3 Fonctions développables en séries entiéres

3.1 Définitions

| Définition 10.22|

Une fonction f est dite développable en série entiére sur I'intervalle ouvert | — r,r|[ (resp. sur
le disque ouvert D(0, r)) s’il existe une série entiére dont le rayon de convergence est supérieur
ou égal ar dont f est la somme. C’est-a-dire, s’il existe (a,) € CN telle que

Vx €] —rr[, f(x) = i anx" (resp. Vz € D(0,r), f(2) = +Z’° anz")
n=0 n=0

Exemples :
1. On avu que z — exp(z) est développable en série entiere sur C et

+00 Zn
Vz € C,exp(z) = —
< n!

2. Onavuquez+— N est développable en série entiere sur D(0, 1) et

+00
1
Yz € D(0,1), — = z"
(0.1), 7— Z

Proposition 10.23

Soit f une fonction développable en série entiere sur | — r, r|[. Elle est de classe € et est
égale a son développement de Taylor en 0 :

X )
Vx €] —rr[, f(x) = Z f—'(o)xn

n=0

Démonstration : Déja vu.

— ATTENTION |

Ce n’est pas une équivalence! Il ne suffit pas d’étre de classe ¢ pour étre développable
en série entiere. Il peut se produire deux problémes :

— La série de Taylor peut avoir un rayon de convergence nulle.

— La série de Taylor peut avoir un rayon de convergence strictement positif mais la
somme de la série de Taylor differe de la fonction de départ - voir ci-dessous

Exemple : On considére la fonction f : x +— e~/ ** définie sur R*. Elle se prolonge par continuité
en 0 en posant f(0) = 0. Notons encore f ce prolongement. Il est clair que la fonction f est de classe

&> sur R*.

Montrons qu’elle est méme de classe € sur R en entier.
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Pour x # 0 on vérifie que :

2
f(x)= %e‘l/xz et f = —_63664_46_1/"2
x x

Montrons alors par récurrence que pour tout entier n € N, il existe un polynéme P, tel que f™ est
pn(x) e_l/xz.
3n

définie sur R* par f™ : x
x

— [I]: pour n = 0, il suffit de prendre P; : x — 1.
— : soit n € N, on suppose qu'il existe un polynéme P, tel que pour tout x € R*, f"(x) =

P,(x
- :(«;n ) e~ 1/** En dérivant on obtient que pour tout x € R*,
x
3 3n—-1
f(n+1)(x) — X ”Pr,l(x) - 36nx n Pn(x) e—l/x2 + M x ie_l/xz _ Pn+1(x) e_l/xz
xon x3n x3 A 3n+3
ou

Poy1 = X°P, + (2 - 3nX?)P,
En particulier, pour tout entier naturel n, (" a une limite nulle en 0 par croissance comparée. Cela
montre que f est de classe " sur R

La fonction f est donc de classe €™ sur R, sa série de Taylor en 0 converge mais la fonction f ne
coincident pas avec la série de Taylor.

Proposition 10.24

Soit f et g deux fonctions développables en série entiere sur | —r,r[ et A € C.
— La fonction f + g est développable en série entiére sur | —r, r|.
— La fonction Af est développable en série entiere sur | —r, r|[.
— La fonction f X g est développable en série entiére sur | —r,r|.
— Les dérivées successives de f sont développables en série entiere sur | —r, r|[.

— Les primitives de f sont développables en série entiere sur | —r, r|[.

Exemple : La fonction x — est développable en série entiére sur R. Elle est donc ™.

X
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3.2 Développements en série entiere des fonctions usuelles

— Théoréme 10.25 |

400 N
1. (a) Pourtoutz € C, exp(z) = ), z
n=o n!

: 5 (-n" 2n+1
(b) Pour tout x € R, sin(x) = ), ————

n=0 (Zn + 1)'
o (_1)n 2
(c) Pour tout x € R, cos(x) = >} "
n=0 Zn!
d h = 1 2n+1
Pour tout x € R, sh (x) = —x .
(@) () nz::o (2n+1)!
+o0
(e) Pour tout x € R, ch(x) = Y —x?".
+00
2. (a) Pour tout z € C avec |z| < 1, = > "
1 74 n=0
S (_l)n 1
(b) Pourtoutx €] — 1,1[,In(1 +x) = Y, ——x"*".
n=0 N + 1
o (=D" 2n+1
(c) Pour tout x €] — 1,1, arctan(x) = ), ———x*"*",
n=0 2n +1

—{ Théoréme 10.26 }

Soit @ € R, la fonction x — (1 + x)“ est développable en série entiere et

+00

Vx el = L1 (1+x)" = )

n=0

a(a=1)---(a—n+1) ,
= x".

Démonstration : On utilise la méthode de I’équation diftérentielle — Voir plus loin.

4 Utilisation des séries entieres dans I'étude des équations
différentielles
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4.1 Rappels du cours de premiére année

Définition 10.27 (Equations différentielles linéaires)

Soit n un entier non nul et I un intervalle.

1. Un équation différentielle linéaire d’ordre n est une équation de la forme :

(Y™ + -+ o (DY +ao(t)y = B(1), (E)
ou les ag, aq, . . ., ay et f sont des fonctions continues sur .
— Les fonctions ay, . . ., ap s appellent les coefficients de ’équation différentielle.

— La fonction 8 s’appelle le second membre.

— L’équation différentielle est dite homogéne si 8 est la fonction nulle.

2. La forme résolue d’une équation différentielle linéaire d’ordre n est

y ™ =g, (DY + -+ a1 ()Y + ao(D)y + b(t).

Remarques :

1. On associe a une équation

()Y + -+ o (Y + ao(t)y = (D), (E)

son équation homogene associée. C’est ’équation différentielle qui a les mémes coefficients
mais dont le second membre est nul

an()y ™ +- -+ @ ()Y +ap(H)y =0 (H)
2. On considére une équation différentielle linéaire

o)y + -+ o (DY + ao(t)y = (1) (E)

Si la fonction a, ne s’annule pas sur 'intervalle I on peut lui associer une équation différen-
tielle sous forme résolue

y ™ = a, (Y + -+ ay (DY + ag(t)y + b(t)
NG)

an(t)'

a;(t)
Ta(D)

Définition 10.28 (Solutions d'une équation différentielle linéaire)

en posant pour touti € [[0;n—1]],a;:t th:t

Soit n un entier non nul et I un intervalle. On considére I’équation différentielle linéaire

o)y + -+ ar ()Y + ao(ty = (), (E)

ot les ap, oy, . . ., ay, et f sont des fonctions continues sur I.
On appelle solution de I’équation (E) toute fonction y € €"(I,K) telle que

Viel an()y™ + -+ a1 (t)y +ao(t)y = B(2)
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Remarque : On considere une équation différentielle linéaire

an(Dy™ + -+ a ()Y +ao(H)y = B(b), (E)

On peut regarder la fonction
d: €"(,K) — EC°ILK)

y - Y oy
k=0

Avec ces notations, on voit que y € ¢ (1, K) vérifie (E) si et seulement si ®(y) = b.

Théoreme 10.29 (Structure de |'ensemble des solutions)

Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre n définie sur un intervalle I et (H)
I’équation homogene associée.

1. L’ensemble .#%; des solutions de (H) est un sous-espace vectoriel de ¢ (I, K).

2. S’il existe une solution fy de (E) ona .z ={f+ fo | f € Zu}.
On dit alors que .#% est un espace affine de direction .. C’est-a-dire

feds = (f-f) e u

4.2 Rappels - Equations linéaires du premier ordre

Théoreme 10.30 (Equation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene)

Soit I un intervalle et a : I — C une fonction continue sur I. Les solutions de 1’équation
différentielle linéaire du premier ordre résolue

y' (1) +a()y() =0
sont les fonctions f définies sur I par :
Vxel, f(t)= /l.e_A(t),

ou A € Cetx — A(t) est une primitive de a sur I.

--1 Note (Plan de résolution d'une équation différentielle linéaire d'ordre 1) p------------ ‘

Voici alors la méthode a appliquer pour résoudre I’équation (E).

y'(t) +a(t)y(t) = b(1) (E)

1
2. On résout (H).

3. On trouve une solution particuliére de (E)
4

|
|
|
|
1
|
|
|
|
:
. On exprime I’équation homogéne associée (H). !
|
|
1
|
|
!
. , , . !
. On exprime la forme générale des solutions. |

|

|
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Proposition 10.31 (Variation de la constante)

y' (1) + a(t)y = b(2)

ou a et b sont des fonctions continues sur I sont de la forme

t
t— (/ b(u)eA(”)du) e~ AW 4 Ke= A0,

Les solutions de ’équation différentielle linéaire résolue du premier ordre sur I

(On peut supprimer la constante si on fait varier la borne « en bas » de I'intégrale)

Exemple : On veut résoudre
y (1) +y(1) = cos(1)
L’équation homogene associée est

y'(t)+y(t) =0

Les solutions de I’équation homogeéne sont
F={t— le'|1eR]}.
On va chercher la solution particuliére sous la forme :
fit A(t)e"oud:R >R,
est une fonction dérivable.
Dés lors on a

f vérifie (E) Vit € R, f'(t)+ f(t) = cost

VteR, V(t)e ' = A(t)e "+ A(t)e " =cost
Vt e R, V(t)e " =cost
Vt € R, V(t) = e’ cost

t80°Q

Il ne reste plus qu’a trouver une primitive de e’ cos t. Pour cela on remarque que
Vx € R, e’ cost =R (e(l”)t) .

On en déduit qu’une primitive de e’ cos t est donnée par

0 (e(1+i)‘t) % ((1 —i)e'(cost +isint)
1+i 2

On en déduit que la fonction t — %(cos t + sint) est une solution particuliere et que

1
SE = {t|—> 5(cost+sint)+/le_t|/1€R}.

Exercice :

Résoudre I’équation différentielle : y'(t) — y(t) = e’ In¢
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4.3 Rappels - Equations linéaires du deuxiéme ordre
On va résoudre 1'équation différentielle
ay” (t) + by’ (t) + cy(t) = () (E)

ou a,b et ¢ sont des constantes complexes avec a # 0 et f une fonction définie sur un intervalle
I

L’équation homogene associée est alors

ay” (1) + by’ (1) + cy(t) = 0. (H)

Définition 10.32

On appelle équation caractéristique de (H) ’équation du second degré :

aX’+bX+c=0

Théoréeme 10.33 (Cas Complexe)

Avec les notations précédentes, on note A = b? — 4ac le discriminant de I’équation carac-
téristique. On a alors

— Si A # 0: on note a; et a, les deux racines de 1’équation caractéristique. On a
S = {t > AeM! + pe®' | (A, u) € C?Y.

— Si A =0: on note « la racine double de I’équation caractéristique. On a
T ={t > (At +p)e™ | (4, p) € C*}.

En particulier, c’est un C-espace vectoriel de dimension 2.

Théoreme 10.34 (Cas réel)

Avec les notations précédentes, suppose que a, b et ¢ sont des réels. On note A = b* — 4ac
le discriminant de I’équation caractéristique. On a alors

— Si A > 0:onnote a; et ay le deux racines réelles de ’équation caractéristique. On a
T = {t — AeM! + pe™' | (A, 1) € R?}.

— Si A =0:on note « la racine double réelle de I’équation caractéristique. On a
Sy ={t— (At +pe* | (A, pu) € R?}.

— SiA < 0:onnote a+if et —iff le deux racines complexes conjuguées de I’équation
caractéristique. On a

T = {t — e“(Acos(Bt) + usin(Bt)) | (A, p) € R?}.

La encore ’ensemble des solutions est un R-espace vectoriel de dimension 2.
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—‘ Théoréme 10.35 }

Soit
ay” () + by (1) + cy(t) = Ae™ (E)
ou A et A sont des constantes complexes.
1l existe une solution particuliére de (E) de la forme t — Bt%e’! ot
— o = 0si A n’est pas une racine de I’équation caractéristique,
— a = 1si A est une racine simple de 'équation caractéristique,

— a = 2 si A est une racine double de I’équation caractéristique.

Exemple : On considére I’équation
Y’ () = 4y’ (1) +3y(t) = ¢’ cos(2t) (E)
On a e cos(2t) = R(e(1*2)!). On regarde alors
y" (1) — 4y (1) +3y (1) = M2 (E)

L’équation caractéristique est X> — 4X +3 = (X — 1)(X — 3). On a (1 + 2i) n’est pas une racine
de I’équation caractéristique. On cherche une solution sous la forme x — Be(!*?)!_ On trouve que
B € C vérifie :
B((1+2))*—4(1+2i)+3) =1
D’ou
1 1-1i

BT

1-1i

On en déduit que (E’) admet pour solution particuliére ¢t — — e'(cos(2t) +isin(2t)). En prenant

la partie réelle, on obtient que :
1 . ;
t— —g(cos(Zt) + 2sin(2t))e

est une solution particuliere de (E).

1
S ={t— —g(cos(Zt) +2sin(2t))e’ + Ae’ + pe® | (A, p) € R?}.
Exercice : Résoudre I’équation différentielle : y”” — (2cos0)y’ +y = e’ ou 0 € R.
4.4 Utilisation des séries entieres

Nous allons voir deux liens entre les séries entieres et les équations différentielles.

— On peut chercher une solution particuliere d’'une équation différentielle sous la forme d’une
série entiere.

Par exemple, résolvons,
(E) xy"+2y+xy=0
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On cherche une solution f développable en série entiére au voisinage de 0. On suppose donc

qu’il existe une série entiére ), a,x" de rayon de convergence R > 0 telle que
nz0

Vx €] =R R[, f(x) = i apx".
n=0
On a alors
f vérifie (E) Vx €] = R R[ xf”(x)+2f (x)+xf(x) =0

]

Vx €] - R,R| xZn(n—l)anx +ZZnanx +xZanx =0
— Vx€|]-RR]| Z n(n—1)a,x"1+2 Z na,x" ! + Z apx™! =
n=1 n=0 n=0

+00 +
< Vx€]-RR| Z(n +2)(n+ a1 x" + Z ap-1x" =0

+00
< Vxe€|]-RR[2a+ Z[(n +1)(n+2)aps +ap—1]x" =0

n=1

On trouve donc, par unicité du développement en série entiére que nécessairement, a; = 0
pour tout entier n > 1, (n+ 2)(n + 1)apq + ap—1 = 0.

On en déduit que pour n impair, a, = 0 et que pour n = 2p pair,
(=P
ayp = ————
? 7 (2p+1)!

Posons maintenant g la somme de la série entiére obtenue

Son rayon de convergence est infini. On a bien obtenu une solution de (E). Notons pour finir

que
sin x

X
f X

On peut alors vérifier qu’elle vérifie bien 1’équation.

On peut trouver le développement en série entiere d'une fonction en vérifiant qu’elle est solu-
tion d’'une équation « simple ».

Considérons par exemple
arcsin x

Vi—x?

On voit qu’elle est développable en série entiére sur | — 1, 1[ comme produit de deux fonctions
développables en séries entiéres. La fonction f est définie et de classe € sur | — 1, 1[. De plus
pour x dans cet intervalle

fix—

X .
1+ —arcsinx

Flx) = —=x = P ().

1 — x2 1—x2 1-—x2
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On en déduit que f vérifie I'équation différentielle :

(1-x%)y =xy+1

qui peut aussi s’écrire
, X N 1
ST YT T

On voit de plus que f(0) = 0 et donc f est I'unique solution du probléme de Cauchy

, X 1
y= 1—x2y+1—x2
y(0) =0

On cherche une solution g développable en série entiére au voisinage de 0 de cette équation
différentielle. On suppose donc qu’il existe une série entiére ), a,x" de rayon de convergence

n=0
R > 0 telle que
+00
Vx €] =R R[,g(x) = Z anx".
n=0
On a alors
f vérifie () &= Vxe|-RR[,(1- 2)f (x) xf(x)=1
— Vx€]-RR[(1- 2)Z:nanx 1—xZ:anx =1
+00 +00 +00
— Vx€|]-RR]|, Z na,x" ! — Z na,x™t — Z apx™ =1
n=1 n=0 n=0
+00 oo
< Vx€]-RR| Z(n + 1)ayx" — Z na,—1x" =1
n=0 n=1
+00
— Vx €] —R,R[,Z[(n +1)apy1 — na,_1]x" =1
n=0

On en déduit, en identifiant les deux séries entieres que
— Pourn=0,a;=1
— Pourn > 1, (n+ 1)ayy = nap—
On voit déja que seuls les coefficients impairs sont non nuls. Ce qui est normal car f est
impaire.
Cela donne que

IX3X---xX(2p—-1) 2X4X---X2p

Vp € N, a,, = ap eta = a
P ZP 2XAX---x2p O P T I3 x(2pH1)

Cependant, comme f s’annule en 0, on regarde les solution g telle que g(0) = 0 c’est-a-dire
ap = 0. On pose donc

(2PpD° 5p
g:xm
pzz(; (2p + 1!
. . : 2p)? s
On applique la méthode de D’alembert. On pose u;, = Wx P*1 On a donc
U _ 2+ DD (2p+ D!, 4p+DE o
up (2p+3)!  (2rp!)? 2p+2)(2p+3) '

On en déduit que la série a un rayon de convergence R=1> 0. D’oug = f.
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On peut maintenant revenir sur le théoréeme vu précédemment :

— Théoréme 10.36 |

Soit @ € R, la fonction x — (1 + x)“ est développable en série entiere et

+0co

Vx el - L1 (1+x)" = )

n=0

a(a=1)---(a—n+1) ,
= x".

Démonstration : On utilise la méthode de I’équation différentielle :

On pose f : x — (1 + x)?. On vérifie que f est dérivable et (1 + x)f’(x) = af(x) pour tout
xe]l-1,1].

Supposons que f est développable en série entiére (avec un rayon de convergence R). On pose f :

+00
x> D apx™.
n=0

En procédant comme précédemment on trouve que

+00

Vx €] - R R[, Z[(n + 1) apes + (n — @)ay]x" = 0.
n=0
Notons que comme on cherche une fonction qui vaut 1 en 0, on va prendre ay = 1. On alors

a—n
a
+1

VneN, a1 =

D’ou, par une récurrence immeédiate,

a(a—1)---(a—n+1)

Vne N,a, =
n!

Il ne reste plus qu’a prouver que cette série a un rayon de convergence 1 en utilisant la méthode de
ala—1)---(a—n+1)

D’Alembert. On pose u, = ' x". On a donc
n!
|un+1| |0{ B I’l|
= X — x.
|ty | n+l noe
Le rayon de convergence vaut bien 1. O
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Nous allons faire quelques rappels sur les espaces préhilbertiens réels puis étudier quelques endo-
morphismes particuliers des espaces euclidiens.

1 Rappels
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1.1 Définition

Définition 11.1 (Produit scalaire)

Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire une forme bilinéaire symétrique
définie positive. On a donc

— Yu € E, (o|u) et (u|e) sont linéaires
— VY(u,0) € E?, (ulo) = (v|u)

— Yu€E (ulu) 20

— VYu€E (ulu)=0 & u=0.

Définition 11.2 |

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire. Si de plus
cet espace est de dimension finie, on parle d’espace euclidien.

Matheux (David Hilbert : 1862 - 1943)

David Hilbert, né en 1862 a Konigsberg et mort en 1943 a Got-
tingen, est un mathématicien allemand. Il est souvent considéré
comme un des plus grands mathématiciens du xxe siécle. Il a
créé ou développé un large éventail d’idées fondamentales, que
ce soit la théorie des invariants, ’axiomatisation de la géométrie
ou les fondements de I’analyse fonctionnelle (avec les espaces de
Hilbert).

L’un des exemples les mieux connus de sa position de chef de file
est sa présentation, en 1900, de ses fameux problémes qui ont du-
rablement influencé les recherches mathématiques du xxe siecle.
Hilbert et ses étudiants ont fourni une portion significative de
Pinfrastructure mathématique nécessaire a 1’éclosion de la mé-
canique quantique et de la relativité générale.

Il a adopté et défendu avec vigueur les idées de Georg Cantor en
théorie des ensembles et sur les nombres transfinis. Il est aussi
connu comme ['un des fondateurs de la théorie de la démonstra-
tion, de la logique mathématique et a clairement distingué les
mathématiques des métamathématiques.

Définition 11.3

Soit E un espace préhilbertien. L application

Il E — R

x = x|l = v(xlx)

est une norme que l’on appelle norme euclidienne.

Exemple : Structure euclidienne canonique de R" : La structure euclidienne canonique de R” (c’est-
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a-dire celle pour laquelle la base canonique est une base orthonormée) est définie par

(o®) : R" — R
n
(X1, .. %n), (Y1, .-, Yn) = D XY
i=1

En particulier si on identifie R" avec .#,, 1 (R). Pour X, Y dans ., (R),

X|Yy=X"Y

Ci-dessus, XY € .#:(R) que I'on identifie 4 R.

Proposition 11.4

Soit E un espace euclidien et & = (ey,...,e,;) une base orthonormée. Soit u et v deux
vecteurs de E. Si on note
Uy 01
U=| : |etV=
Uy Up

les matrices colonnes des coordonnées de u et v dans la base Z4. On a

n

(ulo) = Zuivi =U"V =(U|V)

i=1

Théoreme 11.5 (Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt)

Soit (ey,...,e,) une famille libre de vecteurs de E. Il existe une famille orthonormale
(fis- -, fp) telle que, pour tout k € [ 1; p ]|, Vect(ey, ..., er) = Vect(fi, ..., fi).

Matheux (Jgrgen Pedersen Gram : 1850 - 1916)

Jorgen Pedersen Gram est le fils de 'agriculteur Peder Jorgen-
sen Gram et de Marie Magdalene Aakjaer. En 1868, il étudie a
Copenhague et en 1873 obtient son diplome. L’année suivante,
il écrit un article sur la théorie des invariants.

Gram travailla la majeure partie de sa vie dans le domaine des
assurances, c’est ainsi qu’il fonda en 1884 son entreprise, Skjold.
II fut le président du conseil danois de I’assurance de 1910 4 1916

A partir de 1888, il fait partie de ’Académie des sciences da-
noise. Le procédé de Gram-Schmidt fut énoncé en 1883 et en
1884, Gram recu la médaille d’or de ’Académie pour un travail
sur les nombres premiers.
Il décéda apres avoir été heurté par un vélo, durant un trajet qui
le menait vers I’Académie.
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Matheux (Erhard Schmidt : 1876 - 1959)

Il a soutenu en 1905 une these sur les équations intégrales a I'uni-
versité de Gottingen, sous la direction de David Hilbert.

Avec ce dernier, il est considéré comme 'un des fondateurs de
I’analyse fonctionnelle abstraite moderne.

En 1948, il fonde la revue Mathematische Nachrichten et en de-
vient son premier rédacteur en chef

Exemple : En Python si on suppose avoir une fonction scal qui permet de calculer le produit
scalaire de deux vecteurs. On peut écrire une fonction qui, a partir d’une liste de vecteurs renvoie la
famille orthonormale obtenue par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

def GS(1)
res = []
for e in 1 :
ftemp = e
for £ in res :
ftemp = ftemp - scal(e,f)x*f
res.append(ftemp / sqrt(scal(ftemp,ftemp)))
return(res)

1.2 Orthogonalité et projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien. On le considere comme un espace vectoriel normé par la norme
euclidienne notée ||.||

Proposition-Définition 11.6 (Orthogonal)

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien. On appelle orthogonal de F et
on note F+ = {u € E | Yo € F, (ulv) = 0} 'ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les
vecteurs de F. C’est un espace vectoriel.

— Théoréme 11.7 |

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie, F & F+ = E. On dit que F et F* sont
en somme directe orthogonale.

— ATTENTION |

Ce résultat n’est plus vrai si F n’est pas de dimension finie - voir exemple plus loin

Démonstration :

On a vu que F N F+ = {0}. Donnons deux démonstrations du fait que F + F* = E.
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— Premiere preuve : On procéde par analyse-synthése. On considere une base (fy,. . ., f,) ortho-
normée de F que 'on peut obtenir par orthonormalisation.

p
— Analyse : Soit x € E et (u,0) € F X F* tels que x = u + 0. On a donc u = Z)Liﬁ et
i=1

p
V=X—U=X-— Z Aifi. Par hypothese, (v|f;) = 0 ce qui signifie que

p
(x - Zaiﬁm) = 0= (x[fi) = L(filfi) = Ar.

De la méme maniére, pour touti € [[ 1; p ], (v|f;) = 0 et donc A4; = (x|f5).

— Synthese : soit x € E, on pose pour touti € [[1; p]],A = (x|f}). On pose alors u =
Zle Aifietv =x —v. Il est clair que u € F, u + v = x et le calcul précédent montre que
pour touti € [[1; p], (v|f;) =0 doncov € F*.

— Deuxiéme preuve : On considére cette fois une base non nécessairement orthonormée (f;, . . ., f;)
de F. On reprend le méme principe on veut écrire x = u + v avec u € F etv € F* c’est-a-dire

P
que u = Z AifietVie [[1; p]l, (v]f;) = 0. Cherchons encore les coefficients A;.
i=1

Le fait que (x — u|f;) = 0 donne :

p
(x|f) = Zai<ﬁ|ﬁ>

A
En prenant toutes les équations on trouve que le vecteur A =| : |doit vérifier 'équation
)LP
GA=X
(AlA) - (Hlf) (x[f)
G= : : et X = :
hlfp) -+ (Hlf) (xlfp)

La matrice G s’appelle la matrice de Gram de la famille.

Remarquons alors que la matrice G est inversible en effet son noyau est réduit a {0}. Cela se
Y1 P

déduit du faitque siY =| : |alorspourtoutie [[1; p]] Z yj(filfi) = 0 de ce fait
Yp =

p
YTGY = 3 ui ) ui(filf) =0

Jj=1

M-

1l
—_

1

or ce terme est juste (X yifil X y;fj) = Il X yifill5- On en déduit que tous les y; sont nuls car
(fis- .-, fp) est libre.

Finalement ce systéme a une unique solution A qui répond au probleme.
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O

Exemple : Donnons un exemple d’espace préhilbertien E et de sous espace vectoriel F tel que

+00
FX @& F # E.On pose E = {(up)nso | X, u2 < +oo} 'ensemble des familles de carré sommable.
n=0

Commencons par vérifier que c’est un bien un sous-espace vectoriel de RN. Pour cela, montrons
que si (Un)n>0 et (vn)ns>0 appartiennent a E alors la famille (u,v,),50 est sommable. En effet d’apres
I'inégalité arithmético-géométrique, pour tout n € N,

1
|unvn|< 5(u5-¥0i)

On en déduit que dans [0, +oo],
+00

+00 +00
<! 2 2
[tn0,| < 2 u,+ ) v,| <+
n=0 n=0 n=0

On en déduit que si (#p)n>0 et (v,)n>0 sont des éléments de E alors, pour tout (A, i) € R?,
(Au, + /w,,)2 = /lzu,zl + 2Apu,0, + ,uzv,zl

On en déduit que Y, (Au,+puv,)? converge. Cela montre que E est bien un sous-espace vectoriel.
n=0

On vérifie alors facilement qu’en posant pour U = (uy)ns0 €t V = (0p)n>0,

+00

(UIV) = ) upvy

n=0
on obtient un produit scalaire.

On considére alors F C E ’ensemble des suites stationnaires a 0. Pour tout entier m € N on note
d(m) € F la suite définie par
Vn e N,6(m), = Sum

Maintenant, pour toute suite U = (u,),>0 appartenant a F L ona, pour tout entier m,
0= (Ul6(m)) = um

Cela montre que F- = {0} etdonc F& F- =F C E.

Proposition 11.8

Avec les notations précédentes, si (fi,..., f,) est une base orthonormée de F alors pour
tout vecteur x,

p
pr(x) = ) Aifi o di = (xIf).
i=1

Démonstration : Cela a été vu dans la demonstration précédente. O

Définition 11.9

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie. On appelle projection orthogonale sur F et
on note pr la projection sur F parallélement d F*
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Remarque : Les démonstrations ci-dessus donne un moyen de calculer le projeté orthogonal d’'un
vecteur x (le vecteur u de la démonstration). Il faut utiliser la premiére si on a déja une base orthonor-
mée de F et la deuxiéme dans le cas contraire (a moins de calculer au préalable 'orthonormalisation
de la base).

Proposition 11.10

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout x de E,

d(x,F) = |lx = p(x) |-

C’est-a-dire que p(x) est le vecteur de F le plus proche de x.

Démonstration :

Pour tout v de F
d(v,x)> = (x—vlx—0)

(x = pr(x) + pr(x) — vlx — pr(x) + pr(x) —0)
Ix = pr(O)I3 +2(x = pr(x)|pr(x) = 0) +lIpr(x) = oll5.

Or pr(x) —v € F et x — pp(x) € F* donc (x — pr(x)|pr(x) — v) = 0. Finalement,

d(v,x)* = (x —vlx = 0) = |lx = pr(0)|I3 + lpr(x) = 0ll3 > [Ix = pr(x)ll3 = d(x, pr(x))™.
O

Exemple : On veut calculer

+00
inf / e '(t? — (at +b))%dt.
0

(a,b)eR?

On considére E = {f € €°(R,R) | t = e 'f(t) est intégrable}. En particulier, les fonctions poly-
nomiales appartiennent a E. C’est un espace vectoriel (sous-espace vectoriel de 4°(Ry, R)). On peut
aussi travailler avec E = R[X].

On pose alors le produit scalaire

V(f.g) € E% (flg) = / e F(1)g(t)dt.
0

Le fait que ce soit un produit scalaire est « classique ». Si on pose F = R;[X], la question est de
calculer d(X?, F)?. Pour cela on calcule P = pp(X?). Il est de la forme P = a + bX € F et on sait que
(X2 - P|1) = (X% - P|X) = 0. Calculons de maniére générale

+00 +00 +00
(X?]X9) :/ e " tPridt = (p+q)/ et = .. = (p+q)!/ e”'dt = (p+q)!
0 0 0

1pPP IPP
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On en déduit que a et b vérifient

a+b = 2
a+2b = 6
En résolvant, on trouve a = 4 et b = —2 et donc P = 4 — 2X. Pour finir, en utilisant le théoréme de

Pythagore
d(X* F)? = |1X* = pr(XO)II5 = 1IXP11% = llpr (XI5 = 24 — 8 = 16.

En conclusion,

+00
inf (2 = (at + b))?dt = 4.
Jnt /0 e (12 — (at +1))

2 Adjoint d’'un endomorphisme

Dans ce paragraphe E désigne un espace euclidien

2.1 Définition

Théoréme 11.11 (Théoréme de représentation)

Soit f une forme linéaire sur E. Il existe un unique vecteur a tel que
Vx € E, (alx) = f(x).

C’est-a-dire que 'application

est un isomorphisme.

Démonstration : Soit a € E. Notons ¢, = ®(a) I'application ¢, : x — (a|x). Il est clair que c’est une
forme linéaire. De plus I'application ® est bien linéaire car pour (ay, az) € E® et (A1, 1,) € R?,

Vx € E, (a1 + Aaaz|x) = A1 (a1]x) + A2 (az|x)
c’est-a-dire que

O(Aay + A2a2) = Paiai+d,a, = MPay + A2@a, = 11 P(a1) + 12D (az)

De plus @ est injective car pour a € E, si on suppose que ®(a) = ¢, est Papplication nulle alors
¢q(a) = (ala) = 0 donc a = 0.

Comme E est de dimension finie et que dim E* = dim E alors 'application @ : a — ®(a) = ¢, est un
isomorphisme. Elle est donc en particulier surjective. O

304



Proposition-Définition 11.12 (Adjoint d'un endomorphisme d’un espace euclidien) —

Soit u € Z(E). Pour tout y € E, I'application x — (u(x)|y) est une forme linéaire sur E.
Il existe donc un unique vecteur u, € E tel que

Vx € E, (u(x)|y) = (x|uy)

De plus, I'application y + u, est un endomorphisme de E. On I'appelle I'adjoint de u et
on le note u*. On a donc

V(x,y) € E% (u(x)ly) = (x|u"(y))

Démonstration : Soity € E, f, : x = (u(x)|y) est une forme linéaire car c’est la composée de u qui
est linéaire avec ¢, qui est une forme linéaire. On en déduit en utilisant le théoréme de représentation
qu’il existe un unique vecteur u, € E tel que ®(u,) = ¢, o u.

Vérifions maintenant que y +— uy est linéaire. Soit y;, y, dans E et A1, A; dans R, on veut vérifier
que
Uhiyi+hdays = Aluyl + /12”!/2

Or, pour tout x € E,

(x|up,y125y9,) = (u(x)|A1y1 + A2y2) par définition

A (u(x)|y1) + A2 (u(x)|y2) par linéarité du produit scalaire
A (xfuy,) + Az (x|uy,)

(x| A1y, + Aguy,)

On vient de monter que ®(uy,y,42,y,) = P(A1uy, + A2uy,). On peut conclure en utilisant I'injectivité
de ®. O

Exemple : Dans E = R* muni du produit scalaire usuel. On considére 'endomorphisme
u s (1, %2) > (o1 + x2, 3x1 — 2x3)
Pour tout x = (x1,x;) et y = (y1,y2) dans E on a

(ux)ly) = ((er+x2,3%1 — 2x2)|(y1, y2))
(1 + x2)y1 + (3x1 — 2x2)y2
x1(y1 +3y2) +x2(y1 — 2y2)
(1, x2) [ (y1 + 3y2, y1 — 2y2))

On en déduit que u* : (y1,y2) — (y1 + 3y2, y1 — 2y2).

2.2 Propriétés

Proposition 11.13 (Linéarité)

L’application u +— u* de .Z(E) dans .Z(E) est linéaire. Pour tout uy, u, dans -2 (E) et tout
A1, A5 dans R,
(/llul + Azuz)* = )Llui‘ + Azu;
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Démonstration : Par unicité de I’adjoint, il suffit de vérifier que pour tout x, y dans E,

((A1ur + A2uz) (%) |y)
A1 (ur (%) y) + A2 (u2(x)|y)
A (xlug () + A2 (x|uz (y)
(x| (Auy + A2uy)(y))

(x[(Ayur + Aauz)* (y))

Proposition 11.14 (Propriétés de I'adjoint)

1. Soit u,0 dans Z(E), (uov)* =v* ou™.
2. Soit u dans Z(E), (u*)* =u

Démonstration :

1. Soit x,y dans E,
(x|(u00)*(y) = (u(v(x))ly) = (v(x)|u*(y)) = (x|o"(u"(y)))

Cela montre bien que (u 0 v)* =v* o u™.
2. Soit x, y dans E,
(x[(u")"(y)) = (W (x)|y) = (x|u(y))

On en déduit que (u*)* = u.

Proposition 11.15 (Matrice de |'adjoint dans une base orthonormée)

Soitu € Z(E) et # = (ey, ..., ey) une base orthonormée de E. On a

Matz(u*) = (Matg(u))”

Démonstration : Notons A = Matgz(u) et B = Matgz(u*). Comme % est une base orthonormée,

pour tout (i, j) € [ 1; n]]?

Bi, jl = (u"(ej)le:) = (ejlule)) = ALj, ]
On en déduit que B=AT. O

Remarques :

1. On peut retrouver, via des calculs matriciels que u — u* est linéaire, que (v 0 0)* = v* o u* et
que (u*)* = u car ce sont des propriétés de la 'application A — AT de .#,(R) dans lui méme.

2. Cette propriété n’est plus vraie si Z n’est pas orthonormée.

Exemple : Sion reprend le calcul fait ci-dessus. La base canonique est orthonormée et on a

1 1 " 1 3
A = Mat(can)(u) = ( 3 _o ) et B = Mat(can) (") :( L o ) =AT
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Proposition 11.16 (Sous-espaces stables)

Soit u € Z(E). Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Le sous-espace vectoriel
F* est stable par u*.

Démonstration :

— Preuve matricielle On construit une base orthonormée £ de E en concaténant une base ortho-
normée Ar de F avec une base orthonormée %Br:. de F*.

Comme F est stable par u, la matrice A de u dans la base Z est de la forme

A =Matyz(u) = (%)

On en déduit que la matrice de u* dans cette méme base est

XTO)

Matg(u*) = AT = ( YT | 7T

Cela montre que F* est stable par u*.
— Preuve directe : Soit x € F*. On veut montrer que u*(x) € F*.

Pour touty € F,
u(y)eF+ 0

(ylu"(x)) = (u(y)lx) =

Le vecteur u*(x) est orthogonal & tout vecteur de F donc u*(x) € F*.

On a bien montré que F* est stable par u*.

3 Matrices orthogonales

3.1 Défintion

| Définition 11.17 |

Soit M € .#,(R). Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) La matrice M est inversible et M™' = M.
ii) Les colonnes de M forment une base orthonormée.

iii) Les lignes de M forment une base orthonormée.

Remarques :
1. Pour la condition i) il suffit de vérifier que MM T = I,, ou que MM = I,.

2. Dans les conditions ii) et iii) on a identifié les colonnes ou les lignes de la matrice a R" avec
son produit scalaire usuel.

Démonstration : Sionnote M = (ai])(i,j)e[[ 1.7 Ciles colonnes de M et que I'on note (bij)(i,j)e[[ Lon]?
les coefficients de M" M. On a

n

V(i) € [[1; n]l% by = C7Cy = ) anar; = (GIICy)
k=1
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On a donc que les colonnes de M forment un base orthonormée si et seulement si MM = I,
De méme les lignes de M forment une base orthonormée si et seulement si MM = I,,.

On conclut en utilisant que

MM=I, = MM' =1, = M'!'=M".

| Définition 11.18 |

Un matrice vérifiant les conditions ci-dessus s appelle une matrice orthogonale. On note O(n)
ou O, (R) l’ensemble des matrices orthogonales de ./, (R).

Remarque : On voit que M € O(n) <= M' € O(n).

Exemples :

1. Une matrice diagonale avec des éléments de {+1} sur la diagonale est orthogonale.
cosf —sind

2. Les matrices A = ( sinf® cos®

) sont orthogonales.

Proposition 11.19

Soit M une matrice orthogonale. Son déterminant appartient a {+1}.

Démonstration : 11 suffit de voir que MM = I, implique det(M)? = 1. ]

— ATTENTION |

2 s . 2 5 g .
Ce n’est pas une équivalence. Par exemple, la matrice ( 1 3 ) Son déterminant vaut 1

mais elle n’est pas orthogonale.

Proposition 11.20

Soit E un espace euclidien. Soit % une base orthonormée et %’ une autre base de E. La base
A’ est orthonormée si et seulement si la matrice de changement de base P est orthogonale.

Démonstration : Notons % = (ey,...,e;) et &' = (e},...,e;). Onpose pour touti € [[1; n]],C; =
Mat(e;) la i-ieme colonne de P. Comme % est une base orthonormée, pour tout (i, j) € [[1; n 1%,
(elf|e}) = (Ci|Cj). On en déduit que

la base #’ est orthonormée <= V(i,j) € [ 1; n]]?, (e”e}) = 0y
= V(i,j) € [1; n]]*,(CIC}) = &
& PeO0,(R)
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Définition 11.21 (Matrices orthogonalement semblables)

Soit A, B dans .#,(R). La matrice B est orthogonalement semblable a A s’il existe P € O,(R)
telles que A = P~'BP = PTBP.

Remarque : Quand on travaille sur des endomorphismes d’un espace euclidien, on veut la plupart
du temps ne considérer que des bases orthogonales. Contrairement au cas de la réduction des endo-
morphismes classique ou 'on considére des changements de bases en général, on va se restreindre
a des changements de bases entre bases orthonormées. On va donc chercher a « remplacer » une
matrice A par une matrice orthogonalement semblable le plus simple possible.

Proposition 11.22

La relation binaire # sur .#,(R) définie par A% B si et seulement si B est orthogonalement
semblable a A est une relation d’équivalence.

Démonstration : En exercice m]

Proposition 11.23

Soit n > 1. L’ensemble O, (R) des matrices orthogonales est un sous-groupe (multiplicatif)
de (GL,(R), X).

En particulier, le produit de deux matrices orthogonales est orthogonale et I'inverse d’une
matrice orthogonale est orthogonale.

Démonstration : On commence par remarquer que, par définition, toute matrice orthogonale est
inversible. On a bien O,(R) c GL,(R). Montrons que c’est un sous-groupe.

— Comme I, € O,(R), O,(R) # 0.
— Soit A, B dans O,(R), on pose C = AB™!. Montrons que C € O,(R). On vérifie que

C'C=((AB Y AB'=(BY)TATAB ' = BB =1,

On a bien montré que O, (R) est un sous-groupe de (GL,(R), X). O

3.2 Groupe spécial orthogonal et orientation

| Définition 11.24

On appelle groupe spécial orthogonal et on note SO, (R) ou SO(n) le sous-groupe de O,(R)
constitué des matrices orthogonales de déterminant 1.

Les matrices de SO, (R) s’appellent les matrices orthogonales positives ou directes. Les ma-
trices de O, (R) qui n’appartiennent pas a SO, (R) s’appellent les matrices orthogonales néga-
tives ou indirectes.

Remarque : On peut justifier que c’est un sous-groupe de O,(R) en voyant que c’est le noyau du
déterminant qui est un morphisme de groupes

det: 0,(R) — {1}
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Exemple : On considére 'espace euclidien R* muni du produit scalaire usuel. On veut construire
une base orthonormeée (u, v). Le vecteur u = (x,, y,) est nécessairement de norme 1. Cela signifie que
xZ 4+ y2 = 1. On sait alors qu'il existe 6 € R tel que u = (cos(6), sin(0)). Si on note alors v = (xy, yy).
Par hypothéses, v est aussi de norme 1 donc il existe ¢ € Rtel que v = (cos(¢), sin(¢)). De plus

0 = (ulv) = cos(0) cos(¢) + sin(0) sin(¢p) = cos(0 — @)

On en déduit que 0 — ¢ = 7[x], c’est-a-dire ¢ = 0+ 5[27] ou ¢ = 0 — Z[27]. Posons donc ¢; = 0+ 75
et ¢ = 0 — 7 ainsi que v; = (cos(¢), sin(¢1)) et v = (cos(¢@z), sin(¢z))

0+ 7

U1 u

Si on regarde les matrices de changement de bases P; et P, de la base canonique aux bases #; =
(u,01) et By = (u,02),0n a

P = cos(0) cos(¢1) ) 3 ( cos(8) —sin(0) ) et Py = ( cos(0) cos(¢z) )_ cos(0) sin(0)
) =

P71\ sin(@) sin(gy) |~ | sin(d) cos(6) sin(6) sin(¢z) _(sin(Q) —cos(0)

Ce sont bien sur des matrices orthogonales car ce sont des matrices de changement de bases entre
bases orthonormées. Cependant,

det(P;) = cos?(0) + sin®(0) = 1 et det(P,) = — cos*(0) — sin(9) = -1

On voit que P; € SO2(R) et P, ¢ SO,(R).

Proposition 11.25

On considére sur I’ensemble des bases orthonormées de E la relation binaire suivante :
BRB = det(P%) =1

1. La relation R est une relation d’équivalence.

2. Larelation R a deux classes d’équivalence.

Démonstration :

1. Evident
2. Soit # = (ey, ..., ey) un base orthonormée (il en existe par le procédé de Gram-Schmidt). On
considere %’ = (ey,...,e,—1,—€,) qui est obtenue en prenant l'inverse du dernier vecteur. 11
est clair que %’ est encore une base orthonormée. De plus la matrice de passage de & a %’
est
1 0 0
p= 0
1 0
0 0 -1



Comme det(P) = —1, les bases # et #’ ne sont pas en relation. Par contre, pour toute base
orthonormée %. Si on considere Q la matrice de changement de base de ¢ a % alors PQ est
la matrice de changement de base de € a #’. Comme det(PQ) = det(P) det(Q) = —det(Q), la
base % est en relation avec 4 ou avec Z#’.

La relation R a bien deux classes d’équivalence.

Définition 11.26 (Orientation)

Soit E un espace euclidien. On appelle orientation de I’espace E le choix d’une des deux classes
d’équivalence de la relation R.
Les bases qui appartiennent a cette classe s’appellent les bases orthonormées directes.

Remarques :

1. Le choix d’une orientation se fait la plupart du temps en choisissant une base # et en disant
que les bases orthonormées directes sont les bases qui appartiennent a la classe d’équivalence
de Z. 1l est important de comprendre que ce choix est purement arbitraire.

2. Dans le cas ou I'espace que l'on considere est R" avec le produit scalaire usuel ou ., (R)
avec le produit scalaire usuel. On oriente la plupart du temps ces espaces en prenant la base
canonique comme base directe.

3.3 Produit mixte

Proposition-Définition 11.27 (Rappel)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie notée n.
1. L’ensemble des formes n-linéaires alternées est de dimension 1.

2. Pour toute base & = (ey,...,e,), il existe une unique forme n-linéaire alternée f
telle que f(ey,...,e,) = 1. On appelle déterminant en base Z et on la note det .

Remarque : Le déterminant en base # = (ey, ..., e,) est la fonction qui permet de généraliser les
notions d’aire et de volume (algébrique). Elle prend comme unité le parallélotope construit sur les

n
vecteurs de la base 4 : V = {Z xie;i , (x1,...,xp) € [0, 1]"}
i=1

Proposition 11.28 (Changement de base)

Soit A, %’ deux bases de E. On note P la matrice de passage de & a #’.
On a dety = detu(%#’) X dety = det(P) dety

Démonstration : Il suffit de voir que ce sont deux formes n-linéaires alternées qui valent la méme
valeur sur #’'. O
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Proposition-Définition 11.29 (Produit mixte)

Soit E un espace euclidien orienté. Soit # et %’ deux bases orthonormées directes. On a
dety = dety.

On appelle produit mixte le déterminant en base 4 ou # est une base orthonormée directe.
Pour (x1,...,x,) € E" on note alors

[x1,...,x,] = d;t(xl, '

4 Isométries vectorielles d’'un espace euclidien

Dans cette section E désigne un espace euclidien

4.1 Définition

| Définition 11.30|

On appelle isométrie vectorielle ou automorphisme orthogonal un endomorphisme f de E qui
conserve la norme. Cela signifie qu’un endomorphisme f de E est une isométrie vectorielle si

)

Vu € E, [ f(w)] = [Jull

On note O(E) I’ensemble des isométries vectorielles de E.

Exemples :

1. Les symétries orthogonales.

Soit s la symétrie par rapport a F et parallelement a G. Montrons que s est une isométrie
vectorielle si et seulement si G = F*.

— On suppose que s est une isométrie. Soit x € Fety € G,on a
(s(x+yls(x+y)) = (x —ylx =) = lIx[I* = 2(xy) + llyl*

et
(x +ylx +y) = [Ix]I* + 2(x|y) + [ly|I*

Comme s est une isométrie,
Is(x+yI* = llx+yll* &= -2(xy) =2(xly) & xLy

On obtient que F C G* et donc F = G*.
— Soit u € E. 1l existe (x,y) € F X G tels que u = x +y. Comme G = F*, (x|y) = 0.

Le calcul précédent montre donc que |[s(u)]|? = ||u||?>. La symétrie s est bien une isomé-
trie.

En particulier les réflexions qui sont le symétries orthogonales par rapport a un hyperplan
sont des isométries vectorielles.
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2. Soit p la projection sur F parallelement a G. Si G # {0} (c’est-a-dire si p # id) alors p n’est pas
une isométrie vectorielle. En effet pour x un vecteur non nul dans G,

PGl =0 # [|x]i

3. Soit E un espace euclidien et # = (e, ..., e,;) une base orthornomée. Pour tout permutation
o € &,, on pose f, 'unique endomorphisme de E tel que pour touti € [[1; n]], fo(e;) = e (i)
n
On en déduit que pour tout vecteur u, si on note u = »; x;ie; alors
i=1

n

n
fo(u) = Z Xi€q(i) = Z Xo=1(i)€i
i=1

i=1

En particulier, comme % est une base orthonormée,

n n
IF@IP = > %%, = > xf = llul?
i=1 i=1

On voit que f; est une isométrie vectorielle.

— ATTENTION |

Par définition les isométries vectorielles sont des applications linéaires. On ne travaille pas
en géométrie affine. On ne considérera pas par exemple les translations.

4.2 Propriétés

Proposition 11.31

Toute isométrie vectorielle est un automorphisme.

Démonstration : Comme E est de dimension finie, il suffit de montrer qu’il est injectif. Or si f(u) =
0g alors ||f(u)|| = 0 ce qui implique que ||u|| = 0 puis u = 0g.

—{ Théoréme 11.32 }

Toute isométrie vectorielle préserve le produit scalaire. C’est-a-dire que si f est une iso-
métrie vectorielle,

V(u,0) € E% (f(w)|f (0) = (ulv)

Démonstration : Il suffit d’utiliser les identités de polarisation.

On suppose que f préserve la norme. Pour tout (u, v) € E?,

(f(]f(v)) 1 (I1f ) + fF@I* + 11 f (w) = fF)I?)

4
- i (If w+o)I* + I f(u - 0)])
- i(llu+v||2+||u—v||2)
= (ulo)
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Exercice : Soit f une application de E dans lui-méme qui conserve le produit scalaire :

V(u,0) € E% (f(u)|f(v)) = (ulo).

Montrer que 'application f est linéaire et que c’est une isométrie vectorielle.

Proposition 11.33 (Caractérisation des isométries vectorielles)

Soit f € Z(E).

Les assertions suivantes sont équivalentes
i) L’endomorphisme f est une isométrie vectorielle.

ii) Il existe une base orthonormée telle que son image par f soit encore une base ortho-
normeée.

iii) Pour tout base orthonormée, son image par f soit encore une base orthonormée.

Démonstration : Soit une et f € Z(E), On pose

— Evident.
— |ii) = i)|Soit & = (ey, ..., e,) la base orthonormée telle que, si pour touti € [[ 1; n ]|, on pose
e; = f(e;), alors #’ = (e}, ..., e;,) est encore une base orthonormée.

n n n
Soit u € E. 1l se décompose dans la base 8 : u = }, x;e;. Onaalors f(u) = 3 x;f(e;) = X x;e.
i=1 i=1 i=1

Dés lors
n

PP =)« = full?

i=1

Cela montre bien que f € O(E).
— On suppose que f € O(E). Soit = (e, ..., e,) une base orthonormée. On sait que

f préserve le produit scalaire donc, pour tout (i, j) € [ 1; n]]%

(f(e)lf(e;)) = (eilej) = &i;

Cela montre que la famille (f(ey), ..., f(e,)) est une base orthonormée.
O
— Corollaire 11.34
Soit Z une base orthonormée. Soit f € -Z(E) on a
f€O0(E) > Maty(f) € Ox(R)
Démonstration : On note % = (ey,. .., e,) une base orthonormée. Notons pour touti € [[1; n]],

e; = f(e;) et C; = Matg(e]). Notons pour finir A = Maty(f) de sorte que Cy,...,C, soient les
colonnes de A.

feO(E) < lafamille (e,...,e,) est une base orthonormée
= V() ell1:n]? () =3
> V(,j)e[[1;n]?, (Gi|Cj) = 6ij car (eile;) = (Ci|C}) puisque Z est orthonormée
& Matgz(f) € O(n)

314



Proposition 11.35

Soit f € .Z(E). L’endomorphisme f est une isométrie vectorielles si et seulement si f* =

=

Démonstration : Soit % une base orthonormée, notons A = Matgz(f) sa matrice dans la base

P
fEO(E) & A€0,(R) &= AT =A"!' & Maty(f*) =Maty(f!) & f=f"
O

Remarque : On peut aussi faire la démonstration directement sans avoir recours a une base.

Proposition 11.36

L’ensemble O(E) des isométries vectorielles est un sous-groupe (multiplicatif) du groupe
linéaire (GL(E), o).

En particulier, la composition de deux isométries vectorielles est une isométrie vectorielle
et I'inverse d'une isométrie vectorielle est une isométrie vectorielle.

Démonstration : On utilise la caractérisation usuelle des sous-groupes.

— L’identité est une isométrie vectorielle donc O(E) # 0.

— Soit f et g deux isométries vectorielles, il faut montrer que f o g~! est aussi une isométrie
vectorielle.

Soit u dans E, comme ¢ est un automorphisme, on peut poser v = g~!(u) (et donc u = g(v)).

lull = llg@)ll = lloll = [If @)l = I(f o g™ H (W)

Cela montre que f o g~! appartient 2 O(E).
On a bien montré que (O(E), o) est un sous-groupe de (GL(E), o). ]

4.3 Isométries directes et indirectes

Proposition 11.37

Soit f € O(E). On a
det(f) € {x1}

Démonstration : Soit % une base orthonormée. On a vu que A = Matz(f) € O,(R). On en déduit
que
det(f) = det(A) € {£1}
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| Définition 11.38 |

Soit f une isométrie vectorielle. On dit que c’est une isométrie directe si det(f) = 1 et que
c’est une isométrie indirecte si det(f) = —1.
On note SO(E) Iensemble des isométries vectorielles directes de E.

Exemple : Soit F un sous-espace vectoriel de E et G = F*. On considére la symétrie orthogonale par
rapport a F (et donc paralléelement a G). Soit % une base orthonormée de E construite en concaténant
une base orthonormée de F avec une une base orthonormée de G. On a

1 0 v+ v oo 0
0
1
Mat(f) =
-1
: . .0
0 v wov wor 0 -1

Si on note d = dim(G) la codimension de F, on a donc det(f) = (=1)<.

En particulier, si f est une reflexion et donc d = 1, f est une isométrie indirecte.

Proposition 11.39

L’ensemble SO(E) des isométries vectorielles directes est un sous-groupe (multiplicatif)
du groupe linéaire (GL(E), o).
On dit que SO(E) est le groupe spécial orthogonal.

Démonstration : 1l suffit de voir que c’est le noyau du morphisme de groupe

det: O(E) — {x1}
f — det(f)

Proposition 11.40

On suppose que 'espace vectoriel E est orienté. Un endomorphisme f appartient a SO(E)
si et seulement s’il transforme une base orthonormée directe en une base orthonormée
directe.

Démonstration :

— On suppose que f est une isométrie vectorielle directe. Soit % une base orthonormée
directe. On note %’ son image par f. On sait que dans ce cas

det(#') = det(f) x det(B) = 1

Ici, on note det le produit mixte, c’est-a-dire le déterminant dans une base orthonormée directe
quelconque (par exemple %).

On a bien montré que %’ était une base orthonormée directe.
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— On suppose qu’il existe base orthonormée directe % telle que son image par f est une
base orthonormée directe #4’. Le méme calcul que ci-dessus donne que det(f) = 1 et donc
f € SO(E).

4.4 Isométries vectorielles du plan euclidien

Dans tout ce paragraphe, E désigne un plan euclidien orienté c’est-a-dire un espace euclidien de
dimension 2 orienté.

Théoréeme 11.41 (Description de O,(R) et de SO,(R))

Soit 6 € R. On pose

cosf —sinf

sinf cos0 sinf —cosf

cosf sin@ )

R(6) = ( ) et S(0) = (

On a
SO2(R) ={R(0), 8 e R} et O2(R) = {R(0), 0 e R} U{S(0), 0 € R}

Démonstration : La démonstration a été fait précédemment dans le paragraphe sur 'orientation.
O

— Corollaire 11.42 |

1. L’application de (R, +) dans (SO2(R), X) qui associe a 6 la matrice R() est un mor-
phisme surjectif de groupe dont le noyau est 27Z.

2. Le groupe (SO;(R), X) est isomorphe a U = {z € C, |z| = 1}. En particulier, ¢’ est
un groupe abélien.

Démonstration :

1. On peut vérifier par le calcul que pour 6,6’ dans R, R(8 + 6’) = R(6) X R(8’). Comme de
plus R(0) = I, cela montre que 6 — R(0) est bien un morphisme de groupe de (R,+) dans
(502(R), X).

Il est surjectif d’apres le théoreme précédent. Pour finir, pour tout 6 € R, 0 appartient au noyau
si et seulement si cos(0) = 1 et sin(f) = 0 ce qui est équivalent au fait que 6 appartienne a
2.
2. 1l suffit de voir qu'un élément z de U est uniquement déterminé par son argument (a 27-pres)
et que de plus arg(zz’) = arg(z) + arg(z’)[2x].
O

Proposition 11.43

Soit f un endomorphisme de SO(E). Il existe un unique réel 6 a 2z-prés tel que dans toute
base orthonormée directe sa matrice soit R(6).
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Démonstration : Choisissons une base % orthonormée directe.

On sait que la matrice de f dans la base % appartient a SO, (R). Elle est donc de la forme R(6) ou 6
est déterminé de maniére unique a 2z-pres

Maintenant si %’ est une autre base orthonormée directe alors la matrice de passage P de # a %’
est aussi un élément de SO, (R). Comme SO, (R) est abélien,

Matg (f) = P"'R(6)P = R(6)P~'P = R(6).

| Définition 11.44 |

Avec les notations précédentes, on dit que f est une rotation d’angle 0 ou que 0 est une mesure

de f.

Remarque : Cela permet de définir la notion de la mesure de I’angle orienté entre deux vecteurs
non nuls. Si u et v sont deux vecteurs non nuls, on peut considérer les vecteurs unitaires associés
u = ”Z—” etov’ = ”z—“ On peut alors voir qu’il existe une unique rotation f qui envoie v’ sur v’. Si f

est la rotation d’angle 6, on dit que 6 est la mesure de I’angle orienté (u, ).

Proposition 11.45

Soit f une isométrie vectorielle indirecte. C’est une réflexion.

Démonstration : On choisit une base orthogonale directe 2. On voit que la matrice de f dans la
base # est de la forme S(6). On en déduit par le calcul que f? = id car S(0)? = L.

Donc f est une symétrie. C’est de plus une symétrie orthogonale car c’est une isométrie vectorielle.
On regarde le noyau de f —id. Comme f n’est pas id ni -id (qui sont des rotations) on en déduit que
le noyau de f — id est de dimension 1. C’est bien une réflexion.

O

Remarque : Notons 4 = (i, j) une base orthonormée directe. On note S(6#) sa matrice. Si on cherche
une équation de Ker(f — id) il suffit de résoudre :

((cos) —1)x+ (sinf)y = 0 sin(6/2) (—sin(0/2)x + cos(8/2)y) = 0
(sinf)x + (—(cosf) -1y = 0 cos(0/2) (sin(8/2)x — cos(0/2)y) = 0

Le vecteur u = cos (Q) i+sin (g) Jj est une solution. On en déduit que f est une symétrie par rapport

2
a Vect(u).
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— ATTENTION |

Soit f une isométrie vectorielle du plan euclidien.

— Si c’est une isométrie directe, c’est une rotation et il existe 0 tel que, pour toute base
orthonormée 4,

Matzs(f) = R(0)

— Sielle n’est pas directe, c’est une réflexion. Pour toute base orthonormée %, il existe
0 tel que

Mats(f) = S(0)

Dans ce cas, 0 dépend de la base Z. En particulier, on peut choisir 4 tel que

Mata() =50 =, |

Remarque : On peut faire ces calculs en identifiant un vecteur (x,y) avec le nombre complexe
z = x + iy. La matrice R(6) correspond alors a la multiplication par €. La matrice S(0) a z — €'z

En effet, si on note X = ( : )

xcosf —ysinf
xsinf + y cos 6

R(OX = (

) et S(0)X = ( xcosf+ysinf )

xsinf — y cos 0

On vérifie aisément alors que

efz = (xcosO —ysinf) +i(xsinf +ycosf) et ez = (xcosO+ysinf) +i(xsinf — ycos6)

4.5 Réduction des isométries vectorielles

On considére maintenant un espace euclidien orienté de dimension quelconque. Soit f une isométrie
vectoirelle, on va chercher une base % orthogonale, telle que Matg(f) soit la plus simple possible.
Remarquons pour commencer que f n’est pas nécessairement diagonalisable (dans R). Par exemple,
la rotation d’angle 7 dans R? a pour matrice dans la base canonique

0 -1
M= .
Cette matrice a pour polynéme caractéristique y = X2 + 1 qui n’a pas de racines réelles.

Afin de construire la base 4, la méthode est la suivante :

— Trouver un sous-espace vectoriel F de dimension 1 ou 2 stable par f; c’est le lemme A. On
saura décrire 'endomorphisme induit par f sur F car on connait les isométries vectorielles
sur les espaces vectoriels de dimension 1 ou 2.

— Comme on cherche a construire une base orthonormée, on s’intéresse alors a F*. On va mon-
trer que F* est encore stable par f; c’est le lemme B.

— On peut alors procéder par récurrence sur dim E.

Lemme 11.46 (Lemme A)

Soit f un endomorphisme (quelconque) de E. Si on suppose que E # {0} alors il existe une
droite ou un plan F stable par f.
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Remarque : Ce lemme est valable en général pour tout endomorphisme d’un R-espace vecto-
riel.

Démonstration :

— Premiere preuve : Soit A la matrice de f dans une base Z fixée de E. On sait que A admet une
valeur propre (éventuellement complexe). C’est-a-dire qu’il existe A € C et X € .#,1(C) non
nul tel que AX = AX.

— Si X est a coeflicient réels, alors A est aussi réel. Soit x tel que Matgz(x) = X, le vecteur
x est un vecteur propre et donc F = Vect(x) est stable par f.

— Si X n’est pas a coefficients réels, on pose X = U + iV avec (U, V) € .#,1(R)?. Posons
aussi A = a + iff avec a et ff réels. On a alors

AU = aU-pV

AX:AX:>A(U+iV):(a+iﬁ)(U+iV)=>{AV = BU+aV

Si on note alors u et v les vecteurs de E tels que Matgz(u) = U et Matz(v) = V. En posant
F = Vect(u, v) on voit que F est stable par f.

De plus, comme v n’est pas nul, F est une droite ou un plan.

Dans tous les cas, il existe une droite ou un plan F stable par f.

— Deuxieme preuve : On considére un polynoéme P non nul annulateur de f dans R[X] (que I'on
peut choisir unitaire). On peut prendre P = yf ou P = x.

Ce polynome se factorise dans R[X] comme un produit de polynémes irréductibles (que 'on

.

peut choisir unitaires ) : P = [] P;. Par définition, P(f) = Pi(f) o Po(f) o -+ o P.(f) = 0.2(p).
i=1

En particulier, il existe au moins un entier i € [[ 1; r || tel que P;(f) ne soit pas injectif.

Par symétrie, supposons que P; (f) n’est pas injectif et donc il existe un vecteur x non nul dans
Ker(P;(f)). On sait de plus que P; est un polyndme irréductible de R[X]

— Si Py estde degré 1. On a P; = X — A. On a alors que x est un vecteur propre associé a A
car (f — Aid)(x) = 0. On peut poser F = Vect(x) qui est stable par f.
— Si P; est de degré 2, on a P, = X% + aX + . On pose alors F = Vect(x, f(x)) qui est de
dimension 1 ou 2. Comme de plus, f2(x) = —af(x) — Bx, on en déduit que F est stable
par f.
Dans tous les cas, il existe une droite ou un plan F stable par f.

Lemme 11.47 (Lemme B)

Soit f une isométrie vectorielle et F un sous-espace stable par f alors F* est aussi stable
par f.

Démonstration : Soit x € F*. On veut montrer que f(x) € F*, c’est-a-dire que pour tout y € F,

(f()ly) =o.

Or f est un isomorphisme car c’est une isométrie vectorielle. Comme f(F) C F et que dim(f(F)) =
dim(F), on a f(F) = F. En particulier, pour y € F, il existe z € F tel que y = f(z). On en déduit
que

(fly) = (f)[f(2)) = (x]z) = 0

On a bien montré que F* était stable par f.
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Théoréeme 11.48 (Réduction des isométries - Version endomorphismes)

Soit f une isométrie vectorielle de E. Il existe une base orthonormée % de E tel que la
matrice de f dans la base % soit diagonale par blocs avec des blocs de la forme

Ry = ( cosf —sin6 ) € SO5(R); (1) € O1(R); (~1) € O;(R).

sinf cos6
C’est-a-dire, en regroupant les blocs,

Ry

1

Mats(f) = R

_Iq

Démonstration : On procede par récurrence sur la dimension de E.

— Initialisation : Sidim E = 1, les seules isométries sont id et —id.

— Hérédité : Soit n > 2. On suppose que la propriété est vraie pour tout les entier k < n. Soit E
de dimension n. On sait qu’il existe un sous-espace vectoriel F stable par f de dimension 1 ou
2. On sait que F* est aussi stable par f et que f la restriction de f a F* est une isométrie. On

peut donc lui appliquer I’hypothése de réccurence. Maintenant,

— Sidim F = 1 alors la restriction de f a F qui est une isométrie est id ou —id.

— SidimF = 2 alors la restriction de f a F qui est une isométrie vectorielle est soit une

cosf —sinf

sin®  cos ), soit une symétrie et on peut choisir une base

rotation de matrice Ry = (

, . . 1 0
orthonormée telle que sa matrice soit Sy = 0o -1 |

Il n’y a plus qu’a concaténer les bases.
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Corollaire 11.49 (Réduction des isométries - Version matrices)

Soit A une matrice orthogonale. Elle est semblable a une matrice D diagonale par blocs
avec des blocs de la forme

R, = cos® —sinf
9=\ sin® cos®

) € SO,(R); (1) € O3 (R); (=1) € O (R).

C’est-a-dire, en regroupant les blocs,

Ry

1

Mat(f) = R

Iy

_Iq

De plus, cela peut-étre obtenu par un changement de bases entre deux bases orthonormales.
C’est-a-dire qu’il existe P € O,(R) telle que

P'AP = PTAP = D.

4.6 Isométries vectorielles de I'espace
On va appliquer ce qui précede pour n = 3.

Par la suite E désigne un espace euclidien orienté de dimension 3.

Proposition 11.50

Soit w un vecteur unitaire de E. Il existe une unique orientation du plan H = Vect(w)" tel
que pour toute base orthonormée directe (u,v) de H, la base (u, v, w) soit directe dans E.

Remarque : On dit alors que H est orienté par le vecteur w. On peut d’ailleurs procéder dans I’autre
sens. Si on se donne un plan H, pour l'orienter, il suffit de choisir un des deux vecteur unitaires de
H*. On va essayer de décrire les éléments de SO(E) et de SO;(R).

— Corollaire 11.51 |

Soit A € SO3(R). Comme det A = 1, elle est semblable a une matrice de la forme

cosf —sinf 0
sin@ cosf 0
0 0 1

Démonstration : 1l suffit d’appliquer la réduction des isométries.

— S’iln’y a que des blocs de taille 1, on est de la forme voulue en posant 8 = 0 ou 6 = .
— Sinon, on a un bloc de taille 2 et un bloc de taille 1. Le bloc de taille 1 étant (1) car det(u) = 1.

O
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Définition 11.52 |

Soit w un vecteur non nul de E et 0 un réel. On appelle rotation d’axe autour de w et d’angle 0,
I'isométrie vectorielle laissant stable F = Vect(w) et tel que f la restriction de f a H = F* soit
la rotation d’angle 0. Si 8 = (u,v, w’) est une base orthonormée directe avec w' = w/||w||,
la matrice de f dans la base A est

cosf@ —sinf 0
Matz(f) =| sinf cosf 0

0 0 1
Remarques :
1. La droite vectorielle F s’appelle I’axe de f.
-1 0 O
2. Silangle vaut 7 et donc la matriceest| 0 -1 0 [, on dit que c’est un demi-tour.
0 0 1
3. 1l faut faire attention que si on change w en —w la rotation change car le plan H est alors
orienté dans l'autre sens.
4. La plupart du temps on prendra w unitaire.
5. On voit donc que dans les isométries vectorielles de I'espace il y a les rotations (qui sont les

éléments de SO(E)). Il y a aussi les réflexions. Mais, contrairement au cas du plan, il y en a

d’autre. Par exemple I’application u = —idg est un élément de O(E) mais pas de SO(E) car

det(u) = (=1)> = —1. Mais ce n’est pas une réflexion car aucun vecteur n’est invariant. De
-1 0 O

fait, c’est la composée du demi-tour de matrice| 0 —1 0 |et de la réflexion de matrice
0 0 1

1 0 O

=0 1 O

0 0 -1

Y Méthode : 1l faut savoir déterminer la matrice d’une rotation dont on connait w et 6 et inversement,
connaissant la matrice il faut savoir retrouver w et 0.

— Détermination de la matrice :

Proposition 11.53

Soit w un vecteur unitaire, 6 un réel et f la rotation d’angle 8 autour de w. Pour tout
vecteur u orthogonal a w, on a

f(u) = (cosO)u+ (sinf)(w A u).

Démonstration : 1l suffit de voir que, comme (u, w, u A w) est une base orthonormée directe
alors (u, w A u, w) aussi. De ce fait, la matrice de f dans cette base est

cosf —sinf 0
Matgz(f) =| sinf cosf 0
0 0 1

Le résultat en découle en regardant la premiere colonne. m]
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Soit w le vecteur w = (1, 2,0). On cherche la matrice dans la base canonique de R* de la rotation
autour de w et d’angle 6. Pour tout vecteur u = (x, y, z) on peut le décomposer comme somme
d’un vecteur colinéaire a w et d’un vecteur qui lui est orthogonal (car F et F+ sont en somme
directe si F = Vect(w)). On a

o Xx+2y
5

1
u w + g(4x— 2y, —2x — 3y, 52).

1 1
Maintenant w A g(4x - 2y,—2x — 3y,5z) = E(lOz, —5z,—10x + y). On a donc

X+ 2 cos 0 sin 0
f(u) = = y(l, 2,0) + - (4x — 2y, —2x — 3y,52) + T(lOz, —5z,—10x + y).
On peut alors en déduire la matrice ...
8 1 -4
— Détermination de I'axe et de I'angle : A l'inverse soit M = —| —4 4 -7 |. On vérifie
1 8 4

que M est bien un matrice orthogonale et que son déterminant vaut 1. L’endomorphisme f
canoniquement associé est donc une rotation de R®.

Pour déterminer ’axe il suffit de chercher les invariant c’est-a-dire le noyau de f — id. On

1
trouve w = —(3, —1, —1) en le prenant normé.

Vi1

1
Maintenant on prend un vecteur orthogonal a w et normé. On prend u = \/—_(1, 3,0).On a
10

cosd = (u, f(u)) = 1_78 et sin6 = (f(u),w Au) = Det(w,u, f(u)) = ¥81_1

tr(f)-1 7
2 18

On peut alors déterminer le signe de 6 en remarquant que sin 6 est du signe de [u, f(u), w]
pour u ¢ Vect(w). En effet, en posant u = a + kw on a

On peut aussi remarquer que tr(f) = 1+ 2 cos 6. On retrouve bien cos 0 =

la+kw, f(a) +kw,w] = [a, f(a),w] =sinf[a,w A a, w].

3 1 6

. . 1 . , .
Exercice : Soit A = - 1 3 -6 | Justifier que A € SO(3,R). Déterminer son axe et son

-V6 V6 2

angle.
On trouve w = (1, 1, 0) puis tr(A) = 2 d’ou cos 8 = % et donc 0 = +%. En prenant u = (1,0,0),
-1
1

V6

=\/€>0

S O =
S ==

donc 6 = ’—;
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1 Espérance d’une variable aléatoire discrete

Dans ce paragraphe, on se fixe un espace probabilisé (Q, o7, P). On ne considére que des variables
aléatoires discretes sur (Q, <7, P) a valeurs dans une partie de R.
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1.1 Cas des variables positives

Définition 12.1 (Espérance)

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans [0, +o0].

On appelle espérance de X et on note E(X) la somme de la famille (xP(X = x))xex(q)- On a
donc E(X) € [0, +o0].

Si cette somme est finie (c’est-a-dire si la famille (xP(X = x))xex(q) est sommable), on dit
que X est une variable aléatoire d’espérance finie.

OnnoteX € L' ouX € L'(Q, [0, +o0]) pour dire que X est une variable aléatoire d’espérance

finie.

Remarques :

1. On pourrait définir L'(Q, [0, +o0]) comme étant 'ensemble des variables aléatoires définies
sur (Q, &7, P) a valeurs dans [0, +o0] d’espérance finie. Cependant, on aimerait pouvoir « iden-
tifier » deux variables aléatoires étant égales presque surement. Pour cela il faudrait une notion
d’ensembles quotients qui ne sont pas au programme de CPGE. On se contentera donc de voir
X € L! comme une notation.

2. Cette année on oubliera la formule

E(X) = ) X(0)P({w})

weQ

En effet dans la majorité des cas, Q2 ne sera pas dénombrable et P({w}) sera toujours nul. Pour
utiliser une définition de ce genre, il faudrait développer une notion d’intégrale.

Exemple : On considére une variable aléatoire X qui suit la loi ¢ (%) On regarde Y = 2%, Clest
-a-dire que 'on lance une piece équilibré jusqu’a obtenir pile. Si on obtient pile au lancer n (pour la
premiere fois) on gagne 2" euros. Si on cherche I'espérance de cette variable on trouve

E(Y) = ipP(Y =p) = i 2"P(Y =2") = i 2"P(X =n) = i 2" (%)n = +o00.
p=0 n=1 n=1 n=1

Proposition 12.2

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans [[0,+o0]] = N U {+o0}. On a dans
[[0, +oo]],

E(X) = Z P(X > n)
n=1

Remarque : Soit X a valeurs entiéres. Pour tout n € N*, P(X > n) = P(X > n—1). Dans le cas ou
la variable ne prend que des valeurs finies, on a donc

E(X):iP(X>n):iP(X>n—l):iP(X>n)
n=1 n=1 n=0

Démonstration : Si P(X = +c0) = o # 0 alors E(X) = +o0 et, pour toutn € N, P(X > n) > a > 0.
Donc }, P(X > n) = +oo.

n=1

Supposons maintenant que P(X = +o00) = 0.
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On pose pour tout (n, p) € (N*)?,
{ P(X=n) sinzp
Upp =

0 sinon

n

3|/P(X=3) P(X=3) P(X=3) 0
2| P(X=2) P(X=2) 0 0
1[P(X=1) 0 0 0
1 p

2

D’apres le théoréeme de Fubini pour les familles a valeurs positives,

P PILTI LN DI

neN* \ peN* peEN* (neN* )

Or pour tout n > 1, », upp = nP(X = n) et pour tout p > 1, 3, up, = P(X > p). On obtient
pEN* neN*

E(X)= > nP(X=n)= > P(X > p)

neN* PpEN*

donc

Théoréme 12.3 (Espérance des lois usuelles)

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs réelles.
1. (Loi de Bernoulli) : Soit p € [0,1], si X ~ A(p) alors E(X) = p
2. (Loi binomiale) : Soit p € [0,1] et n € N*, si X ~ Z(n, p) alors E(X) = np

- (
- (
3. (Loi géométrique) : Soit p €]0, 1], si X ~ ¥ (p) alors E(X) = %
4. (Loi de Poisson) : Soit A € R}, si X ~ Z(A) alors E(X) = A

Remarques :

1. Dans le cas ou p = 0, 'espérance de ¢ (p) est +oo.
2. Il est facile de retenir 'espérance de la loi géométrique. En effet, si on lance un dé équilibré a

10 faces une infinité de fois. Il parait clair que le temps moyen avant le premier 10 est 10 = —.

10
Démonstration :
1. Voir le cours de premiére année
2. Voir le cours de premiere année

3. On utilise le résultat précédent

=

+00 +00
1
E(X)= ) P(X>n)=)gq e
n=0 n=0
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Ak e—A
4. On considére la série Z k '

keN k
Pour tout N € N,
N N N
)(k -1 Ak_l -1 /1k -1
Z ]fv - kellez ]:v et
k=0 k=1( - ! k=0 N=e

On a donc E(X) = A.

Théoreme 12.4 (Formule de transfert pour les variables positives)

Soit X une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X (Q) et a valeurs dans
R.. On a dans [0, +o0]

E(f(X) = ), fOP(X=x)

xeX(Q)

En particulier, f(X) est d’espérance finie si et seulement sila famille (f(x)P(X = x))xex(q)
est sommable.

Démonstration : Notons Y = f(X). Tous les termes étudiés seront positifs. On peut donc faire les

calculs dans [0, +o0]
DIwP(Y=y) = >y > PUXY)=(xy)

yeY(Q) yeY(Q) xeX(Q)

=), (XY =(xy)
(xy)eX(Q)XY(Q)
=) (XY =(xy)
(x,y)eX(Q)XY(Q)

y=f(x)

- Z fFOP((X,Y) = (x,y))
(x,y)eX(Q)xXY(Q)
y=f(x)

= ) fx) ) PXY) = (xy)
x€X(Q) yeY (Q)
y=f(x)

P(X=x)

= ), f@PX=x)

xeX(Q)
O

Exemple : Soit X ~ ¢ (p) avec p €]0, 1[. On cherche a calculer E(X?). D’aprés le théoréme
E(X?) = > K (1-p)*p

keN*

On considére la série entiére Y xX. On sait que son rayon de convergence vaut 1 et sa somme

k>0
+00 . 1
S:x+—>2x =
1—x
k=0
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En dérivant deux fois sur | — 1, 1|,

S"(x) x> Y k(k—-1)xF=
; (1-x)3

Alors

+00 +00

400 R

) ) ) B ~ 2x 1

QKT = D k(e = DX T D kT = ) (k= 05 ) kT = e
k=0 k=0

k=0 k=0

Finalement,

B0 =p Y K-yt =p | K2 L 2
k=0

En particulier, E(X?) < +oco donc X? est d’espérance finie.

Proposition 12.5 (Propriétés de |'espérance)

1. (Linéarité) : Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles positives. Dans
[0, +o0] :
E(X +Y) = E(X) +E(Y).

2. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes positives telles que X < Y. Dans
[0, +00], E(X) < E(Y). C’est-a-dire que si on suppose que X < Y et Y d’espérance
finie alors X est d’espérance finie et E(X) < E(Y).

3. Soit X une variable aléatoire réelle positive. Si E(X) = 0 alors X est nulle presque
surement c’est-a-dire que P(X > 0) = 0.

Démonstration :

1. Onpose Z=X+Y = f(X,Y) ou f : (x,y) — x +y. On a alors par le théoréme de transfert

dans [0, +c0].
E(X+Y) = D +pPX.Y) = ()

(xy)eX(Q)xY(Q)

= D XY =(ey)+ > yP(XY) = (xy)
(x,y)eX(Q)XY(Q) (x,y)eX(Q)XY(Q)

= D x DRV =(xy)+ )y > PIXY) = (xy)
xeX(Q) yeY(Q) yeY(Q) xeX(Q)

= E(X)+E(Y)

2. Onnote Z =Y — X > 0 de sorte que Y = X + Z. Par linéarité,
E(Y) =E(X) +E(Z) > E(X)

3. Supposons par 'absurde qu’il existe xo € X(Q) tel que xo > 0 et P(X = x9) > 0. Alors
xoP(X = x¢) > 0. Cela implique que

Z xP(X = x) > xoP(X = x0) > 0
xeX(Q)
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— ATTENTION |

Dans la démonstration de la linéarité, on décompose P(X + Y = z) en utilisant des termes
de la loi conjointe du couple (X,Y) : P((X,Y) = (x,y)) mais on ne les décompose pas en
P(X = x)P(Y = y). De ce fait, le résultat ne nécessite pas que les variables X et Y soient
indépendantes.

1.2 Cas des variables réelles ou complexes

On va généraliser la notion d’espérance au cas des variables aléatoires a valeurs dans R (mais pas
nécessairement positives) et dans C. On note K =R ou C.

Définition 12.6 (Espérance)

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs réelles ou complexes.

Elle est dite d’espérance finie si la famille (xP(X = x))sex(q) est sommable (c’est-a-dire que
E(|X]) < +c0).

Dans ce cas on appelle espérance de X la somme de cette famille :

E(X) = Z xP(X = x).

xeX(Q)

OnnoteX € L' ouX € L1(Q,K)

— ATTENTION |

Dans le cas ou X est une variable aléatoire et que 'on veut étudier son espérance.
— Si X est a valeurs réelles positives, on peut toujours définir son espérance dans
[0, +00].

— Si X est a valeurs réelles non nécessairement positives ou complexes, il faut tou-
jours justifier que la variable aléatoire est d’espérance finie avant de considérer son
espérance. Pour cela on étudie dans [0, +o0] Pespérance de la variable aléatoire |X|.

Remarque : On veut éviter les séries semi-convergentes car il n’y a pas lieu d’imposer un ordre de
sommation parmi les éléments de X (Q).

Exemple : On considére une variable aléatoire X qui suit la loi ¢ (%) On regarde Y = (-2)*. Clest
-a-dire que l'on lance une piece équilibré jusqu’a obtenir pile. Si on obtient pile au lancer n (pour la
premiere fois) on « gagne » 2" euros si n est pair et on « perd » 2" si n est impair.

Cette variable n’a pas d’espérance, en effet, pour savoir si la famille (xP(X = x))sex(q) on calcule
E(]Y]). On peut utiliser le théoréme de transfert

E(|Y|) = Z |(—2)n|P(X = n) = Z Z”P(X — n) — Z 2n (%) = 00,
n=1 n=1

n=1
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Définition 12.7 |

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs réelles ou complexes. Elle est dite centrée si
elle est d’espérance finie et que E(X) = 0.

Remarque : Si X € L!, la variable X — E(X) est centrée.

1.3 Propriétés de I'espérance

La plupart des propriétés vues sur 'espérance des variables aléatoires positives sont encore vraies
pour les variables aléatoires réelles ou complexes d’espérance finie.

Théoreme 12.8 (Formule de transfert)

Soit X une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X (Q) et a valeurs dans
K.

La variable aléatoire discrete f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille
(f(x)P(X = x))xex(q) est sommable. Dans ce cas,

B(f(X))= ), fP(X=x).

x€X(Q)

Démonstration : Par définition,

(f(x)P(X = x))xex(q) est sommable = (|f(x)|P(X = x))xex(q) est sommable
&= E(|f(X)]|) < +oo (transfert pour les variables positives)
& f(X) est d’espérance finie

Si on est dans ce cas, on peut appliquer les théoréme de sommations par paquets. Précisément,

DP(Y=y) = >y > PXY)=(xy)

yeY(Q) yeY(Q) xeX(Q)

- Z yP((X,Y) = (x,y))
(x,y)eX(Q)XY(Q)
_ Z yP((X,Y) = (x,y))

() eX(Q)XY(Q)
y=f(x)

_ Z FPUX,Y) = (x,y))
(x,y)eX(Q)XY(Q)
y=f(x)
= D, [ ), PXY) = (xy)
xeX(Q) yey (Q)
y=f(x)

P(X=x)

= > f@P(X=x)

xeX(Q)
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Proposition 12.9 (Propriétés de |'espérance)

1. (Linéarité) : Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles ou complexes d’es-
pérance finie. Soit A un scalaire, les variables AX et X + Y sont d’espérance finie

et
E(AX) = AE(X); E(X +Y) = E(X) + E(Y).

2. Soit X une variable aléatoire discrete réelle ou complexe et Y une variable aléatoire
discrete a valeurs positives. On suppose que |X| < Y et Y d’espérance finie alors X
est d’espérance finie et |[E(X)| < E(|X]|) < E(Y).

3. (Positivité) : Soit X une variable aléatoire positive alors E(X) est positive.

4. (Croissance) : Soit X et Y deux deux variables aléatoires discretes réelles d’espérance
finie si X < Y alors E(X) < E(Y).

Démonstration :

1. — D’apres I’énoncé du théoréme de transfert pour f : x — Ax.

X est d’espérance finie = (xP(X = x))sex(q) est sommable
=  (AxP(X = X))xex(q) est sommable
=  AX est d’espérance finie

Dans ce cas,
E(AX) = Z AxP(X = x) = AE(X)
xeX(Q)
— Onpose Z =X+Y.Onsait que |Z| = [X+Y| < |X|+|Y| donc si X et Y sont d’espérance
finie alors Z aussi. De plus, dans ce cas, en utilsant le théoréme de transfert pour f :
(x,y) = x +y,

E(Z) = D +yP(XY) = (xy)
(x,y)eX(Q)XY(Q)
= D x DR =(xy)+ >,y D, PUXY) = (xy)
xeX(Q) yeY(Q) yeY(Q) xeX(Q)
= Z xP(X =x)+ Z yP(Y =y)
xeX(Q) yey(Q)
= E(X)+E(Y)

2. On sait que |X| < Y et Y d’espérance finie donc E(|X|) < +co ce qui signifie que X est
d’espérance finie. De plus E(|X]|) < E(Y).

De plus, d’apres le théoréme de transfert,

B(IX)= >, KIP(X=x)>| > xP(X=x)|=[EX)

xeX(Q) xeX(Q)

3. Par définition
4. Par linéarité et positivité.
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Proposition 12.10

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles ou complexes. On suppose que X est
presque surement égale a Y.

1. La variable X — Y est d’espérance finie et E(X —Y) =0

2. La variable aléatoire X est d’espérance finie si et seulement si Y I'est. Dans ce cas,
E(X) = E(Y).

Remarque : Cet énoncé ne figure pas dans le programme; il faudrait le redémontrer le cas échéant.

Démonstration : On veut calculer E(X — Y). On commence par étudier E(|X — Y|). Dans [0, +o0],
d’aprés le théoréme de transfert,

E(X -Y|) = x - ylP(X =x,Y = y)
(2 y)eX(Q)XY(Q)
= > k-yPX=xY=y+ > |x-yP(X=xY=y)
(xy)eX(Q)XY(Q) (xy)eX(Q)XY(Q)
x=y X#Y
= 040

On en déduit que X — Y est d’espérance finie. On peut reprendre le caclul sans les valeurs absolues
/ modules pour obtenir que E(X —Y) = 0.

En écrivant X = (X—-Y)+Y on obtient que X est d’espérance finie si et seulement si Y est d’espérance

finie. Dans ce cas,
E(X) =E(X -Y)+E(Y) =E(Y)

Proposition 12.11

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes d’espérances finies. La va-
riable XY est d’espérance finie et

E(XY) = E(X)E(Y).

Démonstration :

— On suppose pour commencer que X et Y sont positives.

On pose Z = XY et f : (x,y) — xy. En appliquant le théoréme de transfert on sait que, dans
[0, +0o0].

E(Z2) = xyP((X,Y) = (x,y))
(xy)eX(Q)xY(Q)
= Z xyP(X = x)P(Y = y) par indépendance
(xy)eX(Q)xY(Q)

Z xP(X =x) | x Z yP(Y =y)

xeX(Q) yey(Q)
E(X).E(Y)
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En particulier, si X et Y sont d’espérance finie, alors XY aussi et E(XY) = E(X)E(Y).

— Dans le cas général, on applique le résultat ci-dessus aux variables | X| et | Y| ce qui prouve que
si X et Y sont d”espérance finie alors X'Y aussi et que la famille (xyP((X, Y) = (x,y))xex(Q)yev(Q)
est sommable. On peut donc écrire le méme calcul que ci-dessus.

2 Variance et écart type d’une variable aléatoire réelle

Dans ce paragraphe on se fixe un espace probabilisé (Q, <7, P).

2.1 Variables aléatoires réelle de carré sommable

| Définition 12.12 |

Soit X une variable aléatoire discrete réelle. On dit qu’elle est de carré sommable ou qu’elle
admet un moment d’ordre 2 si E(X?) < +o0.
Dans ce cas, on note X € L> ou X € LZ(Q, R).

Proposition 12.13

Soit X une variable aléatoire discrete réelle. Si X € L? alors X € L.

Démonstration :

— Premiere méthode : Il suffit de voir que

2
X| = '_X2<X2+1

+b

En effet, de maniére générale, pour (a,b) € R?, Vab < (comparaison entre la moyenne

géométrique et la moyenne arithmétique).

Maintenant, on suppose que X“ a une espérance finie, or la variable constante égale 4 1 a aussi
une espérance finie donc | X| aussi.

— Deuxiéme méthode : on peut procéder par disjonction. On calcule E(|X|) dans [0, +co] car |X]|
est une variable a valeurs positives.

E(|X]) = Z |x|P(X = x) (par transfert)
xeX(Q)
= Z |x|P(X =x) + Z |x|P(X = x)
x€X(Q) xeX(Q)
|x|<1 |x|>1
< D PX=x)+ > P(X=x)
xeX(Q) xeX(Q)
|x|<1 |x|>1
< 1+E(X?%) < +o0
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— ATTENTION |

C’est une méthode classique qu’il faut connaitre

Exercice : Soit X une variable aléatoire positive. Soit 0 < & < f. Montrer que X? est d’espérance
finie alors X* aussi.

Correction

on peut procéder par disjonction. On calcule E(|X|%) dans [0, +00] car | X|* est une variable
a valeurs positives.

E(|X|*) = |x|*P(X = x) (par transfert)
xeX(Q)
= Z |x|*P(X = x) + Z |x|*P(X = x)
xeX(Q) xeX(Q)
|x|<1 |x|>1
< D PX=x)+ > xfP(X=1x)
xeX(Q) xeX(Q)
|x|<1 |x]>1
< 1+E(X)%) < 4+

Théoreme 12.14 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit Y et Y deux variables aléatoires discrétes réelles. On suppose X € L? et Y € L2,

1. La variable aléatoire XY est d’espérance finie et
E(XY)?* < E(X*)E(Y?)

2. Il y a égalité si et seulement si X et Y sont proportionnelles presque stirement c’est-
a-dire s’il existe A € Rtel que P(X = 1Y) =1ouP(Y = AX) =1

Démonstration : On utilise la preuve « classique » de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
X% +Y?

Remarquons d’abord que | XY| = VX?2Y?2 <

pour tout A, X + 1Y € L? car

donc XY est d’espérance finie. On en déduit que

(X +AY)% = X% + 22XY + A*Y2.
Maintenant, on pose
P(1) = E((X + AY)?) = E(X? + 2AXY + Y?) = E(X?) + 2AE(XY) + A°E(Y?)
— SiE(Y?) = 0, comme Y est une variable positive, Y = 0 presque siirement. On en déduit que

XY = 0 presque strement et donc E(XY) = 0.

Il y a donc égalité : E(XY) = 0 = E(X?)E(Y?). On remarque que si on pose A = 0, alors
P(Y =0X) =P(Y = 0) = 1.

— On suppose que E(Y?) # 0. La fonction P est un polyndéme du second degré qui ne prend
que des valeurs positives donc son discriminant est négatif ou nul. Cela signifie que A =
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(2E(XY))? — 4E(X?)E(Y?) = 4(E(XY)? — E(X?)E(Y?)) < 0 et donc, en divisant par 4,
E(XY)?* < E(X*)E(Y?)

Regardons les cas d’égalité.
— On suppose que E(XY)? < E(X?)E(Y?). Cela signifie que A = 0 et donc il existe A,
tel que P(1g) = E((X + 4¢Y)?) = 0. On en déduit que X + AyY = 0 presque surement.
— On suppose qu’il existe A € R tel que X = AY presque surement. Comme (X = 1Y) C
(XY = AY?),P(XY = AY?) = 1 c’est-a-dire que XY est égale a AY? presque surement. On
en déduit que

E(XY)? = E(AY?)? = 22E(Y®)E(Y?) = E((A1Y)*)E(Y?) = E(X?)E(Y?)

—{ Corollaire 12.15 }

L’ensemble des variables aléatoires discretes a valeurs réelles ayant un moment d’ordre
2 est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des variables aléatoires discretes a valeurs

réelles

Démonstration : L’ensemble des variables aléatoires discrétes a valeurs réelles ayant un moment
d’ordre 2 n’est pas vide car il contient la variable nulle.

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs réelles ayant un moment d’ordre 2. Soit A
un réel. On pose Z = X + Y. On a alors Z? = X* 4+ 2AXY + 1Y% On en déduit que Z* est d’espérance

finie car c’est la somme de trois variables aléatoires d’espérance finie. On obtient ainsi que Z a un

moment d’ordre 2. m|

| Définition 12.16

Soit X une variable aléatoire discréte réelle telle que X € L*. On appelle variance de X et on

note V(X),
V(X) = E((X - E(X))?).

On appelle écart-type et on note o(X),

o(X) = VV(X).

Remarque : Comme X € L2, X — E(X) € L2

Proposition 12.17 (Formule de Konig-Huygens)

Soit X une variable aléatoire discréte réelle telle que X € L*. On a

V(X) = E(X?) —E(X)?

Remarque : On utilise souvent cette formule pour calculer, avec la formule de transfert la va-

riance : )

V(X) = Z x?P(X = x) — Z xP(X = x)

xeX(Q) xeX(Q)

336



Démonstration : En utilisant la linéarité de I'espérance :

V(X) = E((X — E(X))?) = E(X? - 2E(X)X + E(X)?) = E(X?) - 2E(X)* + E(X)? = E(X?) — E(X)?

O
Proposition 12.18
Soit X une variable aléatoire discréte réelle telle que X € L?. Soit a, b deux réels,
V(aX +b) = a®’V(X); 0(aX +b) = |alo(X).
Démonstration : 1l suffit de faire le calcul. O

Proposition 12.19

Soit X une variable aléatoire discréte réelle telle que X € L?. On suppose que V(X) = 0, il
existe alors A € R telle que X est presque surement égale a A.

Démonstration : La variable aléatoire (X — E(X))? est une variable aléatoire positive d’espérance
nulle. Elle est nulle presque surement et donc X = E(X) presque surement. m|

Proposition-Définition 12.20

Soit X une variable aléatoire discréte réelle admettant un moment d’ordre 2.
1. Elle est dite réduite si V(X) = 1.
X - E(X)
o(X)

2. Sio(X) > 0, la variable aléatoire est centrée est réduite.

2.2 Lois usuelles

Commencons par rappeler les variances des lois usuelles vues en premiére année

Proposition 12.21

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs réelles.
1. (Loi de Bernoulli) : Soit p € [0, 1], si X ~ Z(p) alors V(X) = pg = P(1 - p).
2. (Loi binomiale) : Soit p € [0,1] et n € N*, si X ~ ZA(n, p) alors V(X) = npq.

Passons aux lois vues cette année,

— Théoréme 12.22 |

Soit X une variable aléatoire discréte réelle.

1. (Loi géométrique) : Soit p €]0,1], si X ~ ¥ (p) alors V(X) = }%

2. (Loi de Poisson) : Soit A € R%, si X ~ Z(A) alors V(X) = A
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Démonstration :

2 1
1. On a déja vu que si X ~ ¥ (p) alors E(X?) = 17 - ; De ce fait,

1_4
p P

Do

VX)=E(XY) —E(xX)2= 2 _1_1_1
(X) = B(X) ~B(X) = - o =

2. Soit X ~ P(A).

D’apres la formule de transfert

E(X?) = Zkz

/lk/l

Zk
0 qkemd Ake—)k
B Z(k—z)!+z(k—1)!

)Lk/l

+)LZ i

:;Lz
k=0
= A+

On en déduit que V(X) = E(X?) —E(X)? = A2+ A1 - A% = \.

2.3 Covariance

On a vu que E(XY) n’était pas, en général égal a E(X)E(Y).

Proposition-Définition 12.23

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles telles que X € L? et Y € L2
On appelle covariance de X et Y et on note Cov(X,Y) :

Cov(X,Y) = E((X - E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)

Démonstration : Comme X — E(X) € L? et Y — E(Y) € L? leur produit a une espérance finie
et

E(X —E(X))(Y —E(Y))) = E(XY-E(X)Y - E(Y)X + E(X)E(Y))
E(XY) — 2E(X)E(Y) + E(X)E(Y)

E(XY) - E(X)E(Y)

Proposition 12.24

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles telles que X € L? et Y € L2.Si X et Y
sont indépendantes alors Cov(X,Y) = 0.
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Démonstration : On a déja vu que si X et Y était indépendantes alors E(XY) = E(X)E(Y) et donc
Cov(X,Y) =0. O

— ATTENTION |

Ce n’est pas une équivalence, on peut avoir deux variables non indépendantes telles que
Cov(X,Y) =0.

Exemple : On considére une variable aléatoire discréte X dont la loi est définie par X (Q) = {—1,0, 1}

et
P(X=-1)=P(X=0)=P(X=1) =

On pose alors Y = X2,
On voit que E(X) = 0. De plus X> = X donc

Cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y) =E(X®) —0=E(X) =0

Par contre X et Y ne sont pas indépendantes car P(X = 1,Y =0) =0 # P(X = 1)P(Y = 0).

Proposition 12.25

Soit E I’espace vectoriel des variables aléatoires discretes réelles admettant un moment
d’ordre 2. La covariance

Cov: EXE — R
(X,Y) > Cov(X,Y)

est une forme bilinéaire positive. De plus pour tout X dans E,

Cov(X,X) = V(X) = o(X)?

Démonstration : 1l suffit d’utiliser la linéarité de ’espérance. O

Remarque : La covariance se comporte presque comme un produit scalaire. Le presque venant du
fait qu’elle n’est pas définie, on peut avoir Cov(X, X) = V(X) = 0 sans que X ne soit nul. En effet
V(X) = 0 implique juste X = E(X) presque surement et pas que X = 0.

Proposition 12.26

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles telles que X € L? et Y € L2

ICov(X, V)| < o(X)o(Y)

Démonstration : 1l suffit d’utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec la définition Cov(X,Y) =
E((X - E(X))(Y - E(Y)) o
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— Corollaire 12.27 |

Soit Xi,...,X, des variables aléatoires discretes réelles telles que X; € L2 pour tout i €
[1;n].
1. On a

V(X + -+ X,) = Z V(X)) +2 Z Cov(X,, X))
i=1

1<i<j<n

2. Si on suppose que pour tout (i, j) € [[1; n]]%i# j = Cov(Xj, X;) = 0 alors

VG +- 4 X) = ) V(X))
i=1

Démonstration : Ce sont juste les formules classiques de développement par bilinéarité. O

Remarque : L’hypothese dans la deuxiéme partie de 1’énoncé est en particulier vérifiée si les
variables sont deux a deux indépendantes, ce qui est le cas si la famille (X, ..., X)) est indépen-
dante.

Exemple : On considére une suite infinie (X;);cn+ de variables aléatoires indépendantes qui suivent
toutes la loi de Bernoulli #Z(p) ou p €]0, 1].

Pour tout entier n > 1, on note Z, le rang du n-iéme succes :

Zn:w > min{i € N*  #{k <i, Xx(w) =1} =n}

Il est évident que Z,(Q) C [[n, +oo[[. De plus pour m > n, on veut décrire I’événement (Z, = m).
Pour cela il y a n — 1 variables parmi X, ..., Xj,—1 qui prennent la valeur 1 (les autres prennent la
valeur 0) et X, prend la valeur 1. Si on note ¥ I’ensemble des parties de [[1,m — 1]] de cardinal
n — 1 (ensemble qui n’est pas vide car on a supposé m > n. Pour toute partie K € .# on note K son
complémentaire dans [[1, m — 1]]

On a alors

Zu=m = [J|[ =D )X;=0|InX:=1)
Keot \ieK jeK

Comme % a (’:__11) éléments, on obtient que

m-—1

P(Z,=m) = ( )p"qm_”

n-1
Considérons maintenant (Y;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi

géométrique de parametre p. On note pour n > 1, T, = Y3 + - - - + Y;,. On cherche a vérifier que T,
suit la méme loi que Z,. On procede par récurrence sur n > 1.

— Pour n =1 c’est évident
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— Soit n € N* on suppose que T,, ~ Z,. On a alors pour tout m > n+1,
m—1

P(ur=m) = ) P(T,=)P(Yus=m—ilTy =)
i=n

m—1
= Z P(T, = i)P(Ypey = m — i) car Yyuy L T,
-1 4.
— X (l_ 1)pnqi—nqm—i—1p
— \n—1

n+1_m—(n+1)

q

Il
—_——
3
S
—_
~—
)

ou on a utilisé que

3

) B ¥ [ e R

Finalement

On a donc
E(Z,) =E(Y1+---+Y,) =np

et

1_
V(Z) = V(Y 4+ Y,) = n—2

3 Inégalités probabilistes et loi des grands nombres

La plupart du temps, il n’est pas possible de calculer les probabilités. On peut cependant obtenir des
inégalités.

3.1 Inégalités

Théoreme 12.28 (Inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire discrete réelle positive et a > 0. On a

P(X > a) < E&)

a

c’est-a-dire, aP(X > a) < E(X).

Remarque : L’inégalité est évidente si E(X) = +co.
Démonstration : Donnons deux démonstrations.

— (Premiére démonstration) : On découpe la somme qui va définir 'espérance selon que x soit
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supérieur ou inférieur a a.

E(X)

Z xP(X = x)
xeX(Q)
= Z xP(X =x) + Z xP(X = x)
xeX(Q) x€X(Q)
x<a xza
xP(X = x)

xeX(Q)
xza

Z aP(X = x)

xeX(Q)
xza

= aP(X > a)

\Y%

\Y%

— (Deuxieme démonstration) : On considere la variable aléatoire al (x4 de sorte que
all(x>q) < X

Par croissance,
aP(X > a) = E(al (xs4)) < E(X).

Matheux (Andrei Markov : 1856 - 1922)

Sous la tutelle de Tchebycheyv, il devint membre de I’Académie
des sciences de Saint-Pétersbourg en 1886.

Ses premiers travaux portent sur la théorie des nombres, les
formes quadratiques, les fractions continues, les limites d’inté-
grales et les convergences de séries.

Ses travaux sur la théorie des probabilités I’ont amené a mettre
au point les chaines de Markov qui peuvent représenter les pré-
mices de la théorie du calcul stochastique.

Il a officiellement pris sa retraite en 1905, mais a continué a en-
seigner jusqu’a la fin de sa vie.

Deés 1906, il commence ses recherches sur le calcul de probabi-
lités. Il introduit de facon précise les processus aléatoires et dé-
montre rigoureusement le théoréme de la limite centrale.

Exercice : Montrer que si ¢ est croissante et positive sur I. Soit Y une variable aléatoire discrete
réelle telle que Y(Q) C I. Montrer que

Vb € I tel que ¢(b) > 0,P(Y > b) < w
¢(b)

Théoreme 12.29 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X une variable aléatoire discréte réelle telle que X € L2.

Soit a > 0.
V(X)
a?

P(IX —E(X)| > a) <
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Démonstration : On a P(|X - E(X)| > a) = P((X — E(X))? > a?) or (X — E(X))? est une variable
positive donc on peut appliquer I'inégalité de Markov :

L BX=E(X))) _ V)

P((X —E(X))? > %) :

a? a

Matheux (Pafnouti Tchebychev : 1821-1894)

Il est connu pour ses travaux dans les domaines des probabilités,
des statistiques, et de la théorie des nombres.

Tchebychev reprend le vaste programme lancé par Jacques Ber-
noulli, Abraham de Moivre et Siméon Denis Poisson pour énon-
cer et démontrer de facon rigoureuse des théoremes limites,
c’est-a-dire pour établir les tendances asymptotiques des phéno-
menes naturels. Il établit une loi des grands nombres trés géné-
rale et donne une nouvelle et brillante méthode de démonstra-
tion basée sur l'inégalité énoncée par Bienaymé et démontrée
par lui-méme.

En théorie des nombres, Tchebychev obtint en 1848-1852 des ré-
sultats corroborant une conjecture de Gauss et Legendre relative
a la raréfaction des nombres premiers. Si ces résultats ne lui per-
mirent pas de démontrer la conjecture (le théoréme des nombres
premiers), ils lui permirent néanmoins de s’en approcher consi-
dérablement, et par ailleurs de démontrer une conjecture énon-
cée par Bertrand : « Pour tout entier n au moins égal a 2, il existe
un nombre premier entre n et 2n ».

Matheux (Irénée-Jules Bienaymé : 1796-1878)

Irénée-Jules Bienaymé, né a Paris le 28 aotit 1796 et mort a Pa-
ris le 19 octobre 1878, est un probabiliste et statisticien fran-
cais. Continuateur de I'ccuvre de Laplace dont il généralise la
méthode des moindres carrés, il contribue a la théorie des pro-
babilités, au développement de la statistique et a leurs applica-
tions aux calculs financiers, a la démographie et aux statistiques
sociales.

Il a énoncé en particulier 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
concernant la loi des grands nombres (1869). Il est aussi a l'ori-
gine de ce que 'on appelle aujourd’hui les arbres de Bienaymé-
Galton-Watson

Exemple : On considére une expérience aléatoire décrite par 'espace probabilisé (Q, o7), P) et A
un événement. On note p = P(A). Si on effectue de nombreuses fois (N) 'expérience de maniére
indépendante et que 'on note Xy le nombre de fois que I'événement A se réalise et si on note

Fy = WN la fréquence a laquelle I'événement A se réalise alors, il semble logique que Fy va étre
proche de p.
On voit que Xy — ZA(N, p). De ce fait, E(Xy) = Np et V(Xn) = Npq. On en déduit que

B(Fy) = p et V(Fy) = 2.
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Des lors, 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev affirme que, pour € > 0,

Pq

P(|FN —p| 2 ¢) < .
(IFn = pl > ¢) Ne?

On voit donc que, quand N tend vers +oo, P(|Fy — p| > ¢) tend vers 0 et cela pour toute valeur de
€.

Par exemple si on lance N fois un dé équilibré a 6 faces. Alors le dé fera 6 environ une fois sur 6 et
de ce fait, Fy ne devrait pas étre loin de 1/6. D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev affirme
que, pour £ = 5% = 1/20

5/36 1000

P(|Fy — 1/6] > 1/20) < S
(IFy = 1/6] > 1/20) N x (1/20)2 18N

De ce fait, si on veut étre sur a 90% que Fy ne différe de pas plus de 1/20 de 1/6, on doit prendre N
tel que

1000
—— <1-90/100 = 1/10
18N
c’est-a-dire
10000
N > = 555, 5.

18

Remarque : C’est un cas particulier de la loi faible des grands nombres que nous verrons plus
loin.

3.2 Loi faible des grands nombres

On peut généraliser 'exemple vu au moment de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Théoreme 12.30 (Loi faible des grands nombres)

Soit (X;)n>1 une suite de variables aléatoires discretes réelles deux a deux indépendantes,
suivant une méme loi et telles que pour tout n € N*, X,, € L2.

n
On pose S, = ), X; et m = E(Xj).
i=1

Dans ce cas, pour tout ¢ > 0,

>€)—>0.

n—oo

Remarques :

1. En statistiques, on s’intéresse souvent a reproduire une méme expérience de nombreuses fois.
Cela donne naissance pour chaque expérience a une variable aléatoire. De ce fait on récupére
une suite de variables aléatoires indépendantes et qui suivent la méme loi. On dit que c’est
une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées (iid).

2. Cela justifie le fait que I'espérance d’une variable aléatoire est bien ce que 'on obtiendra
(presque surement) en réalisant un treés grand nombre de fois une expérience.

Démonstration : (A savoir refaire) : Comme ci-dessus, E(S,;) = nm et donc E (57") = m. D’apreés

I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,




Maintenant,

S 1 1
1% (_”) = S V(Xi+-+X,) = =V(X)).
n n n
On a donc
S V(X
P ( = _ mf =z 5) X ( 21) 0.
n ne n—oo

Remarque : On dit que la variable S;” converge en probabilité vers E(X).

De maniere générale quand on se donne une suite de variables aléatoires, (Xy) et une variable aléa-
toire Y on peut définir plusieurs types de convergence :

— On dit que (Xk) converge en probabilité vers Y si, pour tout & > 0,
klim P(|Xx —Y|>¢) =0
— On dit que (X) converge presque surement vers Y si,

P(lim X; =) =1

Il y a une version « plus forte » qui s’appelle la loi forte des grands nombres qui dit que si les X; ont
une espérance finie alors

P(lim ﬁ:m)zl

n—+oo n

) A T; S_n N
C’est-a-dire que = converge presque siirement vers E(X).

4 Fonctions génératrices

4.1 Généralités

Définition 12.31 (Fonctions génératrices)

Soit X une variable aléatoire a valeur dans N, on appelle fonction génératrice de X la fonction

+00
Gy it E(tX) =Y P(X =n)t"
n=0

Proposition 12.32

La série entiere ), P(X = n)t" converge normalement sur [—1,1].
n=0

Démonstration : Sion pose f; : t — P(X =n)t" on a || fy||c = P(X = n). Or la série ZP(X =n)

n
converge (et est des somme 1) donc la série entiere converge normalement sur [-1, 1]. ]
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—{ Corollaire 12.33 }

Avec les notations précédentes

1. Le rayon de convergence de la série entiére ), P(X = n)t" est au moins 1.
n=0

2. La fonction Gy est continue sur [—1;1]

3. La fonction Gy est de classe € sur | — R,R[ donc sur | — 1,1

Démonstration :

1. Par définition du rayon de convergence.

2. La fonction Gx est la limite uniforme de fonctions continues qui convergent uniformément
car normalement sur [—1; 1]. La limite Gx est donc continue.

3. 11 suffit d’utiliser que R > 1.

Remarque : Le rayon de convergence peut étre plus grand que 1, par exemple pour une loi de
Poisson il est égal a +co. Il peut de méme étre juste égal a 1 on verra que c’est en particulier le cas si

X n’a pas une espérance finie.

La connaissance de Gx permet d’obtenir de nombreuses informations sur X.

Proposition 12.34

Soit X une variable aléatoire a valeur dans N.
Gy (0)
n!

1. Vne N,P(X =n) =
2. Gx(1) =1.

Exercice : Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On suppose que Gx = Gy. A-t-on
X=Y?A-t-onX ~Y?A-t-on X =Y presque surement ?

—{ Théoréme 12.35 }

Soit X une variable aléatoire a valeur dans N.
La variable aléatoire admet une espérance finie si et seulement si Gx est dérivable en 1.

Dans ce cas G} (1) = E(X).

Démonstration :

— On suppose que la variable aléatoire admet une espérance finie. Cela signifie que la série

>, nP(X = n) est convergente. De ce fait, en posant encore f, : t — P(X = n)t" la série des

n=0

dérivées }, f, converge normalement donc uniformément sur [0, 1] car ||f;||co [0,1] = nP(X =
nz0

n). On peut donc appliquer le théoréme de dérivation. La fonction Gx est dérivable en 1 et

+00

Gy (1) = Z nP(X = n)1"! = E(X).

n=0

— (Non exigible)
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On suppose Gx dérivable en 1. Pour tout ¢ € [0, 1[, G{.(t) = X nP(X = n) t""1 1l est clair que
n=1

la fonction t — Y nP(X = n)t""! est une fonction croissante sur [0, 1[. Elle admet donc une
n=0
limite (notée ¢) dans Ry U {+c0} en 17. Comme Gy est dérivable en 1, £ est fini.

Maintenant, pour tout entier N et pour tout ¢ € [0, 1],

+0o0

N
Z nP(X =n)t"! < Z nP(X = n)t"™!

n=0 n=0
En faisant tendre ¢ vers 1 on obtient que

N

ZnP(X:n)<{’

n=0

Ceci étant vrai pour tout entier N, la série ), nP(X = n) converge.
n=0

Remarques :

1. De méme si Gy est de classe €’ sur [0, 1], par le théoréme de transfert on obtient que
G{(1) = E(X(X - 1)) = E(X*) - E(X)

On peut en déduire que
V(X) = Gy(1) + Gy (1) = (Gx(1))?

2. On en déduit que si X n’est pas d’espérance finie alors le rayon de convergence de la série
entiere qui définie Gx est 1.

Proposition 12.36 (Fonction génératrice d'une somme)

1. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N.
Vt € [-1;1], Gx4y(t) = Gx(t)Gy(t)

2. Soit Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N,

Vt € [-1,1], Gxvnx, (1) = [ | G, (8)

i=1

Démonstration :

1. Pour t € [—1,1], les variables e/X et e!¥ sont indépendantes d’apres le lemme des coalitions.
On en déduit que

Gxay () = E(e"™*)) = E(ee') = E(e™)E(e") = Gx(£)Gy (1)

2. Le cas général se déduit par récurrence, du résultat précédent, en utilisant que pour touti €
[[2; n]], X; est indépendante de X; + - - - + Xj_;.
O
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4.2 Exemples

Nous allons établir les fonctions génératrices des lois usuelles.

— ATTENTION |

Il est bon de connaitre les formules mais il faut surtout savoir les retrouver.

1
1. Loi de uniforme : Soit X ~ % ({1,2,...,N}). Onapour toutk € [[1; N]|, P(X = k) = N

donc
1 X
. k
Gx.tl—)—Nk_Elt

1—tN
Elle est définie sur R. Sit # 1, on a Gx(t) = t. n

—t
2. Loi de Bernoulli : Soit X ~ Z(p) oup € [0,1].0naP(X =0)=1-petP(X =1) =p donc

Gx:t—>1—-p+pt=q+pt

Elle est définie sur R.
3. Loi de binomiale : Soit X ~ #(n,p) oun € Netp € [0,1]. On sait que 'on peut écrire X
comme somme de n variables de Bernoulli indépendantes. On a donc

Gx:t—> (1—p+pt)" =(q+pt)".

Elle est définie sur R. Cela se retrouve aussi en utilisant le bindme de Newton.
4. Loi de géométrique : Soit X ~ ¢4 (p) ou p € [0, 1[. On calcule :

+00
Gx(t) = > pg 'tk
k=1

+00
= 2% (@
qk:l
_b_at __»pt
ql—qt 1-—qt

Elle est définie sur ]—é, 1 [

5. Loi de Poisson : Soit X ~ (1) ou A € R}.

+00 k —

A A
Gx (1) = Z ke' th = et = M7,
k=0 ’

Elle est définie sur R.
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CHAPITRE 13
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6.2 Série géométrique de matrices . . . ... ... ... 388

6.3 Série exponentielle de matrices . ...... ... .. ... 389
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7.3 Image d'une partie connexe par arcs par une application continue ............. 394

Nous allons continuer a étudier les espaces vectoriels normés. Dans ce chapitre K désigne R ou C.
Sans précisions autre, E désignera un espace vectoriel normé dont la norme sera notée ||.||.

1

Topologie d’un espace vectoriel normé

1.1 OQuverts

Définition 13.1 (Ouverts)

Soit U une partie de E. On dit que c’est un ouvert de E si pour tout a dans U il existe § > 0
tel que la boule ouverte B(a, §) soit incluse dans U.

On peut dire que X est un ouvert ou que X est ouvert (sous-entendu un ensemble ouvert) voire
ouverte (une partie ouverte).

Remarques :

1.

La valeur de 6 peut dépendre de a.

2. Cela signifie que si U est un ouvert, tout point « a coté » d’un point de U est encore dans U.

Exemples :

1.

Dans R, un intervalle ouvert est ouvert. Par exemple U =)0, 1[. En effet soit a € U, on pose
min(|a — 1|, |al)
o= 5 et B(a,0) =]la—96,a+6[C]0,1[=U.

Dans R, 'ensemble [0, 1] n’est pas un ouvert. En effet, pour a = 0 et pour § > 0, la boule
B(a, §) n’est pas inclus dans |0, 1[.

Les parties 0 et E sont des ouverts. Ce sont les ouverts trivaux.

Soit E = K,[X]. On considére la norme définie par

n
k
[-lloo : P = § X" 1 |[Plleo = max |ay]
k=0

On pose F = {P € E, P(1) > 0}. Montrons que F est un ouvert.

350



Soit P € F. On a donc P(1) = 3 ax > 0. On cherche donc § > 0 tel que pour tout polynoéme
k=0
Q€L ||P-0Q|w < éimplique que Q € F.Or Q(1) = P(1) + (Q — P)(1).

n

Onnote Q —P = Y rX*. Onvoit ||P - Q|| < & implique que pour toutk € [[0; n]), [re] < 8
k=0

et donc |(Q — P)(1)| < (n+1)4.

P(1)
2(n+1)

Finalement, en prenant § = on obtient que si ||P — Q|| < & alors

P(1) _ PQ)

= >0
2(n+1) 2

Q(1) =P(1)+(Q-P)(1) > P(1) - (n+1)

On en déduit donc que Q € F.

d
5. Soit E = K[X]. On considére encore la norme définie par ||.||e : P = Y @ X* — ||P|leo =
k=0
max |ag|.
k

Montrons cette fois que F = {P € E, P(1) > 0} n’est pas un ouvert.

On doit montrer qu’il existe P € F tel que pour tout § > 0, il existe Q € E tel que ||Q—Pl|c < &
etQ¢F.

Prenons par exemple P = X qui appartient a F car P(1) = 1 > 0. Pour tout § > 0, posons
&’ €]0,5]. Il existe n € N tel que né” > 1. 1 suffit alors de poser

Q=P- an 5 x*
k=0

Onvoit que ||[P-Qlle = I| X}_, XKl =8 < Setque Q(1) = P(1)-X[_, 8 <1-(n+1)d < 0.
On en déduit que Q ¢ F.

Proposition 13.2

Une boule ouverte B(a,r) de E est un ouvert de E.

Démonstration : Soit x € B(a,r). On a donc d(x,a) < r. Soit ¢ tel que d(x,a) + ¢ < r. On a que
B(x,¢) C B(a,r).

En effet pour y € B(x, ¢),

ly —all < Iy =)+ (x = a)l| <d(x,y) +d(x,a) < d(x,0) +¢ <.
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Proposition 13.3

Notons .7 I'ensemble des ouverts de E.
1. Les ensembles 0 et E appartiennent a .7

2. L’ensemble .7 est stable par intersection finie. C’est-a-dire qu’une intersection finie
d’ouverts est encore un ouvert.

3. L’ensemble .7 est stable par union quelconque. C’est-a-dire qu’une union d’ouverts
est encore un ouvert.

Remarques :

1. Un moyen mnémotechnique pour retenir que c’est une intersection finie est (IFO).
2. L’ensemble des ouverts n’est pas stable par intersection quelconque. Par exemple si on pose
I, =]0,1+ %[ qui est un ouvert de R. Alors I = ﬂ I, =]0, 1] qui n’est plus ouvert.

neN*
3. (Hors programme) L’ensemble .7 des ouverts de E est ce que I'on appelle la topologie de E.

Démonstration :
1. Déja dit.

n
2. Soit Uy, ..., U, des ouverts et x € () U;. On sait que comme tous les U; sont des ouverts, pour
i=1
chaquei € [[1; n]] il existe r; tel que B(x,r;) C U;. Il ne reste plus qu’'a poser r = 11112’1 r; pour
Ish

n n
constater que B(x,r) C () U; et donc () U; est ouvert.
i=1 i=1

n

3. Soit (U;);e; une famille d’ouverts. On considére U = |J U;. Soit x € U. Il existe i € I tel que
i=1

x € U;. Comme, pour ce i, U; est ouvert, il existe r > 0 tel que B(x,r) c U; € U. On a bien que

U est ouvert.

O

Exemple : On considére R muni de la norme ||.||co (qui est la norme produit en voyant R = R xR
et en prenant |.| comme norme sur R). Pour a < b et c < d, X =]a, b[X]c,d[ est un ouvert.

Proposition 13.4

Soit (Eq, Ny),. .., (En, N,) des espaces vectoriels normés. On considere ’espace vectoriel
normé produit (E; X - -+ X E,;, N) ou N est la norme produit. Pour touti € [[1; n]|, on
considére un ouvert U; de E;. L’ensemble produit X = U; X --- X U, est un ouvert de
(E1 X ---XE, N).

Démonstration : Soit x = (x1,...,x,) € X.Pourtouti € [[1; n]],il existe §; > 0 tel que B;(x;, d;) C
U;. Posons § = min{J;, 1 < i < n}. Montrons que By(x, ) C X.

Soity = (y1,...,yn) € Bn(x, ). Par définition, pourtouti € [ 1; n]], Nj(yi—x;) < N(y—x) < < J;.
On en déduit que y € X.

On a bien montré que X était un ouvert de (E; X - -+ X E,, N). O
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1.2 Voisinages

| Définition 13.5 |

Soit a € E. Un voisinage de a dans E est une partie X de E telle qu’il existe 5 > 0 tel que
B(a,d) C X.

Remarques :

1. On peut aussi dire que X contient un ouvert contenant a.

2. Dans le cas ou E = R on étend la notion de voisinage pour définir les voisinages de +oo et de
—oo0. Un voisinage de +co contient un intervalle de la forme [M, +co[ quand un voisinage de

—oo contient un intervalle de la forme | — co, m].

— ATTENTION |

Ne pas confondre les notions de voisinages et d’ouvert. Quand on parle d’un voisinage on
parle toujours d’un voisinage d’un point. De fait, un ouvert est une partie de E qui est un

voisinage de tous ses points.

Exemple : Dans R, [0, 1] est un voisinage de % Par contre, ce n’est pas un voisinage de 1.

Proposition 13.6

Soit a € E.
1. Soit V4, ..., V, une famille finie de voisinages de a dans E, I'intersection (I, V; est
encore un voisinage de a.

2. Soit (V;)ier une famille de voisinages de a dans E. L’union J;¢; V; est encore un

voisinage de a.

Démonstration : Il suffit de reprendre la démonstration de la proposition analogue dans le cas des

ouverts.

Définition 13.7 (Propriété locale)

Soit P une propriété. On dit qu’elle est vraie au voisinage d’un point a de E, s’il existe un voisi-
nage de a ou elle est vérifiée. Il est équivalent de dire qu’il existe une boule ouverte contenant
a (ou méme centrée en a) ou la propriété est vraie.

Exemple : La fonction (x,y) — x? cos(y) est bornée au voisinage de a = (2, 1).
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1.3 Fermés

| Définition 13.8

Une partie X de E est un fermé si son complémentaire est ouvert.
On peut dire que X est un fermé ou que X est fermé (sous-entendu un ensemble fermé) voire
fermée (une partie fermée).

Exemples :

1. Dans E = R, un intervalle fermé X = [a, b] est fermé. En effet son complémentaire CeX =
| — o0, a[U]b, +o0] est ouvert.

2. Les parties 0 et E sont fermées.

— ATTENTION |

La notion d’ouverts et de fermés ne sont pas contraire I'une de 'autre. Une partie peut-étre
ouverte et fermée (par exemple E en entier) comme elle peut étre ni ouverte ni fermé (par
exemple 0, 1]).

Proposition 13.9 (Propriétés des fermés)

1. Soit X une partie de E, X est un ouvert si et seulement si CgX est un fermé.
2. Soit (X3, ..., Xpy) une famille finie de fermés. L’union |J!; X; est un fermé.

3. Soit (X;)ies une famille de fermés. L’intersection ();c; X; est un fermé.

Démonstration :

1. Soit X C E,
CeX fermé = (g (CEX) ouvert <= X ouvert

2. Par définition, pour touti € [[1; n]], CgX; sont des ouverts. On a alors

U Xi|= ﬂ CeXi

1<i<n 1<i<n

Ce

Donc Cg ( U Xi) est un ouvert,d’ou |J X; est un fermé.

1<i<n 1<i<n
3. Cela se démontre en passant au complémentaire comme ci-dessus.

Proposition 13.10

Soit (E1, N1),. .., (E,, N,) des espaces vectoriels normés. On considere 1’espace vectoriel
normé produit (E; X - -+ X E,, N) ou N est la norme produit. Pour touti € [[1; n]], on
considere un fermé F; de E;. L’ensemble produit Y = F; X --- X F,, est un fermé de (E; X
-+« X Ep, N).

On dit qu’un produit fini de fermés est fermé.
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Démonstration : Montrons que U = (Y est un ouvert.

Soit x = (x1,...,x,) € E,

xelpY = =x¢Y
— —|(\7’i€ [[1;n]]xl-€Fl-)
— EIiE[[l;n]]x,-eéFi

Pour touti € [[1; n]] on note U; = CEiF,- etonpose Z; = E; X --- X Ej_1 X U; X - - - X E,,. L’ensemble
Z; est 'ensemble des éléments (x1,...,x,) € E tel que x; € U; c’est-a-dire, x; ¢ F;.

Cey = U Z
i=1

n
Comme, pour touti € [[1; n]], Z; est un ouvert comme produit d’'un nombre fini d’ouverts, | Z;
i=1

On a donc

est ouvert comme union finie d’ouverts et donc Y est un fermé. m|

Proposition 13.11

Les boules fermées et les sphéres sont fermées.
En particulier les singletons qui sont les sphéres de rayon 0 sont des fermés.

Démonstration :

— Commencons par le cas des boules fermées. Soit B la boule (fermée) de centre a et de rayon
r > 0, son complémentaire CgB = {x € E | d(x,a) > r} est un ouvert. En effet soit x € CgB,

d(x,a) > r.Sion pose § tel que d(x,a) —§ > r (on peut prendre par exemple § = %)
alors B(x,8) ¢ CgB. En effet, pour tout y € B(x, ),

ly—all =1l(y—x) + (x —a)l| > [lx —all - ly - x[| > d(x.,a) =6 >r.

On a bien montré que CgB était un ouvert et donc B est un fermé.

— Traitons le cas de la sphere fermée S = S(a,r) = {x € E | d(x,a) = r}. Il suffit de remarquer
que S = B(a,r) N CgB(a, r). Cest donc l'intersection de deux fermés. !

O

Exemples :
1. Toute partie finie de E est un fermé car c’est une réunion finie de singleton qui sont des fermés.

2. Pour toutn € N*, I,, = [%, 1] est un fermé mais U I, =]0,1] n’est pas fermé.

neN*

1. On peut aussi le faire a la main. On montre que CgS est un ouvert. Soit x € CgS. On a donc d(a,x) #r.
— Sion est dans le cas ol d(a, x) > r Pargument ci-dessus est encore valable.
— Sion est dans le cas ou d(a,x) < r on a un argument analogue.

On a donc que CgS est un ouvert et donc S est un fermé.
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1.4 Points intérieurs et intérieur

Définition 13.12 (Points intérieurs)

Soit X une partie de E.
1. Un point a de X est dit intérieur a X s’il existe § > 0 tel que B(a, d) C X.
2. L’ensemble des points intérieurs de X s appelle l'intérieur de X. Il se note X.

Par définition, X cX.

Remarque : Un point a de X est donc un point intérieur a X si X est un voisinage de a.

Exemples :

1. Soit X =]0, 1]. Les points a appartenant a |0, 1| sont des points intérieurs a X. Par contre a = 1
n’est pas un point intérieur. On a donc X =]0, 1[.
2. Soit B la boule fermée de centre a et de rayon r. Ses points intérieurs sont ceux qui sont dans

la boule ouverte de centre a et de rayon r. C’est-a-dire B(a, r) = B(a, r). En effet,

— six € B(a,r), comme B(a,r) est un ouvert, il existe § tel que
B(x,6) € B(a,r) C B.

— six ¢ B(a,r) on a donc d(a,x) = r. Maintenant pour tout § > 0, on pose

X—a

y=x+0——r0
2[|x — all

On a donc

o
ly -l =

donc y € B(x, ) mais
I}
y—a=y-x+x—-a=|1+ ——||lx—al > |[x—a| =r.
2||x — all

Donc y ¢ B. On en déduit que x n’est pas intérieur.
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Proposition 13.13

Soit X une partie de E.
1. Son intérieur X est ouvert et cest le plus grand ouvert contenu dans X.

2. On a donc : X ouvert < X = X.

Démonstration : Il est clair que X est inclus dans X. Il reste & montrer que X est un ouvert et que
tout ouvert inclus dans X est inclus dans X.

— Soit U € X un ouvert inclus dans X, alors U C X. En effet soit x € U, comme U est ouvert il
existe une boule B(x, §) centrée en x qui est inclus dans U et donc dans X. De ce fait, x est un
point intérieur a X. On a bien U C X.

— Pour montrer que X est ouvert on va montrer que

X = hJU

vcX
U ouvert
c’est-a-dire que X est I'union de tous les ouverts contenu dans X. Posons, Y = (J U, on
UvcX
U ouvert

vient de voir que Y C X.

Soit x € X , par définition, il existe § > 0 tel que B(x,d) C X. En particulier, B(x, §) est un
ouvert contenu dans X. On en déduit que

xeB(xd) CY

Cela montre que x € Y.

On a bien montré que X estle plus grand ouvert contenant X. O

Exercices :

1. Determiner Q

2. Déterminer 'intérieur d’un sous-espace vectoriel strict.

1.5 Points adhérents et adhérence

| Définition 13.14

Soit X une partie de E.

1. Un point a de E est un point adhérent a X si pour tout § > 0 la boule ouverte centrée
en a de rayon § rencontre X (X N B(a,d) # 0).

2. L’ensemble des points adhérents a X s’appelle 'adhérence de X. Il se note X

Remarque : Tout point a de X est adhérent 3 X car a € X N B(a, §). On en déduit que X C X.

Exemples :

1. On considére X =]0, 1]. Tous les éléments de X sont adhérents a X. De plus 0 est adhérent a X
et si x ¢ [0, 1] alors x n’est pas adhérent a X. L’ensemble des points adhérents est donc [0, 1].

2. Soit X = B(a,r).

— Tous les points de B(a, r) sont adhérents a X.
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— Soit x tel que d(a, x) > r. Le point x n’est pas adhérent a X. En effet, on considére § > 0
tel que d(a,x) > § + r. Pour y € B(x, d),

d(a,y) > d(a,x)—d(x,y) >d(a,x)—r >0

Cela montre que B(x,8) N B(a,r) = 0 et donc que x ¢ X.

— Les points de la sphéere S(a, r) sont adhérents a X. Soit x tel que ||[x —a|| = retd > 0,
il existe un élément y appartenant a B(a,r) N B(x,6). Quand § < r, (le cas § > r est
évident) il suffit de prendre

a-—x
y=x+0—0.
2||a — x|
. . )
Il est clair que y € B(x, §) par construction, de plus ||y —al| = |1 - m |x—all <r
x—a

On a montré que B(a,r) = B(a,r).

Proposition 13.15

Soit X une partie de E,

CE)%: CEX et CEXZ CE)_(

Démonstration :

Soit a € E,

a¢)°(

V6 > 0,B(a,0) ¢ X

V8 > 0,3x € B(a,8) N CpX
V8 > 0,B(a,8) N CeX #0
aeCpX

aECE)O(

11111

Pour la deuxiéme partie, il suffit d’appliquer I'assertion démontrée 4 CgX et de prendre le complé-
mentaire.

Proposition 13.16

1. L’adhérence X est le plus petit fermé contenant dans X.

2. On a donc : X est fermé — X = X.

—~

Démonstration : D’aprés ce qui précéde, CzX = CrX qui est donc un ouvert d’ott X est un fermé.
De plus X € X; on a donc obtenu que X est un fermé contenant X.

Considérons maintenant F un fermé contenant X. En prenant le complémentaire on en déduit que
CgF est un ouvert contenu dans CgX (car le complémentaire est décroissant). On en déduit que

CeF c CeX.
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En reprenant le complémentaire,

X =Ce(CeX) = Ce[Cex| c Cp(CgF) =F
On a bien montré que X est le plus petit fermé contenant X. O

Remarque : On peut refaire une preuve « a la main » dans I'idée de celle de la proposition analogue
pour l'intérieur.
Exercices :

1. Determiner Q.

2. Montrer que I’adhérence et I'intérieur sont croissant

1.6 Caractérisation séquentielle des points adhérents et des fermés

La définition des fermés comme complémentaire des ouverts n’est pas la plus aisée pour montrer
qu’un ensemble est fermé. Nous allons mettre en évidence, une méthode pour montrer qu'un point
est un point d’adhérent a ’aide de suites. On en déduira une caractérisation des fermés.

Théoreme 13.17 (Caractérisation séquentielle des points adhérents et des fermés)

Soit X une partie de E.

1. Soit a € E, il est adhérent a X (c’est-a-dire a € X) si et seulement s’il existe une suite
(x,) d’éléments de X qui converge vers a.

2. L’ensemble X est fermé si et seulement si toute suite (x,) d’éléments de X qui
converge (dans E) a sa limite dans X.

Remarques :
1. La premiére assertion illustre bien qu’un point adhérent a X est bien un point qui appartient
a X ou qui est juste « a coté » de X.
2. Ladeuxiéme assertion illustre la notion de fermé. Cela signifie que 'on ne peut pas « sortir » de
X.
3. C’est souvent cette caractérisation que I’on utilise pour montrer qu'un ensemble est fermé.
Démonstration :

1. - On suppose que a est adhérent a X. De ce fait pour tout entier n, B(a, =) N X # 0.

> n+l
Il existe donc un élément x,, € B(a, n—il) N X. La suite (x,) est bien une suite d’éléments

de X. De plus, par construction, ||x, — al| < ﬁ donc (x,) — a.

Notons que I'on peut faire la méme preuve avec les boules B(a, §,) ou (J,) est une suite
qui tend vers 0.

— On suppose qu’il existe une suite (x,) € XN telle que (x,) — a. Montrons que a
est alors un point adhérent de X. Soit § > 0, B(a, §) rencontre X. En effet il existe un
terme de la suite (x,) tel que ||x, — al| < 6.

2. — On veut montrer que si X est fermé alors toute suite a valeurs dans X convergente
(dans E) a sa limite dans X. Soit (x,,) € XN et a = lim(x,). D’aprés I’énoncé précédent a
est adhérent 4 X et donc a € X car X est fermé (X = X).

— Soit a € X. D’aprés ce qui précéde, il existe une suite (x,) d’éléments de X tels que
(xn) —> a. Par hypothése, on obtient donc que a € X. Finalement, X = X ce qui montre
que X est fermé.
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Proposition 13.18

Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel. S’il est de dimension finie alors il

est fermé.
Démonstration : Considérons une base (ey,...,e,) de F. Soit (x,) une suite d’éléments de F qui
converge vers un élément x dans E. Supposons par ’absurde que x ¢ E et considérons F' = F @&
Vect(x); on note alors epy; = x car 4 = (ey, ..., ep, x) est une base de F’. On note pour tout i €

[1;p+1]], e : F¥ — Kla forme linéaire coordonnée. La suite (x,) est une suite convergente de
F’ qui est de dimension finie. Cela implique que pour touti € [[1; p+1]], (e (x,)) — e (x) (ce
résultat a été démontré dans le cas ou la norme de F’ est la norme infinie relativement a la base
(e1,...eps1) et est vrai pour toute norme de E induit sur F’ une norme équivalente a ||. ||, ).

C’ est absurde car pour tout entier n, e;ﬂ (xp) =0et e;ﬂ (x) =1. O

— ATTENTION |

Cela n’est plus vrai si F n’est pas de dimension finie. Considérons par exemple E =
€°([0,1],R) muni de la norme ||.||;. Soit F = {f € E, f(0) = 0} qui est un sous-espace
vectoriel de E.

Pour tout entier naturel n non nul on pose f; : x — x/™ qui appartient a F. La suite ( fn)
converge dans E vers la fonction constante égale a 1 notée g car pour tout entier n,

1 1 nt1 1
t'n n 1
—g|; = 1—t1/”dt:/ 1—t"dr=1-|—| =1- =
I fo = gllx /OI | ) | ol

n

Cela montre que ||f, — g|li — 0. Par contre g ¢ F.
n—4oo

Exercice : On note St,(R) 'ensemble des matrices stochastiques, c’est-a-dire les matrices M =
(mij) € A, (R) telles que

L V@G j)ell1;n])®,mj>0

2. Vjelltsn]l, XL, my = 1.
Montrer que St,(R) est un fermé de (.#,(R), ||.||c)

— En montrant que son complémentaire est ouvert.
— En utilisant la caractérisation séquentielle.

1.7 Frontiere

Pour toute partie X de E, on a vu que X ¢ X c X. La frontiére d’une partie est la différence entre
son adhérence et son intérieur.

| Définition 13.19 |

Soit X C E, on appelle frontiére de X et on note 9X = X \ X.
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Remarque : Comme X = X N CeX c’est un fermé comme intersection de deux fermés.

Exemples :

1. Si X est une boule (ouverte ou fermée) de centre a et de rayon r alors X est la boule fermée et
X est la boule ouverte donc 09X est la sphére S(a,r).

2. Calculons 9]0, 1].

On a vu que 10, 1] = [0, 1] et ]0, 1] =]0, 1[ donc 8]0, 1] = {0, 1}.
3. Calculons 9Q.

OnavuqueQ:RetQ:(/)doncaQ:R.

1.8 Densité

La notion de parties denses vues en premiére année dans le cas ou E = R s’étend au cadre général
des espaces vectoriels normés.

Définition 13.20 (Densité)

Soit X une partie de E. Elle est dit dense (dans E) si X = E. C’est-d-dire que tout point de E
est adhérent a X.

Proposition 13.21

Soit X une partie de E. Les assertions suivantes sont équivalentes
i) X est dense
ii) Toute boule ouverte B(a, §) ou § > 0 rencontre X.

iii) Pour tout point a de E il existe une suite (x,) d’éléments de X convergeant vers a.

Démonstration : Il suffit d’utiliser les propositions vues sur les points adhérents. O

Exemples :

1. Dans le cours de premiére année on a vu que Q I'ensemble des nombres rationnels et CrQ
I'ensemble des nombres irrationnels sont dans dans R. Il suffit d’approcher tout nombre par
un décimal ou par 7 + r ou r est un décimal.

2. Montrons que GL,(C) est dense dans .#,(C).
Soit A € .#,(C). Son spectre Sp(A) est un ensemble fini. On considere

6 = min{|A|, A € Sp(A) \ {0}}

On convient que § = 1 si A n’a pas de valeurs propres non nulles. Avec ces notations, pour
tout x €]0, A[, la matrice A — xI, est inversible car x ¢ Sp(A). On pose donc pour tout p > 1,
A, =A- %In. Par construction, pour tout p > 1, A, € GL,(C) et (A)) e A de maniere

évidente.

Cela montre bien que GL,(C) est dense dans .#,(C).
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Théoreme 13.22 (Théoreme de Weierstrass)

Soit [a, b] un segment. On considére E = ¢°([a, b], K) 'ensemble des fonctions continues
sur [a, b] muni de la norme infinie || - || .

On note & 'ensemble des fonctions polynomiales sur [a, b]. Il est dense dans E.
C’est-a-dire que pour toute fonction f € €°([a, b],K), il existe une suite (P,),o € PN

telle que (P,) 03 £.

Remarque : On rappelle que le fait que (P,) converge pour la norme || - ||« vers f signifie que (P,)
converge uniformément vers f.

b
Exemple : Avec les notations du théoreme. Soit f € E telle que pour tout k € N, / f(t)tkdr = 0.
a

Montrons que f = 0.

1.9 Invariance par changement de normes équivalentes

On a déja vu que si on remplace la norme ||.|| par une norme N qui lui est équivalente, on ne modifie
pas le caractere convergent des suites. Nous allons voir que cela ne modifie pas toutes les propriétés
topologiques définies précédemment.

— Théoréme 13.23 |

Soit ||.|| et N deux normes équivalentes sur E et X une partie de E.
1. La partie X est ouverte pour ||.|| si et seulement si elle est ouverte pour N.
2. La partie X est fermée pour ||.|| si et seulement si elle est fermée pour N.

3. L’adherence (resp. 'intérieur) de X pour ||.|| est 'adhérence (resp. 'intérieur) pour
N.

. La partie X est dense pour ||.|| si et seulement si elle est dense pour N.

N

Démonstration :

1. Soit X une partie ouverte pour N. Montrons qu’elle est ouverte pour ||.||. Soit a € X, comme
X est ouverte pour N, il existe § > 0 telle que By (a,d) C X. On sait qu’il existe C > 0 tel que
N < C||.|| donc By (a, g) C Bn(a, d) donc il existe &' = % tel que B (a,8") C By(a,6) C X.
On en déduit que X est ouvert pour ||.]|.

L’implication inverse est identique par symétrie en utilisant qu’il existe C’ > 0 tel que ||.|| <
C'N
2. Cela découle de 1. en passant au complémentaire.

3. Pour 'adhérence (resp. 'intérieur) il suffit d’utiliser que c’est le plus petit fermé contenant X
(resp. le plus grand ouvert contenu dans X).

4. Cela découle de I'invariance de I’adhérence.
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— ATTENTION |

Ce résultat n’est plus vrai pour des normes qui ne sont pas équivalentes. Si on considére
E=%°([0,1,R) et X = {f € E| f(0) = 0}.
— On peut voir que X est un fermé pour ||.||. En effet soit (f;) une suite de fonctions
qui tend vers f pour ||.||» alors, en particulier, (f,(0)) tend vers (f(0)) et donc
feX

— Pour ||.||1, X n’est plus fermé. Il est méme dense dans E, on peut « approcher » toute
fonction f de E par une fonction g de X telle que |[f —g||; < e.

1.10 Topologie induite

Soit A une partie de E les notions d’ouverts (et de fermés) de E permettent de définir des ouverts (et
des fermés) de A.

Exemple : Si on considére E = R? et A la boule fermée unité. On veut dire que si H = {(x,y) €
R? | x > 0} alors H N A est un ouvert. En effet, si on oublie ce qui se passe « en dehors » de A, si
a € H N A alors tous les points « proches » de « sont dans H N A.

| Définition 13.24 |

Soit X une partie de A. On dit que X est un ouvert relatif de A si pour tout x de X, il existe
6 >0 tel que B(x,0) N A C X.

— ATTENTION |

Il est important de voir que 'on ne demande pas que l'intégralité de la boule soit dans X
mais juste B(x, §) N A que on appelle sa trace sur A.

| Définition 13.25 |

1. Soit X une partie de A. On dit que c’est un fermé relatif de A si CaX est un ouvert
relatif de A.

2. Soit X une partie de A et x € X. On dit que X est un voisinage relatif de x dans A s’il
existe § > 0 tel que B(x,0) N A C X.

Exemples :
1. Pour A = R}, lintervalle X =]0,1] est un fermé relatif car son complémentaire (dans A)
] = 00,0[U]1, +oo] est un ouvert relatif (car c’est un ouvert de R).

2. Dans A = N, tous les singletons sont des fermés relatifs (car ce sont des fermés). Ce sont aussi
des ouverts relatifs pour A car pour n € N, B(n, %) N A C {n}. De fait, toutes les parties de A
sont des ouverts relatifs (et donc des fermés relatifs). On dit alors que A est une partie discrete.
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Proposition 13.26 (Caractérisation séquentielle des fermés relatifs)

Soit X une partie de A. C’est un fermé relatif de A si et seulement pour toute suite (x;,)
d’éléments de X qui converge dans A a sa limite dans X.

Démonstration : Il suffit de reprendre le principe de la démonstration de la caractérisation séquen-
tielle.

— On suppose que X est un fermé relatif 3 A donc U = (X est un ouvert relatif a A.

Maintenant si (x,) est une suite d’éléments de X qui converge dans A. On note ¢ sa limite.
Supposons par I’absurde qu’elle n’est pas dans X, elle est donc dans U qui est ouvert. On peut
donc trouver § > 0 tel que B(¢,5)NA C U ce qui est absurde car cela implique que ||x,—¢| > J.
Par contraposée, montrons que si X n’est pas un fermé relatif (donc si U = C4X n’est pas
un ouvert relatif & A) alors on peut trouver une suite (x,) d’éléments de X convergeant dans
A mais pas dans X (c’est-a-dire dont la limite appartient a U). Il suffit d’utiliser que, comme U
n’est pas ouvert, il existe £ € U tel que pour tout n, B(¢, ﬁ) N A contient un élément qui n’est
pas dans U donc qui appartient a X.

O

1

Exemple : On peut montrer que X =]0, 5] est un fermé de ]0, 1]. En effet soit (x,) une suite de
]0, %] qui a une limite dans ]0, 1] alors sa limite appartient a X.

Proposition 13.27

Soit A une partie de E.

1. La partie X est un ouvert relatif de A si et seulement s’il existe un ouvert U de E tel
que X = U N A. On dit que X est la trace de U.

2. La partie X est un fermé relatif de A si et seulement s’il existe un fermé F de E tel
que X = FN A. On dit que X est la trace de F.

Démonstration :

1.

— On suppose que X est un ouvert relatif. On sait alors que pour tout x de X, il existe
Ox tel que B(x, d,) N A C X. Posons

U= U B(x, 6y)

xeX

Il est clair que U est un ouvert (de E) comme réunion d’ouverts. De plus, X C U par
construction, comme X C A on a bien X ¢ U N A. Inversement,

UNA-= U(B(x,Sx) NA) cX.
xeX

— [&]Soit U un ouvert de E tel que X = UNA. Soit x € X, il existe § > 0 tel que B(x,§) c U
donc B(x,6)) NACUNA=X.

2. Découle de 1. en passant au complémentaire.

2

Limite d’une application
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2.1

Définition

Nous allons dans ce chapitre généraliser la notion de limite au cas des fonctions f d’un espace
vectoriel normé (E, ||.||g) dans un autre (F, ||.|r). Cela généralise les cas déja étudié en premiere
annéeou E=Ret F=RouC.

| Définition 13.28 |

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) @ valeurs
dans un autre (F, ||.||r). Soit a un point adhérent a A et £ € F. On dit que f tend vers { quand
x tend vers a si

Ve>0,dn > 0,Vx e Allx—allg<n=|f(x)—{llr<e¢

On note alors

flx) —¢

X—a

Remarques :

1.

2.

4,

C’est la méme définition que cette de la limite d’une fonction définie de R dans R. Il faut juste
remplacer la valeur absolue par la norme.

Dans le cas des fonctions de R dans R, la définition de la limite peut aussi s’écrire avec des
intervalles. La on peut I’écrire avec des boules.

(f(x)):lf) & (Ve> 0,37 >0,Vx € A x € B(a,n) = f(x) € B(t,¢))

On peut écrire aussi écrire cette définition avec des inégalités strictes (ou des boules ouvertes).
Notons (A) et (B) les assertions

— (A):«Ve>0,In > 0,Vx e Allx—allg<n=|f(x)—€llr<e»
— B):«Ve>0,Ip>0,Vx €A llx—alg<n=|f(x)—¢llr<e»
Vérifions qu’une fonction vérifie (A) si et seulement si elle vérifie (B)

— |(A) = (B)| Soit £ > 0. On peut utiliser I'assertion (A) pour 7. Il existe donc n > 0 tel
que pour tout x € A, ||x — allg < n implique que [|f(x) - £||[r < 5. On en déduit que si
llx —alle <y <nalors [|f(x) - £llr < § <e.

— |(B) = (A)|Soit € > 0. On peut utiliser 'assertion (B) pour ¢. Il existe donc r; > 0 tel que

pour tout x € A, ||[x — a||[g < n; implique que ||f(x) — ¢||r < &. Pour n = ’7—21 on a que si
lx —allp <n =" <nialors [|f(x) —tllr <e<e

On peut reformuler cette définition avec des voisinages relatifs. En effet cela peut s’écrire que
pour tout voisinage ¥ de ¢ il existe un voisinage relatif %/ de a dans A tel que f(%) c /.
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Définition 13.29 (Extension aux cas ou a = oo et £ = c0)

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs
dans un autre (F, ||.||r).

1. On suppose que A n’est pas borné. On dit que f tend vers € F quand ||x||g — oo si
Ve>0,aM e R Vx € A, [[x[[g > M = ||f(x) — ¢£llr < e

On note alors f(x) —

llxl|g—o0

Noter que c’est ||x||[g — o et pas x — oo.

2. Si F = R. Soit a un point adhérent a A. On dit que f tend vers +co quand x — a si
VM e Ry, dn > 0,Vx € A ||x —allg <n = f(x) > M.

On note alors f(x) — +oo.
X—a
On définit de méme le fait que f tende vers —co en a.

3. On suppose que E = R et que A n’est pas majoré. On dit que f tend vers ¢ € F quand
X — +00 si
Ve>0,AM e RVx e Ax>M= ||f(x)—{|lr<¢
On note alors f(x) — 1.

X—+00

Dans le cas oti A n’est pas minoré, on définit de méme la limite de f en —oco.

Proposition 13.30 (Unicité de la limite)

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs
dans un autre (F, ||.||r). Soit a un point adhérent a A. On suppose qu’il existe ¢ et £’ dans
Ftelsque f(x) — fet f(x) — ¢’.Onaalors £ = ¢'.

xX—a X—a

Démonstration : Il suffit de recopier la démonstration usuelle. ]

Définition 13.31 (Limite)

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs
dans un autre (F, ||.||r). Soit a un point adhérent a A et ¢ € F. Si f tend vers { quand x tend
vers a on dit que { est la limite de f en a et on note

lim f(x) =¢oulimf=¢
X—a a
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2.2 Propriétés

Proposition 13.32

Soit f une fonction de A dans F. Soit a adhérenta Aet ¢ € F.

(limf =¢) e (lmllf) - ellr =0

Démonstration : Evident O
Exemple : Soit A € .#,(R). Soit f : #,(R) — #,(R) définie par f : M — AM.
Montrons que A/111ml f(M) = A.

Prenons la norme |||l sur .#,(R). On sait que si M, N sont deux matrices de .#,(R), ||[MN||sx <
n||M||e||N||eo- On a alors pour M € .#,(R),

1f (M) = Alleo = [[AMM = In)leo < nl|Alleol|M = In[oo

On en déduit que pour tout € > 0, en prenant n = m, IM — L]l < 1, implique ||[f(M) — Alle <
£

Proposition 13.33

Avec les mémes notations. Si lim f = ¢ alors f est bornée au voisinage de a.
a

Démonstration : Il suffit de prendre ¢ = 1 par exemple. Il existe alors 1 tel que si x appartient a
B(a,n) N Aalors f(x) € B(£,1). O

Théoréme 13.34 (Caractérisation séquentielle de la limite)

Soit f une fonction de A dans F. Soit a un point adhérent a Aet ¢ € F.

(lignf = {’) — (V(un) € AN lim(u,) = a = lim(f(uy,)) = {’) .

Démonstration :

— On suppose que lim f = £. On considére une suite (u,) € AN qui converge vers a, on veut
a

montrer que lim(f(u,)) = ¢, c’est-a-dire
Ve>0,AN eN,VneN,n > N = ||f(u,) — || < ¢

Pour ¢ > 0, comme lim f = ¢, il existe 5 > 0 tel que pour tout x de A, si ||[x — a||[g < 5 alors
a

Il f (x) — £||F < e. Maintenant pour ce n, comme lim(u,) = a, il existe N € N tel que pour tout
entier n,n > N = ||lu, — a|| < 5. On adonc

ne N - ||f(u) -t < e.

On a bien lim(f(uy)) = ¢.
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— On procede par contraposée. On montre que si la limite de f en a n’est pas ¢ (ce qui
signifie que 'on peut avoir lim f # £ ou que f n’a pas de limite en a) alors il existe une suite
a

(u,) € AN qui tend vers a et telle que (f(u,)) ne tend pas vers £. Le fait que la limite de f en
a n’est pas ¢ signifie que

Je>0,Vnp > 0,Ix € A |lx —allg <net|f(x)—¢|F> e

1
On prend alors un ¢ vérifiant 'assertion ci-dessous et on ’applique pour n = —T On peut
n

alors construire une suite (x,) telle que

Vn €N, ||x, —a|| < —
n+1

donc (x,) = aetVn e N, || f(x,) — £||r > € donc (f(x,)) ne tend pas vers .

—{ Corollaire 13.35 }

La notion de limite d’une fonction n’est pas modifié si on remplace la norme de I'espace
de départ et / ou de I'espace d’arrivé par une norme équivalente.

—{ Corollaire 13.36 }

Soit (F1, ||.1l1), - - -» (Fu, ||-]ln) des espaces vectoriels normées. On pose F = F; X - - - X F,, avec
la norme produit notée ||.||r. Soit f une application d’une partie A d’un espace vectoriel
normé (E, ||.||g) dans F. On note pour touti € [[ 1; n ]| la i-eme composante telle que

Vx € A f(x) = (fi(x),..., fu(x)).

Soit a un point adhérenta Aet ¢ = (4,...,4,) € F.

(lignfzf) — (Vie[[l;n]],ligqﬁ:fi).

Démonstration : Il suffit d’utiliser la caractérisation séquentielle de la limite et le résultat analogue
sur les limites de suites. ]

Remarque : En particulier, si F est un espace de dimension finie et si & = (ey, ..., e,) est une base
de F.Pour f : A — F, on peut noter f; = e/ o f la i-eme composante de f dans la base %. On a alors
pour a adhérenta Aet £ = f1e; +--- + fyep :

(liénf:f) — (Vie [[l;n]],lignfl-:{’l-).
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2.3 Composition et opérations

Proposition 13.37 (Limite d'une composée)

Soit (E, ||.||g), (F, ||.llr) et (G, ||.|lg) trois espaces vectoriels normées. Soit A une partie de
E et B une partie de F. On considere f une application de A dans F telle que f(A) C Bet
g une application de B dans G. Soit a un point adhérent de A et b € F. On suppose que
lign f =0b. Alors

1. Le point b est adhérent a B.
2. S’il existe ¢ € G tel que li;ng =t alorslimgo f = ¢.
a

Démonstration :

1. Comme a est adhérent a A, il existe une suite (x,) € AN telle que (x,) — a. Comme, de plus
lim f = b alors la suite (f(x,)) tend vers b. Mais comme (f(x,)) est une suite d’éléments de
a

B on obtient que b € B.

2. Utilisons (pour changer) la définition de la limite par des voisinages. On sait que pour tout
voisinage ¥; de ¢ dans G, il existe un voisinage relatif #;, de b dans B tel que g(%;,) C 7.
Maintenant pour le voisinage ¥} est la trace dans B d'un voisinage ¥, de b dans F. Pour
ce voisinage, il existe un voisinage relatif 7; de a dans A tel que f(¥;) C ¥,’. On a méme

f(7,) € ¥ car f(A) C B. Finalement (g o f)(7;) C 7.
O

Proposition 13.38 (Combinaisons linéaires)

Soit fi, f> deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a
valeurs dans un autre (F, ||.||r). Soit a un point adhérent a A. Soit A € K (ou K est le corps

de base de F). Silim f; = £; et lim f; = & alors lim(f; + f2) = £1 + £, et lim Af; = A¢;.

Démonstration : Il suffit d’utiliser la caractérisation séquentielle et la linéarité des limites des suites.
O

Proposition 13.39 (Produit)

Soit fi, fo deux fonctions définies sur une partie A d’'un espace vectoriel normé (E, ||.||)
a valeurs dans un autre (F,||.||r). Soit @ un point adhérent a A. On suppose que F est
une algébre et que ||.||r vérifie qu’il existe C > 0, tel que pour (y,y’) € F%, |ly X ¢/||r <

Cliylielly’lle-
Silim fi = ¢ etlim f, = #; alors lim(f; X f2) = 61 X £,.

Démonstration : 11 suffit d’'utiliser la caractérisation séquentielle et la propriété analogue sur les
suites. O

3 Continuité
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3.1 Définition

La encore, on généralise la notion de fonction continue en un point (ou f est définie) et de fonctions
continues.

| Définition 13.40 |

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans F.
Soit a € A. On dit que f est continue en a si f a une limite en a.

Remarque : La limite est alors nécessairement f(a). On peut donc dire

(f est continue en a) (alcllng(x) = f(a))

Proposition 13.41 (Caractérisation séquentielle de la continuité en a)

Soit f une fonction définie sur une partie A d’'un espace vectoriel normé E a valeurs dans
F.Soit a € A.

(f est continue en a) = (V(un) € AN lim(uy) = a = lim(f(un)) = f(a)) .

On peut de méme réécrire les opérations algébriques ainsi que les composées de limites

Proposition 13.42 (Combinaisons linéaires)

Soit fi, f> deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a
valeurs dans un autre (F, ||.||F). Soit a un point de A. Soit A € K (ou K est le corps de base
de F). Si f; et f; sont continues en a alors f; + f, et Af; aussi.

Proposition 13.43 (Produit)

Soit fi, f> deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a
valeurs dans un autre (F, ||.||r). Soit @ un point de A. On suppose que F est une algebre et
que ||.||r vérifie qu’il existe C > 0, tel que pour (y,vy’) € F?, |ly X ¢/'||r < Cllyllr|lY||F.

Si fi et f; sont continues en a alors f; X f;

Proposition 13.44 (Composition)

Soit (E, ||.||g), (F, ||.llr) et (G, ||.|lg) trois espaces vectoriels normées. Soit A une partie de
E et B une partie de F. On considere f une application de A dans F telle que f(A) C Bet
g une application de B dans G. Soit a un de A et b = f(a). On suppose que f est continue
en a et g est continue en b alors g o f est continue en a.
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| Définition 13.45 |

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans F.
Elle est dite continue si elle est continue en tout point de A.
On note €°(A, F) I'ensemble des fonctions continues de A dans F.

Proposition 13.46

1. L’ensemble ¢°(A, F) des fonctions continues de A dans F est un sous-espace vecto-
riel de FA.

2. Soit E, F et G trois espaces vectoriels normés, soit f : E — Fetg : F — G des
applications continues. L’application, g o f est continue.

3. Soit E un espace vectoriel normé et F une algébre normée par une norme vérifiant
qu’il existe C > 0 tel que pour y,y’ dans F, ||y X y'|| < Cllyll || f']l-
Soit f; et f, des applications continues de A dans F. Le produit f; X f, est encore
continue.

4. Soit f une application définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E et a
valeurs dans F. On ne modifie pas le caractére continu en remplagant la norme de E
et/ou de F par une norme équivalente.

Démonstration : 1l suffit d’utiliser les propriétés vues précédemment en tout point a de A. O

Exemples :
1. Soit E = K,[X]. On note ||.||o la norme définie par
n

I[.]]oo : aka|—> max |a|
kzzo ke[[o;n]]

On pose A I'endomorphisme de E défini par A : P — P’. Montrons que A est continue.
Il est clair que ||A(P)|| < nl||P]|. De ce fait pour P € E,
lim A(Q) = lim A(P+ H) = A(P) + lim A(H) = A(P
lim A(Q) = lim A(P+H) = A(P) + lim A(H) = A(P)
2. Sion travaille pour E = K[X], 'application de dérivation A n’est plus continue (toujours pour

la norme infinie). En effet, si on considére la suite P, = %X n_elle tend vers 0 mais A(P,) = X" !
ne tend pas vers 0 = A(0) car ||X"7!|| = 1.
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— ATTENTION |

Soit f une application entre deux espaces vectoriels normés E et F. En remplacant la norme
de E ou celle de F par une norme équivalente, on ne change pas les « topologies » de ce
fait on ne modifie pas le caractére continu de f. Cependant, si les normes ne sont plus

équivalentes, ce n’est plus vrai.
Par exemple, soit E = 6°([0,1],R) et F = R. On consideére & : f - £(0).

— Si on utilise la norme infinie sur E alors f est continue. En effet, |5,(f)| = |f(0)| <
| f1lco- On peut alors démontrer que , est continue comme ci-dessus (voir aussi plus
loin).

— Si on utilise la norme 1 sur E alors §, n’est pas continue. On peut le montrer en
utilisant la suite de fonctions

. 1
0 six > -
1 —nx sinon

oo

La suite de fonctions (f;) tend vers la fonction nulle mais pour autant (dy(f;)) —
1+#0.

Définition 13.47 (Fonction polynomiale)

Soit E un espace vectoriel de dimension n.
On appelle fonction polynomiale une application f : E — K de la forme

foxm D @ < x e (x)"

(it,enin)€[[0:d )"
ou B = (ey,...,ey,) est une base de E et d est un entier naturel.
Exemples :
1. Dans le cas ou E = K", un fonction polynomiale est juste une fonction de la forme
(X1, ..., Xp) > Z a,-l,,_.,inxil X - X xfl"

(it,enin) €[ 0;d ]

Par exemple
f:(x,y,2) — xy+3x°z — x°z°

2. Soit n € N*. La fonction déterminant det : .#,(K) — K est une fonction polynomiale car

det : M Z e(a)M[1,0[1]] X - - - X M[n, o[n]]

e,
Remarque : La notion de fonction polynomiale ne dépend par de la base choisie. Soit Z = (e, ..., €,)
et #' = (e,...,€,) deux bases de E et f une fonction polynomiale relativement a la base #. Elle est

donc de la forme
fix Z i€l (X)X - X ek (x)™
(i1,ein) €[ 05d 1"
Si on note P la matrice de passage de la base # a la base #’. Soit x € E. On note X = Matgz(x) et
X’ = Matg (x). On sait que X = PX’ c’est-a-dire que pour touti € [[1; n]],

e (x) = ) Pli, jlej (x)

j=1
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Il suffit alors de « faire le calcul » pour voir que f est aussi polynomiale par rapport a la base %’.

Proposition 13.48

Les applications polynomiales sont continues.

Démonstration : Ce sont des sommes et des produits des e; qui sont continues. O

Proposition 13.49

Soit f et g deux applications continues définies sur A et a valeurs dans F. On suppose qu’il
existe une partie H dense dans A telle que f et g coincident sur H alors f = g.

Démonstration : Soit a € A, comme H est dense dans A, il existe une suite (x,) d’éléments de H
qui tend vers a. Maintenant, pour tout entier n, f(x,) = g(x,). Or, par continuité,

(f(xn)) = f(a) et (g(xn)) — g(a)
On en déduit que f = g. ]
Exemple : Soit f une application de R dans R. On la suppose continue et qu’elle vérifie que

V(x,y) € R flx+y) = f(x) + f(y).

En posant a = f(1). On montre aisément par récurrence que
— VneN, f(n) = na
— VneZ f(n) =na
—VreQ,f(r)=ra
On en déduit que f coincide avec g : x — xa sur Q qui est dense dans R, comme g est aussi continue,

f=g9

3.2 Caractérisation du caractére continu par les images réciproques

—{ Théoréeme 13.50 }

Soit f une application d’une partie A de E dans F. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) L’application f est continue.
ii) L’image réciproque de tout ouvert U de F est un ouvert relatif de A.

iii) L’image réciproque de tout fermé X de F est un fermé relatif de A.

Démonstration :
— En remarquant que si X est une partie de F, f~1 (CrX) = Caf (X) il est clair que ii et iii
sont équivalents.

— On suppose que f est continue, on se donne un ouvert U de F et onnote V = f~1(U).

Montrons que V est un ouvert. Pour cela on se donne a € V et on pose y = f(a) € U. Comme
U est un ouvert, il existe ¢ tel que B(y,¢) c U.
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Maintenant, comme f est continue, pour ¢ > 0, il existe 5 tel que pour tout x de A, x €
B(a,n) = f(x) € B(f(a),¢). Dit autrement, B(a,n) N A C f 1(B(y,¢)) € f}(U)=V.Ona
bien montré que V était un ouvert relatif.

— On suppose que I'image réciproque de tout ouvert U de F est un ouvert relatif de A.

Soit a € A, on pose y = f(a). Pour tout ¢ > 0, la boule ouvert de centre y et de rayon ¢ est un
ouvert. Son image réciproque V est donc un ouvert qui contient a. On en déduit qu’il existe
n > 0 tel que B(a,n) N A C V. En appliquant f on obtient que

Vx € Allx —all <n= f(x) € B(y,e¢).

L’application f est donc continue.

Exemples :

1. Soit f : R* — R telle que f(x,y) = x? + y*>. Comme c’est une fonction polyndmiale elle est
continue. On en déduit que 'image réciproque du fermé {1} c’est-a-dire la sphere S = {(x,y) €
R? | x? + y® = 1} est un fermé.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit f une application polynomiale (par exemple
une application linéaire). On considére les ensembles

A={x€E, f(x)=0};A"={x€E, f(x) >0}et A" ={x€E, f(x) >0}

L’ensemble A = £~1({0}) est un fermé. En effet, comme {0} est un fermé, A est I'image réci-
proque d’un fermé par une application continue.

L’ensemble A* = f71([0,+c0[) est un fermé. En effet, comme [0, +oo[ est un fermé, A est
I'image réciproque d’un fermé par une application continue.

L’ensemble A** = £71(]0,+00[) est un ouvert. En effet, comme ]0, +oo[ est un ouvert, A est
I'image réciproque d'un ouvert par une application continue.

3. On peut aussi utiliser la méthode ci-dessus pour des ensembles définis par plusieurs équa-
tions. Par exemple si on considére E = R,[X] et A ensemble des polynémes dont tous les
coefficients sont strictement inférieurs a 1 en valeur absolue.

On note (eg, ..., ey) les formes coordonnées de sorte que
A={PeE,Viel[0;n],le(P)| <1}
Pour tout i € [[0; n]], 'ensemble A; = {P € E, e/(P) < 1} est un ouvert d’apres ce qui
précéde. De méme I'ensemble B; = {P € E, e;(P) > —1} est un ouvert.
On en déduit que A est un ouvert comme intersection d’'un nombre fini d’ouverts.
Exercices :

1. Retrouver que 'ensemble des matrices stochastiques est fermé.
2. On considere A = GL,(K). Montrer que A est ouvert.

3.3 Applications uniformément continues

| Définition 13.51 |

Soit f une application définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E et a valeurs dans
F. On dit que f est uniformément continue si

Ve > 0,3n > 0,V(x,y) € A% d(x,y) <n=d(f(x), f(y)) <e.
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Remarques :
1. On peut remplacer les inégalités larges par des inégalités strictes.

2. En changeant la norme de E et/ou de F par une norme équivalente, on ne modifie pas le
caractére uniformément continue d’une application.

Proposition 13.52

Soit f une application de A C E dans F.
Si elle est uniformément continue alors elle est continue.

Démonstration : 1l suffit de recopier la démonstration classique.

— ATTENTION |

Ce n’est pas une équivalence. L’application x > x? est continue sur sur R mais pas unifor-
mément continue. En effet, si on suppose par ’absurde qu’elle est uniformément continue.
Pour e = 1,il existen > O tel que [x —y| < n = |x* —y?| < e = 1.

Maintenant en posant y = x + 7, |y? — x?| = 2xn + 5? donc, quand x — oo, |x? — y?| — oo
ce qui contredit I'hypothese.

3.4 Applications lipschitziennes

Rappelons, ce qui a déja été vu sur les applications lipschitziennes.

Définition 13.53 (Applications lipschitziennes)

Soit (E, ||.||g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés. Soit f une application de A C E
dans F.

1. Soit k € Ry. L’application f est dite k-lipschitzienne si
V(x,y) € A% d(f(x), f(y)) < kd(x,y)

2. Lapplication f est dite lipschitzienne s’il existe un réel positif k tel que f soit k-
lipschitzienne.

Exemple : L’application norme est 1-lipschitzienne. En effet soit E un espace vectoriel normé,

V(x.y) € E% |llxlle = llyllel < llx —ylle

d’aprés la deuxieme inégalité triangulaire.

Proposition 13.54

Soit f une application lipschitzienne. Elle est uniformément continue (et donc continue).

Démonstration : Si f est k-lipschitzienne. Pour tout ¢ > 0, on peut prendre dans la définition de
'uniforme continuité n = £. |
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Exemple : L’application norme est donc continue.

— ATTENTION |

La encore, ce n’est pas une équivalence. La fonction x +— +/x sur [0, 1] n’est pas lipschit-

zienne car
ves oG-SO _VE_

x—0 X Vx

1
etque — — +o©
x x—0t

Cependant, elle est uniformément continue, en effet pour tout ¢ > 0, on peut prendre
n = &% pour obtenir que
Ix-yl<n=|Vx—yl<e
En effet :
— si yx et y/y sont inférieurs a ¢ c’est vrai

— siy/x ou 4/y sont supérieurs a ¢ alors vx + /y > ¢ et donc

2

e oyl e
VX = Vil S

Proposition 13.55

L’ensemble des applications lipschitiziennes de A C E dans F est un espace vectoriel.

Voici un exemple classique (a connaitre).

Définition 13.56 (Distance a une partie)

Soit A C E un ensemble non vide. On appelle distance a A et on note d(., A) application

d(,A): E R
x b d(x,A) = inf‘d(x, a)
ac

Remarque : La partie {d(x, a) | a € A} est une partie non vide de R;. Elle est donc minorée par 0.
De ce fait elle admet une borne inférieure qui peut (ou pas) étre atteinte.

Exemple : Soit A =]0,1[, d(2,]0,1[) = 1 mais il n’existe pas d’élément a de A tel que d(2,a) =
1.

Proposition 13.57

Soit A C E une partie non vide. L’application d(., A) est lipschitzienne car

V(x,y) € E% |d(x, A) —d(y,A)| < |x — g

Démonstration : 1l suffit de voir que pour tout a € A,

d(x,a) —d(x,y) < d(y,a)
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En utilisant que d(x, A) < d(x, a) on obtient que

d(x,A) —d(x,y) < d(y,a)
Ceci étant vrai pour tout a de A,

d(x,A) —d(x,y) <d(y,A).
On a donc d(x,A) —d(y,A) < d(x,y). Maintenant, par symétrie,

d(x,A) —d(y, A)| < d(x,y)

Exercice : Montrer que {x € E | d(x,A) = 0} = A.

3.5 Applications linéaires continues

Nous nous intéresserons la majorité du temps aux applications linéaires. Il y a alors un critére simple
pour montrer qu'une application est continue.

— Théoréme 13.58 |

Soit f une application linéaire d’un espace vectoriel normé E dans un espace vectoriel
normé F. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) L’application f est continue.
ii) L’application f est continue en 0.
iii) L’application f est lispchitzienne

iv) Il existe C € R telle que
Vx € E |If ()|l < Cllxlle

Remarque : En pratique on utilise quasiment toujours le critére iv) pour prouver qu’une application
linéaire est (ou n’est pas continue).

Démonstration :
— i) = ii) est évidente.
— iii) = i) est déja vu.
— iv) = iii) a déja été vu. Rappelons I'argument. On suppose iv). Pour tout (x,y) € E?,

1f(x) = fFW)lF = [If (x = llr < Cllx = ylle.

— Montrons ii) = iv). On suppose donc que f est continue en 0. De ce fait pour ¢ = 1, il existe
n tel que
Vx €E |xlle <n=llf(lr <1

Maintenant pour tout vecteur x non nul,
x=AMNy

ou ||ly||g = 5. Il suffit de prendre A = ”’;”E ety=n ”;‘”E. Par linéarité, on en déduit que

IFCOllE = 1AlIlfF WIF < 1A] = Cllx[le

1
en posant C = —.
n
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Notation : On note .Z.(E, F) I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F.
On rappelle que pour f € .Z;(E, F) on note || f]|op ou |||f]|| la norme subordonnée (ou norme d’opé-

t ):
o I1f ()l

xlle * OE} = sup {|lf(x)|lr, x € 5(0,1)}

1/ llop = IIIFII1 = Sup{

On obtient ainsi une norme sur .Z;(E, F) qui est sous-multiplicative :

V(f.9) € Ze(E F), [If o gllop < fllop X [1gllop

Proposition 13.59

Soit E, F et G trois espaces vectoriels normés. On note ||.||g, ||.||r et ||.||¢ leur norme et on
considere la norme produit pour E X F. Soit B : E X F — G une application bilinéaire. Elle
est continue si et seulement si

3C € RVY(x,y) € EXF,[B(x,y)llc < Cllxllellyllr

Démonstration :

— On suppose la condition. Montrons que B est continue pour la norme produit ||(x,y)| =
max(||x||, [|lyl|]). En effet soit («,) une suite tendant vers (x,y). On pose &, = (x,,yn). On

a alors (x,) — x car ||x, — x||g < ||lan — (x,y)||. De méme, (y,) — y. On a alors

1B(xn yn) = B(x,y)Il = [1B(xn, yn) = B(x, yn) + B(x,yn) — B(x, y)|
< 1B(xn = %, yn) | + [1B(x, yn = )l
< Cllxn = x|leK” + Cllyn — ylIFllxlle

ou K’ est un majorant de ||y,||r (la suite convergeant elle est bornée). On a bien B(x,, y,) —
B(x,y) donc, par caractérisation séquentielle, B est continue.

— On suppose maintenant que B est continue. En particulier, elle est continue en 0. Donc il
existe n tel que ||(x,y)|| = max(||x|, ||ly|]) < n implique ||B(x,y)|| < 1. Dés lors pour tout

(x,y) e ExXFavecx #0ety # 0,

-l ( x oy \_ lxllyl
B(x,y) = B{n N < .
Y n = Tyl iz

Proposition 13.60 (Généralisation aux applications multilinéaires)

Soit Ey, ... E, des espaces vectoriels normés et G un vectoriel normé. Pouri € [[1; p ]l n

p
note ||.||; la norme sur E;. On note ||.||¢ la norme de G. Soit @ : [] E; — G une application
i=1
1 ’ . . P . .
multilinéaire. Elle est continue (en normant [ ] E; avec la norme produit) si et seulement
i=1
si

p
3C € RY(x1,..., %) € By X - X Ep, |0(x1, ..., xp)) |6 < cﬂ il
i=1
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4 Parties compactes d’'un espace vectoriel normé

4.1

Défintion

Certains théorémes d’analyse ne sont vrais que sur des segments : théoréme de Bolzano-Weierstrass,
toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. Le but de ce chapitre est de
généraliser cela a des parties d'un espace vectoriel normé.

Définition 13.61 |

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. On dit que c’est un compact (ou que c’est une
partie compacte) si on peut extraire de toute suite de A une sous-suite convergente dans A.

Remarques :

1.
2.

3.
4.
5.

Il est important que la limite de la suite soit dans A.

Cette définition s’appelle propriété de Bolzano-Weierstrass. Il existe une autre définition pro-
priété de Borel-Lebesgue qui n’est pas au programme.

On peut aussi dire : « toute suite a une valeur d’adhérence ».
La définition de compact est absolue. Il n’y a pas de notion de compact relatif a X.
On peut dire que A est un compact ou que A est compact.

Exemples :

1.

Dans R, les segments [a, b] sont des compacts. En effet si (u,) est une suite a valeurs dans
[a, b] elle est bornée donc, d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire une
sous-suite (u,(n)) convergente de (u,). De plus, comme Vn € N, a < u, < b alors c’est encore
vrai pour (u,(n)) et donc la limite de la suite extraite est bien dans [a, b].

Cela montre bien que de tout suite (uy),>¢ a valeurs dans [a, b] on peut extraite une sous-suite
(t4p(n))n>0 qui converge vers une limite £ € [a, b].

L’ensemble vide est un compact de R.

p
. Soit A = |J K; une réunion finie de segment de R. Montrons que K est compact.

i=1
Soit (up,)u>0 une suite a valeurs dans A. Pour touti € [ 1; p ]|, notons N; = {n € N, u, € K;}
I’ensemble des indices n tels que le terme u, de la suite appartienne a K;. Il existe alors iy €
[[1; p ]l tel que N;, soit infini. On peut donc construire une extractrice ¢ telle que la sous-suite
(Un)n>0 = (Uy(n))nx0 soit a valeurs dans Kj,. En utilisant maintenant que K;, est un compact, on

peut extraire de (0)n>0 = (Up(n))n>0 une sous-suite (Vy(n))n>0(Upoy(n))n>0 convergeant dans
Kio Cc A

Cela montre que A est un compact.
L’ensemble R n’est pas compact.

On considere la suite (u,)n>o définie par u, = n. Soit (uy(n))n>0 un suite extraite. Pour tout
entier n > 0, uy(n) = ¢(n) > n. On en déduit que (uy(n))n>0 n’est pas bornée donc pas conver-
gente.

L’ensemble R n’est pas compact.

Exercice : Montrer qu’une intersection de parties compactes est compacte
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Proposition 13.62

La caractere compact ne change pas si on remplace la norme de E par une norme équiva-
lente.

Démonstration : Il suffit de voir que 'on ne modifie pas la convergence des suites. ]

Proposition 13.63

Soit A une partie compacte de E. Elle est fermée est bornée.

Démonstration :

— On commence par montrer que A est fermée. On utilise la caractérisation séquentielle. Il suffit
donc de montrer que toute suite de A convergente (dans E) converge dans A. En effet soit
(u,) une suite convergente vers £ € E. D’aprés la définition, il existe une suite extraite qui
converge dans A. Maintenant, on sait qu'une suite extraite d'une suite convergente converge
vers la limite de la suite initiale donc ¢ € A.

— Montrons maintenant que A est bornée. On procede par ’absurde. Si A n’est pas bornée, alors
elle n’est inclus dans aucune boule, en particulier,

Vn € N,3x, € A, ||x, — 0] > n.

On en déduit que toute suite extraite de la suite (x,) n’est pas bornée donc pas convergente.

O

— ATTENTION |

Dans le cas général ce n’est pas une équivalence. Pour E = K[X] avec la norme infinie. La
boule unité fermée ]_3(0, 1) est bornée et fermée. Mais elle n’est pas compacte. En effet, si
on pose u, = X", on ne peut pas extraire une sous-suite convergente car V(n, m) € N2 n #
m = d(X",X™) = 1. Cette propriété reste vraie pour toute suite extraite.

Proposition 13.64

Soit A une partie compacte de E. Une partie B de A est compacte si et seulement si elle est
fermée (dans A).

Démonstration :

— On suppose que B est compacte. Elle est donc fermée (dans E) et donc fermé dans A.

— On suppose que B est un fermé relatif de A. Toute suite (u,) d’éléments de B est une suite
d’éléments de A. En particulier, on peut en extraire une sous-suite (u,(,)) qui converge (dans
A). Maintenant, comme B est un fermé relatif, la suite (u(p(,,)) qui est une suite d’éléments de
B qui converge dans A a sa limite dans B. On a bien montré que B était compacte.

O
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Proposition 13.65

Soit A une partie compacte de E et (u,) une suite de A. Elle est convergente si et seulement
si elle a une unique valeur d’adhérence.

Démonstration :

— Déja vu. Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence : sa limite.

— Procédons par contraposée. Montrons que si (u,) ne converge pas alors elle a plusieurs
valeurs d’adhérence (car elle ne peut pas en avoir aucune; par définition toute suite dans un
compact a au moins une valeur d’adhérence). Notons #; une valeur d’adhérence de (u,) (qui
existe car A est compacte). Maintenant comme (u,) ne converge pas, il existe ¢ tel que pour
tout N € N, il existe n € N tel que n > N et u, ¢ B(£1,¢). On peut donc ainsi construire une
suite extraite (u,(n)) telle que

Vn € N, uy) € B(41, €).

Maintenant, cette suite extraite a nécessairement une valeur d’adhérence ¢, qui ne peut pas
étre £;. Au final, (u,) a bien au moins deux valeurs d’adhérence.

O

Proposition 13.66

Soit (Ey, ||.|[1), ... (Ep,||.ll,) des espace vectoriels normés. On se donne pour tout i €
[[1; p]] une partie A; compacte de E;. Alors A; X --- X A, est une partie compacte de
E; X -+ X E, muni de la norme produit.

p
Démonstration : Soit (u,) une suite a valeur dans [ | A;. Pour toutn € N, notons u,, = (u,(1),...,u,(p)).
i=1
On peut considére une extractrice ¢, telle que (uy, () (1)) converge vers #; car (u,(1)) est une suite a
valeurs dans A; qui est compact. Maintenant, on peut extraire de (uy, (»)(2)) une suite (ty,0p,(n)(2))
qui converge vers £;. Notons que (uy,0,,(n) (1)) converge encore vers £; comme suite extraite d’une

suite convergente.

En continuant ainsi on peut construire des extractrice ¢y, . . ., ¢, telles que, en posant ¢ = ¢,0---0¢;
on ait que pour touti € [[ 1; p ]|, (uy(n)(i)) converge vers ;.

De par la défintion de la norme produit, la suite (u,(,)) converge vers £ = (f1,...,£,). ]

4.2 Applications continues sur une partie compacte

On a défini les parties compactes comme celles qui vérifient la propriété de Bolzano-Weierstrass. On
voulait aussi généraliser la fait qu'une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses
bornes.

— Théoréme 13.67 |

Soit E et F des espaces vectoriels normées. Soit A une partie de E et f une application
continue de A dans F. Soit B une partie compacte de A alors f(B) est compacte.

Remarque : On dit « 'image d’'un compact par une application continue est compact »
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Démonstration : Soit (y,) une suite de f(B). Par définition, il existe une suite (x,) de B telle que
Vn € N,y, = f(x,). Il suffit en effet de « chosir » un antécédent par chaque y,. Maintenant, comme
(x,) est une suite de B qui est compact, il existe une extractrice ¢ telle que (x,()) converge. Notons £
sa limite. Comme f est continue (y,(n)) converge vers f (). Cela prouve bien que f(B) est compacte.
O

— ATTENTION |

Ne pas confondre le fait que 'image directe d’'un compact par une application continue
est compact avec le fait que I'image réciproque d’'un fermé / ouvert par une application
continue est fermé / ouvert.

Nous pouvons alors retrouver le théoréme vu en premiere année.

Corollaire 13.68 (Théoreme des bornes atteintes)

Soit f une application continue de A C E dans R. On suppose que A est compact et non
vide alors f(A) est bornée et les bornes sont atteintes.

Démonstration : On sait que f(A) est un compact de R. Il est donc borné et fermé. On peut donc
poser M = sup f(A) sa borne supérieure. Par définition, on peut trouver une suite (a,) d’éléments
de f(A) qui tendent vers M car pour tout ¢ = ﬁ il existe a,, € f(A) tel que M — ¢ < a, < M. Mais
comme f(A) est fermé, M = lim(a,) appartient a f(A).

On peut faire de méme pour la borne inférieure. O

Remarque : Quand on considére une application d’une partie compacte A et une application conti-
nue f de A dans un espace vectoriel normé (F, ||.||r) on peut appliquer ce théoreme a

Ifllr: A - R
x = lfGllr

En effet || f||F est continue en tant que composée de deux applications continues.

Exercice : Soit K une partie compacte non vide. Montrer que pour tout élément x de E, il existe un
élément a € K tel que d(x,K) = ||x — «|.

Exemple : C’est une des étapes qui permet de démontrer le théoréme de D’Alembert-Gauss : Sup-
posons par 'absurde qu’il existe un polynéme P € C[X] non constant qui ne s’annule pas. On
considere alors
f: C — R
z = |P(2)|

Il est clair que si |llim f(2) = +c0. En effet |P(2)| ~ |ag||z|* ot d est de degré de P.
Z|—00
Cela signifie que si on considere zy € C, il existe R € R, tel que
VzeC,lz| >R = f(2) > f(z0)

On en déduit que pour chercher le maximum de la fonction on peut se restreindre au compact
B(0,R).

Finalement, la fonction f est minorée et atteint son maximum. Il existe donc un nombre complexe
a tel que

VzeC, f(z) = f(a)
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C’est-a-dire
Vz € C,|P(z)| = |P(a)]|.

Il ne reste plus qu’a trouver la contradiction....

On peut aussi reformuler le théoréme de Heine

Théoreme 13.69 (Théoreme de Heine)

Soit A une partie compacte de E. Toute application continue f de A dans F est uniformé-
ment continue.

Démonstration : 1l suffit de recopier la démonstration du cours de premiére année. On suppose par

I’absurde qu’il existe une fonction f de A dans F qui soit continue mais pas uniformément continue.

De ce fait, il existe ¢ > 0 tel que pour tout 5 > 0, il existe (x,y) € A? tels que d(x,y) < 7 et
1

d(f(x), f(y)) > € En particulier en prenant = — on peut construire deux suites (x,) et (y,)
n

telles que
1

Vn € N,d(xp,yn) <
" (X Yn) n+1

et d(f(xn), f(yn)) > &.

On peut alors réaliser une double extraction avec de construire ¢ telle que (x,(»)) et (y,(»)) convergent.
En notant # et £, les limites et passant a la limite dans

1

d(Xp(n): Yp(n)) < ————
ot Yo(m) < 03T

on obtient que £ = £,. En utilisant alors la continuité de f on obtient que (f(xyn))) et (f(Ypn)))
convergent toutes les deux vers f(¢,) = f(£,). Ce qui est absurde car Vn € N, d(f (x,(n), f (Yp(n))) > €.
O

Exemple : On a montré précédemment que x — +/x était uniformément continue sur [0, 1]. Cela
découle directement de ce théoréme.

Exercice : Montrer que x > /x est uniformément continue sur R,.

5 Espaces vectoriels de dimension finie

Nous allons étudier plus particulierement les notions topologiques étudiées précédemment dans le
cas des espaces vectoriels de dimension finie.

5.1 Equivalence des normes

Commencons par un lemme

—‘ Lemme 13.70 }

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit % = (ey, ..., ;) une base de E, on note
||.|| la norme infinie relative a cette base.
La boule unité fermée B, (0, 1) est compacte pour la norme ||.|c.

Démonstration : Notons D la boule unité fermée de K, c’est-a-dire que D = [-1,1] si K = Ret
D={z€C, |z <1}siK=C.
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Regardons la boule unité fermée

Beo(0,1) = {x € E | ||Ix|lec < 1} = {A1e1+ -+ Anen | (A1,..., Ay) € D"}

On considere I'application

¢: (K'Y leo) — (E, ||.l0)
(xl,...,xn) = xie;+ -+ xe,

C’est une application linéaire continue (car elle est 1-lipschizienne) et Bu, (0, 1) = ®(D").
On sait que D est un compact de K et donc D" est un compact comme produit fini de compact.

On en déduit que Bu,(0,1) = ®(D") est compact comme image d’un compact par une application
continue. O

— Théoréme 13.71 |

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sur E sont équivalentes.

Démonstration : (Non exigible) On se fixe une base % de E et on note encore ||.||c la norme infinie
associée a cette base.

On considére une norme ||.|| sur E. On va montrer quelle est équivalente a ||.||o. Par transitivité on
aura alors obtenu que toutes les normes sont équivalentes.

Commencons par montrer que ||.|| : (E, ||.]|) — R est continue 2.

n
Pour tout x € E, on le décompose en x = }; x;e; et on a
i=1

n
xll < > Ixilllesll < nCllxlles
i=1

ou C = max(|le1],.. ., lleall).
Pour (x,y) dans E on a donc
[1xll = llyll] < llx = yll < nClix = yllo

ce qui prouve bien que ||.|| : (E, ||.|lc) — R est 1-lipschitzienne donc continue.

De plus, pour ||.||e, la sphére unité Se, (0, 1) C B (0, 1) est un fermé d’une partie compacte (d’aprés
le lemme précédent) c’est donc aussi un compact.

On en déduit que ||.|| est bornée et atteint ses bornes sur S, (0, 1). Il existe donc « et f tels que
Vx € Seo(0,1), B < ||x]| < a.

Notons que comme la valeur minimale est atteinte et que 0 ¢ S, (0, 1), f > 0. Maintenant pour tout
X
x € Eavecx # 0, —— € 5,(0,1) et donc

[P

<a= flixlleo < lixll < allx|le.

el

2. Faire attention que ce n’est pas évident; il est évident que ||.|| : (E,||.]|) — R mais ce n’est plus le cas quand la
norme de I'espace de départ n’est plus ||.||.
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Les normes sont bien équivalentes car

1
Vx € E [lx]| < allxlle et [lx[leo < Zlx]].

p

O

Remarque : Dans le cas de I’étude topologique d’un espace vectoriel de dimension finie, il n’est pas
nécessaire de préciser la norme utilisée. En effet en modifiant une norme pas une autre qui lui sera
équivalente on ne modifie pas :

— La convergence des suites

— Le caractere ouvert et donc l'intérieur

— Le caractere fermé et donc I’adhérence

— Le caractere compact

— La continuité des fonctions.

5.2 Topologie des espaces vectoriels de dimension finie

Nous allons voir certaines propriétés topologiques qui ne sont vraies que pour les espaces vectoriels
de dimension finie. Dans tout ce paragraphe, E est un espace vectoriel normé de dimension finie. On
note ||.|| sa norme.

Proposition 13.72

Une partie A de E est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Démonstration : On a déja vu que les parties compactes étaient fermées et bornées. Montrons
I'implication inverse.

Soit A une partie bornée. Il existe donc R > 0 tel que A C B(0, R). On on a vu que la boule unité fermée
était compacte pour une norme infinie. La méme preuve montre que B (0, R) est aussi compacte.
C’est donc aussi vrai pour la norme ||. |

On en déduit que A est un fermé d’un compact. C’est donc bien un compact. O

Exemples :
1. Les boules fermées et les sphéres sont compactes. Rappelons que ce résultat n’est plus vrai en
dimension infinie.
2. L’ensemble O,(R) des matrices orthogonales est une partie compacte de .#,(R).
n
— Pour tout A € 0,(R), ||Allc < 1 car pourtouti € [[1;n]], > A[i, j]? = 1. On en déduit
j=1
que O, (R) est borné.
— Soit @ : .#,(R) — .#,(R) définie par ® : A > ATA. Chaque coordonnée de ®(A) est
polynomiale en les coordonnées de A. On en déduit que ® est continue et donc @1 ({I,,})
est un fermé comme image réciproque d’un fermé par une application continue.

} Corollaire 13.73 }

Soit (u,) une suite de E bornée.
1. Elle admet une sous-suite convergente.

2. Elle converge si et seulement si elle a une unique valeur d’adhérence.

385



Démonstration : 11 suffit d’utiliser que (u,) est une suite 4 valeurs dans le compact B(0,R) ot
Vn € N, ||uy|| < R. O

Proposition 13.74 (Rappel)

Les sous-espaces vectoriels sont fermés (mais pas compacts s’ils ne sont pas réduit a {0}).

Exemple : L’ensemble des matrices de trace nulle est fermé.

5.3 Applications continues

— Théoreéme 13.75 |

Soit f une application linéaire de E dans F. Si E est de dimension finie alors f est continue.

Démonstration : On considére encore la norme infinie associée a une base & = (ey,...,e,). On
note C = max||f(e;)||r. Pour tout x = ), Aje; de E
1<i<n

IFGOllF < D Aif ellr < nCllxlles
i=1

L’application f est donc continue. ]

Exemples :
1. Dans E = .#,(K). Pour toute matrice P € GL,(K), I'application ® : M > P~!MP est linéaire
donc continue.
On en déduit que si (A,) — A alors si on pose B, = P7'A,P, la suite (B,) converge vers
P71AP.
2. Les projections e} sont continues car linéaires.

Proposition 13.76

Soit ® est un application multilinéaire, il existe une constante C telle que
n
V(s o), @G )l < C [ ] Il
i=1

En particulier, ® est continue.

Démonstration : La démonstration est similaire a la précédente. Traitons le cas des formes bili-

néaires. On se donne (ey, ..., e,) et (fi,..., f,) des bases de E; et de E,. On sait alors que pour tout
(x,y) € E; XxEyona
n p
O(x,y) = Z Z Aip@ (e, f7)
i=1 j=1

oul; =ef(x)etpy; = f]*(y) En particulier, si on note C = max |®(es, fj)||F alors
<isn

1<j<p

|2(x, )| < npClix|lllyll = Kllx]Hlyll.

386



Le résultat découle alors de la caractérisation de la continuité des applications multilinéaires. O

Exemples :
1. L’application @ : .#,(K) X #,(K) — #,(K) définie par ® : (A, B) — AB est bilinéaire donc
continues
2. Soit E un espace euclidien, le produit scalaire (e, ) : E X E — R est bilinéaire donc continue.

w

Soit E de dimension n, le déterminant est n-linéaire. donc continue
4. Soit ¢ : M, (K) — Mp1(K) — ,1(K) Papplication définie par ¢ : (A, X) — AX. Elle est
bilinéaire donc continue.

6 Séries a valeurs dans un espace vectoriel de dimension fi-
nie

6.1 Généralités

’ Définition 13.77 ‘

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (), u,) une série d’éléments de E.
1. On dit que la série converge si la suite des sommes partielles converge.

2. On dit que la série converge absolument si la série numérique (3. ||uy||) converge.

Remarque : Toutes les normes étant équivalente, I’absolue convergence ne dépend pas de la norme
choisie.

— Théoréme 13.78 |

Soit (D] up) une série d’éléments de E absolument convergente. Elle converge.

Démonstration : On considére une série () u,) absolument convergente. On se fixe une base
% = (e1,...,ep) de E.En particulier, la série 3 [|up|| est convergente. Comme pour touti € [[1; p ]|
et tout n, |e] (un)| < ||ty les séries 3 ef (uy) sont absolument convergentes donc convergentes. Si
on note (S,) la suite des sommes partielles, on vient d’établir que pour touti € [[1; p ]|, €/ (S,) =

n
2. e; (ux) converge donc (S,) converge. O
k=0
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— ATTENTION |

Ce théoreme n’est pas vrai (en général) dans un espace vectoriel normé de dimension
infinie. Par exemple pour E = K[X] avec la norme infinie ||.||.. On pose pour tout entier

1
nnon nul P, = —X". Il est clair que |Py[|c = # et donc la série ) ||Py|le converge.
n n=0
Par contre la série ), P, diverge. En effet, supposons par ’absurde qu’elle convergeait et
n=0
notons Q la somme de la série et d = deg(Q). Pour tout entier N > d,

N
e;+1 (Z Py - Q) = e;+] (Pgs1)

n=1

On en déduit que

N 1
;Pn—QH T

On a bien une absurdité.

Remarque : On peut généraliser ce théoréme en disant que si (E, || ||) est complet alors ’absolue
convergence d’une série implique sa convergence car il est simple de montrer que si }; u, est abso-
lument convergente alors la suite des sommes partielles est une suite de Cauchy.

6.2 Série géométrique de matrices

On se place dans E = .#,(K). On veut étudier les séries géométriques. On veut donc pouvoir « esti-
mer » ||AP||

—{ Lemme 13.79 }

Soit ||.|| une norme sur E, il existe C tel que

V(A, B) € E% || AB|| < Cl|AllIBII.

Démonstration : On utilise que pour || ||, ||AB|lcc < n||A|lel|Bllc €t que toutes les normes sont
équivalentes.

Remarque : On verra qu’il existe aussi des normes qui vérifient

V(A,B) € #,(K)*, || AB]| < [|All|IB]|

Dans toute la suite on notera C une constante réelle telle que

V(A, B) € E* ||AB|| < Cl|Alll|BII.
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Proposition 13.80

1
Soit A € .#,(K), si ||A]| < C alors la série géométrique (3, A”) converge absolument. De

plus sa somme vaut

EAP = (I, - A)!

p=0

Démonstration : Pour la convergence, on voit que

IAPI] < CIAPTHIIIALL < CEIAPZAIANR < -+ - < CPTHANIIANPTY = CPH| AP

1 1 1
Or CP7L||A||P = E(C||A||)p doncssi ||A]| < c alors la série (Z E(C||A||)P) converge et la série (3 AP)
converge absolument.

Pour la somme, Il suffit de remarquer que

(I, — A) iAP = EAP - +ZOOZAP+1 = iAP - iAP =1,
p=0 p=0 p=0 p=0 p=1

Remarques :

1. On montre ainsi que si A a une norme « petite » alors I, — A est inversible. Ce n’est qu'une
condition suffisante, on peut par exemple trouver des matrices nilpotentes de trés grande

+00
norme et on a encore I, — N inversible d’inverse ), N qui converge car la suite stationne a 0.
p=0
2. On peut aussi considérer la série (3, u”) pour u € .Z(E).

6.3 Série exponentielle de matrices

A
Regardons maintenant la série exponentielle (Z F)

Proposition 13.81

Pour toute matrice A € .#,(K) la série exponentielle est absolument convergente. On note
exp(A) sa somme.

Démonstration : Soit A € .#,(K), on a vu que pour tout entier p, ||[A||? < CP7!||A||P, comme la

. 1 (CllAlD? i :
série | ), ————— | converge, la série exponentielle est absolument convergente donc convergente.
O

c p!

Remarque : De méme pour u € .Z(E) on peut définir exp(u).

Proposition 13.82

Soit A et B deux matrices telles que AB = BA alors

exp(A + B) = exp(A) exp(B).
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Démonstration :

— Premiére preuve :

Le résultat découle des résultats sur les produits de Cauchy en les étendant au cas des espaces
. , . . . . AP B
vectoriels normés de dimension finie . En effet si on pose u, = o1 etog = r alors

n

Vn € N, n!w, = n! Z Upvg = Z (;)APB”_P =(A+B)"

p+g=n p=0
La derniére égalité découle du fait que A et B commutent.

Comme on sait que (3 up) et (3 v4) sont absolument convergentes alors (Y, w,) aussi et

exp(A+ B) = Z (A+—B) +Z’° Wy = (i" up) (’i" vq) = exp(A) exp(B)

n=0 n=0 p=0 q=0

— Deuxiéme preuve : On pose u, = 0g = q, etw,=n! 3 uyu,=(A+B)".

1,
p prgq=n

Pour tout N € N,

Z Up¥q

prq=n

N
<> > Cliylliog]

n=0 p+q=n

Zi; '””?” Z

n=0

Comme tous les termes sont positifs, la somme sur le « triangle p + ¢ < N » est inférieur a la
somme sur « le carré (p,q) € [0; N]|? »

annn cZZnupnnvqn— (Znupu)(z]nvqn) (guupn)(gnvqn).

p=0 g=0 q=0
On en déduit que la série (3 wy) est absolument convergente.

Maintenant, si on calcule
2N
2 Y e
n=0 p+q=n

On fait la somme sur le « triangle p+q < 2N qui contient le « le carré (p,q) € [[0; N]|* » et
deux autres morceaux. Précisément,

Son= (2] (D) + 3w

p=0 q=0 (P.9)€In

faire un dessin

Maintenant,
+00 +00
D0 upng| <C D lupllllogll < Z Iy | (vaqn) (Znupn) A
(P9 €In (P €In p=N+1 p=0 g=N+1

On en déduit que lim > wu,v, = 0 et donc
N—>oo (P,q)GTN

exp(A+B) = Z M +Z°°: wp = (i up) (i z)q) = exp(A) exp(B)

n=0 n=0
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— ATTENTION |

En particulier, on voit que I, = exp(0) = exp(A — A) = exp(A) exp(—A) donc exp(A) est
inversible et exp(—A) = exp(A)~.

Nous verrons lors du chapitre sur les équations différentielles I'interét de ’exponentielle de matrice.
Voyons déja quelques méthodes de calculs.

A 0 -+ 0
1. Si A est un matrice diagonale A =
o
0 0 A,
p
¥ oo 0
0
Pour tout p € N, A? =
: . .0
0 --- 0 /11:!’
On en déduit que
exp(A4;) 0 --- 0
exp(A) = 0
: . . 0
0 oo 0 exp(4y)

2. Soit A € #,(K) et P € GL,(K). On pose B = P"!AP. On a donc que pour tout p € N,

BP = P71APP et donc
n n
BP 1 AP
Vn € N, E F =P E F
p=0

p=0
On sait que le produit matriciel est continu donc

P.

exp(B) = P! exp(A)P.

Dit autrement, pour calculer 'exponentielle d'une matrice on peut la « remplacer » par une
matrice semblable puis faire le changement de bases.

3. Dans le cas ou A est annulé par un polynéme scindé (toujours vrai sur C) on sait qu’elle est
semblable a une matrice diagonale par blocs dont les blocs sont de la forme AL, + N ou N est
nilpotente. D’apres ce qui précede, on peut donc se ramener a calculer exp(AI, + N). De plus
Al, et N commutent on a donc

exp(Al, + N) = exp(A) exp(N).

Or le calcul de exp(N) est aisé car N¥ est stationnaire 4 0.

4. Dans le cas ou A est diagonalisable. Plutot que de faire le changement de bases qui nécessite
de calculer P71, on peut utiliser les polynémes interpolateurs de Lagrange. Précisément, on

d _I;_(X - a;)
note 74 = [[(X — a;) le polyndme minimal et, pour tout j € [[1;d ]|, R; = Z  On
i=1 H(aj - a;)
i#j

sait alors que pour tout entier n,
X" =Qmy+S
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ou

S = Zaj?Rj

j=1
Dés lors,
00 AP 00 d d 00 1 d
exp(A)= ) Tr =D D aRi(A) = ) (Z @ | Ri(A) = D exp(aRy(4)
n=0 n=0 j=1 j=1 \n=0 j=1
Exercices :
-1 1
1. Calculer exp(A) pour A=| 1 -1 1 | On peutexprimer A en fonction de [ et de M =
1 1 -1
1 11
111
1 11

2. Montrer que pour toute matrice A € .#,(C) il existe P € C[X] tel que exp(A) = P(A). On
pourra utiliser que C[A] est un sous-espace vectoriel fermé.

3. Montrer que pour M € .#,(C), det(exp(M)) = exp(tr(M)). On pourra trigonaliser M.

7 Parties connexes par arcs

On veut maintenant généraliser le théoreme des valeurs intermédiaires.

7.1 Motivation

Le théoréme des valeurs intermédiaires n’est plus vérifié dans C par exemple. Pour f : t > e’ de R
dans C.On a1 € f(R), —1 € f(R) mais le segment [—1, 1] n’est pas inclus dans f(R).

7.2 Défintion

| Définition 13.83 |

Soit E un espace vectoriel normé, A une partie de E.
1. On appelle chemin dans A (ou arc dans A) une application continuey : [0,1] — A.

2. Soit x ety dans A. On appelle chemin dans A de x versy un chemin y tel que y(0) = x
ety(1) =y.

Remarque : Il faut imaginer I’arc (ou le chemin) comme I'image y([0, 1]) de 'application.

Proposition 13.84

Soit A une partie de E. On construit une relation binaire sur A en posant
Vx € A%, x%y <= (il existe un chemin dans A de x vers y)

C’est une relation d’équivalence.
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Démonstration :

— La relation est reflexive. En effet, pour tout x € A, il existe un chemin reliant x a lui méme. Il
suffit de prendre la fonction constante égale a x.

— Larelation est symétrique. En effet si pour x, y dans A on suppose que xZy. Il existe donc un
chemin y allant de x a y. Il suffit de considérer y défini par

y: [0,1] — A
t > y(1-1t)

C’est bien une application continue et y(0) = y(1) =y, y(1) = y(0) = x.

— Larelation est transitive. Soit x, y et z dans A. On suppose que xZy et que yZz. Il existe donc
y1 et y» des chemins de x vers y et de y vers z. On va construire un chemin de x en z en mettant
les deux chemins bout a bout. Précisément, on pose

y: [0,1] — A

{ }/1(21’) sit < %

g y2(2t —1) sinon.

On vérifie bien que y est continu car y;(1) = y2(0) = y puis que y(0) = y1(0) = x, y(1) =
r2(1) =z

Faire un dessin

La relation Z est bien une relation d’équivalence.

Remarque : On va alors regarder les classes d’équivalences de pour cette relation.

Définition 13.85

Une partie A est dite connexe par arcs si pour tout x ety dans A il existe un chemin de x vers
y.

Remarque : Cela revient a dire qu’il n'y a qu’une classe d’équivalence pour la relation précé-
dente.

Proposition 13.86

Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

Démonstration :

— Il est clair que les intervalles sont connexes par arcs. En effet, pour tout (x,y) € A? on peut
poser

yit— (1-t)x+ty

— Réciproquement, montrons que les parties connexes pas arcs sont les intervalles. Soit A une
partie connexe par arcs. On pourrait faire une démonstration directe avec une disjonction
selon que A soit majorée ou non, minorée ou non et selon que I’éventuelle borne supérieure /
inférieure appartienne ou non a A. Il est plus simple de montrer que si A est connexe par arcs
alors elle est convexe et d’utiliser le résultat prouvé précédemment.
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Soit x,y dans A, comme A est connexe par arcs, il existe y : [0,1] — R une application
continue telle que y(0) = x, y(1) = y et y prend ses valeurs dans A. On peut utiliser le
théoréme des valeurs intermédiaires pour montrer que toutes les valeurs z comprise entre x
et y sont atteintes par y et sont donc dans A. On en déduit que A est convexe. C’est donc un
intervalle.

O

Définition 13.87 (Parties étoilées)

Soit A C E. Elle est dite étoilée s’il existe xo € A tel que pour tout y de A, le segment [xo, ]
est inclus dans A.

Faire un dessin

Proposition 13.88

Soit A une partie de E non vide. On a
A convexe = A étoilée = A connexe par arcs

Démonstration : Evident m|

— ATTENTION |

Quand on n’est plus dans R, les implications ci-dessus ne sont pas des équivalences.
Faire un dessin

Définition 13.89 (Composantes connexes par arcs)

Soit A C E, on appelle composantes connexes par arcs les classes d’équivalences de la relation
. En particulier, elles sont connexes par arcs et forment une partition de A.

Exemples :

1. Dans A = R* C R la composante connexe de 1 est |0, +oc0[
2. Dans A = C* ¢ C la composante connexe de 1 est C* en entier.

3. L’ensemble A = R\ Z C R a une infinité de composantes connexes.

Exercice : Soit A une partie connexe par arcs. Soit X une partie de A qui est ouverte et fermée.
Montrer que X = 0 ou X = A.

7.3 Image d’une partie connexe par arcs par une application continue

Nous allons pouvoir généraliser le théoréeme des valeurs intermédiaire.

—{ Théoréme 13.90 }

Soit A une partie connexe par arcs et f une application continue de A dans F. Son image
f(A) est connexe par arcs.
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Démonstration : Soit y;, y, deux éléments de f(A). Il existe x; et x; tels que f(x;) = y;. Comme
A est connexe par arcs, il existe un chemin y qui va de x; vers x,. La composée f o y est alors un
chemin de y; vers y,. O

Remarque : C’est bien la généralisation du théoréme des valeurs intermédiaires car dans le cas de
R, connexe par arcs est équivalent a intervalle.

Exercice : Montrer que GL,(R) n’est pas connexe par arcs et que GL, (C) est connexe par arcs.
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CHAPITRE 14

Espaces préhilbertiens réels 2

1 Endomorphismes autoadjoints d’un espace euclidien 396
1.1 DEfinition . ... ... ... . 396
1.2 Matrice d'un endomorphisme autoadjoint . ............ ... ... ... ... ..., 398
1.3 Théoreme spectral .. ... .. 398
2 Endomorphismes autoadjoints positifs, définis positifs 401
2.1 Défintions . .. .. .. . .. 401
2.2 Caractérisation spectrale . ... ... . .. . . . 403

Nous allons continuer 1’étude des espaces euclidiens. Dans tout ce chapitre E désigne un espace
euclidien.

1 Endomorphismes autoadjoints d’un espace euclidien

1.1 Définition

| Définition 14.1 |

Soitu € L (E). 1l est dit autoadjoint siu = u".
C’est-a-dire si
V(x,y) € E% (u(x)ly) = (x|u(y))
On dit aussi que u est un endomorphisme symétrique. On note ./ (E) I’ensemble des endo-
morphismes autoadjoints (symétriques) de E.

Exemple : Dans E = .#,(R) avec le produit scalaire usuelle (A|B) = tr(A'B). Le morphisme
f: M+ MT est autoadjoint. En effet

V(A B) € E% (f(A)|B) = (AT|B) = tr(AB) et (A|f(B)) = (A|IB") = tr(A"B") = tr((BA)") = tr(BA).

On a bien (f(A)|B) = (A|f(B)). L’endomorphisme f est autoadjoint.
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Proposition 14.2

L’ensemble .7 (E) est un sous-espace vectoriel de .Z(E).

Démonstration : On a vu que @ : u — u* est un endomorphisme de .Z (E). Il suffit alors d’utiliser
que . (E) = Ker(® —id) = {u € L(E), ®(u) = u}. O

Proposition 14.3

Soit p un projecteur. Il est autoadjoint si et seulement s’il est orthogonal.

Remarque : Rappelons qu’un projecteur est orthogonal si c’est la projection sur F parallélement a
F*.
Démonstration :

— On suppose que p projette sur un sous-espace vectoriel F parallelement & F-. Pour tout
couple (x,y) de vecteurs de E. Si on note

x=x1+x2ety=y;+y
avec x; et x; dans F et y; et y, dans F-.On a

(P()|y) = (x1lyr +y2) = (x1ly1) + (x1ly2) = Cx1lyr).

De méme,
(x|p(y)) = (x1ly1)-
On a bien p € . (E).

— On suppose que p € .Y (E). Soit x € Ker(p) et y € Im(p) alors (x|y) = (x|p(y)) =
(p(x)]y) = (0]y) = 0. On en déduit que Im(p) C (Ker(p))* mais comme dimIm(p) = dimE —
dim Ker(p) = dim(Ker(p))* on a bien Im(p) = (Ker(p))*.

O

Remarque : On a le méme résultat pour les symétries (mais il n’est pas au programme donc a savoir
refaire).

— On considére la symétrie orthogonale s par rapport a F (et parallélement & F). Pour tout
couple (x, y) de vecteurs de E. Si on note

Xx=x1+x2ety=y; +ys

avec x et x, dans F et y; et y, dans F-.On a

(s(®)]y) = (x1 = x2|lys + y2) = (x1|y1) + (x1ly2) — (x2ly1) — (x2ly2) = (x1|y1) — (x2lya).

De méme,
(xs(y)) = (x1lys) — (x2]y2).
On abiens € . (E).

- Soit s une symétrie par rapport a F = Ker(s — id) et parallelement a G = ker(s + id). On
suppose que s € . (E). Soit x € Fety € G alors (x|y) = (s(x)|y) = (x|s(y)) = (x| —y) =
—(x|y). On en déduit que (x|y) = 0. Finalement G C F* mais comme dimG = dimE—dim F =
dim F* on a bien G = F*.
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1.2 Matrice d’'un endomorphisme autoadjoint

Proposition 14.4

Soit 2 une base orthonormale de E et soit u € Z(E).
L’endomorphisme u est autoadjoint si et seulement si Matz(u) est symétrique.

Démonstration : Notons A = Matg(u). Comme Z est une base orthonormée, on sait que Matgz(u*) =
AT.On a alors

ue SY(E) & u=u" & A=A" & Aestsymétrique
O

Notation : On rappelle que 'on note .7}, (R) I'ensemble des matrices symétriques de .#,(R).
— ATTENTION |

L’ensemble .7, (R) n’est pas stable par produit; I’ensemble .’ (E) n’est pas stable par com-
position.

Exemple : Si on considére une symétrie orthogonale s. On considére une base de E obtenue en
concaténant une base orthonormale de F avec une base orthonormale de F*. Dans cette base

1 0 -+ «vv oo 0
; .
Mats)=| = 1 C ez,
: SR
e
0 0o -1

— ATTENTION |

Le résultat est faux si la base n’est pas othonormée. Par exemple dans la base (u,v) ou
u=(1,1) eto = (0,1) la projection orthogonale sur (Ox) a pour matrice

[50)

— Corollaire 14.5 |

On a
n(n+1)

2

dim.¥(E) = dim .%,(R) =

1.3 Théoréme spectral

Nous allons dans ce paragraphe étudier la diagonalisabilité d’'un endomorphisme autoadjoint (ou
d’une matrice symétrique réelle).
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Commencons par deux lemmes qui sont analogues a ceux de la réduction des isométries vecto-
rielles.

—‘ Lemme 14.6 }

Soitu € . (E) et F un sous-espace vectoriel stable par u. L’orthogonal F* est encore stable
par u.

Démonstration : Soit u € . (E) et F un sous-espace vectoriel stable par u. On sait que F' est alors
stable par u* = u.

— Lemme 14.7 |

Soit u € . (E). Son polynoéme caractéristique est scindé sur R. En particulier si dim E > 0
I’endomorphisme u a au moins une valeur propre réelle.

Démonstration : Notons A la matrice de u dans une base orthonormée. On sait donc que A € .7, (R).
On veut montrer que y4 est scindé sur R. On sait qu’il est scindé sur C car C est algébriquement
clos.

X1
Maintenant si A est une valeur propre de A (ou de u) a priori complexe. ll existealors X =| : | € #,1(C)
Xn
non nul tel que AX = AX. En conjuguant, on obtient AX = AX. De ce fait,
=T =T 2
X AX =X (AX) =Xl
ou
n n
X112 = > % = > xif* > 0.
i=1 i=1
De méme,
=T =T =T = —T -
X AX = (X AX =X ADX = (AX)TX =2X X =2 X])?
On en déduit que A = Aetdonc A €R.
Ceci étant vrai pour toutes les valeurs propres, y4 est bien scindé sur R ]

Remarque : 1l existe une autre preuve. On considere

fix (ulx)|x).
C’est une application continue. En effet c’est la composée de

p: E - EXE
x B (u(x),x)
et de
(J): EXE — R
(xy) — (u(x)ly)
Or lapplication ¢ est continue car linéaire (et E de dimension finie) et (.|.) est continue car bili-
néaire.
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Maintenant, comme E est de dimension finie la sphére unité S = {x € E | ||x|| = 1} est un fermée et
bornée. Elle est donc compacte.

On en déduit que f est bornée et atteint ses bornes sur S.

Soit xg € S tel que f(xp) soit maximale. On va montrer que x, est un vecteur propre de u. Ce qui
revient a dire que Vect(u(xp)) C Vect(xp) '. Pour montrer que ces deux espaces vectoriels coincident
on va montrer qu’ils ont le méme orthogonal.

Soit h tel que (xg|h) = 0. On sait que pour tout t € R, ||xo + th||? = ||xo||? + t?||h]|> # 0 d’aprés le
théoréme de Pythagore.

On peut alors regarder la fonction
g: R — R
+th
t o ()

D’apres la définition de x, cette fonction atteint son maximum en ¢ = 0. Maintenant,

(u( Xo+th )l XO+th )
llxo + thll ) " llxo + thl|

(u(xo) + tu(h)|xo + th)

g(t)

llxo + thl|?

ﬁllhllz [(u(x0)|xo) + t(u(xo)|h) + t(u(h)|xo) + tz(u(h)|h)]

((u(x0)lxo) + 2t (u(x0)[R) + 0(2)) (1 + 0t + 0(1))
(u(x0)lxo) + 2t (u(x0)[h) +0(t)

On en déduit que g est dérivable en 0 et que ¢’ (0) = 2(u(xo)|h) = 0.

On a montré que Vect(xy)™ C Vect(u(xp))" ce qui implique en prenant I'orthogonal que
Vect(u(xg)) = (Vect(u(xp))™)* c (Vect(xo) ) = Vect(xp).

Ce qui implique bien que x, est un vecteur propre.

C’est ce que I'on voulait.

Théoreme 14.8 (Théoreme spectral - Version endomorphisme)

Si u est un endomorphisme de E. Il est autoadjoint si et seulement si I’espace E est somme
directe orthogonale des sous-espaces propres de u. C’est-a-dire si et seulement s’il existe
une base orthonormale diagonalisant u.

Démonstration : On procede par double inclusion

— On suppose qu’il existe une base orthonormée Z telle que A = Maty(u) soit diagonale.
En particulier A est symétrique donc u est autoadjoint.

-
On procede par récurrence sur la dimension de E. On veut montrer que si u est un endomor-

phisme autoadjoint de E ou dimE = n alors il existe une base orthonormale diagonalisant
u.

1. linclusion est la pour traiter le cas ou la valeur propre serait nulle
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— Initialisation : Pour n = 0, il suffit de considérer la famille vide. Pour n = 1, il suffit de
prendre un vecteur normé engendrant I’espace.

— Hérédité : Soit n € N*. On suppose que la propriété est vrai si dimE < n et on veut
le montrer si dimE = n. On sait maintenant que u admet une valeur propre réelle A.
On note alors e; un vecteur propre associé a A que 'on peut supposer normé. On pose
F = Vect(e;) qui est stable par u. En utilisant le lemme on obtient que F* est stable par u.
Maintenant, la restriction # de u & F* est un endomorphisme autoadjoint de F* (avec le
produit scalaire induit par celui de E). Donc il existe une base (e, ..., e,) orthonormée
de F* qui diagonalise .

Il ne reste qu’a prendre (e, . . ., €,) qui est bien orthonormée car pour tout i > 2, (e1|e;) =
0.

On peut aussi en donner une version matricielle :

Théoreme 14.9 (Théoréme spectral - Version matrice)

Soit A une matrice réelle. Elle est symétrique si et seulement s’il existe une matrice ortho-

gonale P € O(n) telle que
P'AP=PTAP=D

soit diagonale.

Remarque : On dit que A est orthogonalement semblable a une matrice diagonale.

— ATTENTION |

On ne peut pas généraliser aux matrices symétriques complexes. Par exemple A =

1 i
( ; _l 1 ) n’est pas diagonalisable car son polyndme minimal est 4 = X2

Il existe une extension de cette théorie a C pour les matrices hermitiennes qui vérifient

AT = A

2 Endomorphismes autoadjoints positifs, définis positifs

2.1 Défintions

| Définition 14.10|

Soitu € .7 (E).
1. On dit que u est positif si pour tout x € E, (u(x)|x) > 0.
2. On dit que u est défini positif si pour tout x € E \ {0}, (u(x)|x) > 0.

On note /*(E) et /**(E) l’ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs et définis
positifs respectivement.

On a aussi une définition analogue pour les matrices.
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| Définition 14.11 |

Soit A € #,(R).
1. On dit que A est positive si pour tout X € Mn1(R), XTAX > 0.
2. On dit que u est définie positive si pour tout X € M1 (R) \ {0}, XTAX > 0.

On note ;7 (R) et ./ *(R) I’ensemble des matrices symétriques positives et définies positives
respectivement.

Remarque : Soit A € .7, (R), on note a I'’endomorphisme canoniquement associé a A qui est au-
toadjoint (ou E = .#,1(R) est muni de la structure euclidienne canonique). On a alors

Ae ST(R) & aec S (E)etAe ¥ (R) & ac S (E)
11 suffit de recopier la définition en remarquant que pour X € E,

(a(X)|X) = (AX|X) = (AX)TX =XTATX = ATAX

a b
b d

A€ ST (R). Soit X = ( ;; ),XTAX = ax® + 2bxy + dy’.

Exemple : Soit A = ( ) € .%(R). On cherche des conditions sur les coefficients pour que

— Sia < 0, la matrice A n’est pas symétrique positive car pour X = ( (1) ), XTAX =a<0.

— Sia=0.Sib=0etd > 0la matrice est symétrique positive car X' AX = dy?. Par contre si
b # 0 la matrice n’est pas symétrique positive car pour X = ( ch ), XTAX = 2bx +d qui n’est
pas de signe constant quand x varie.

— Sia > 0, on peut factoriser

2 2 2
2 —
XTAX:a(x2+—bxy+c—Zy2) :a((x+éy) +ad b y2)
a a a

On voit que ce terme est toujours positif si et seulement si ad — b? = det(A) est positif.

Finalement A € .7 (R) si et seulement si (a = b =0 etd > 0) ou (a > 0 et det(A) > 0).

De méme ce calcul montre que A € ."*(R) si et seulement si (a > 0 et det(A) > 0).

— ATTENTION |

Comme on le voit ci-dessus, dire qu’'une matrice est symétrique positive ne revient pas a
dire que ses coefficients sont positifs. Par exemple

(_21 _zl)ef;(R)et(; f)ef;(R)
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2.2 Caractérisation spectrale

Proposition 14.12

Soitu € . (E).
1. L’endomorphisme u est autoadjoint positif si et seulement si Sp(u) C Ry.

2. L’endomorphisme u est autoadjoint défini positif si et seulement si Sp(u) C Rj.

Démonstration :

1.

- On suppose que u € .*(E). Soit A € Sp(u). On considére x un vecteur propre (non

nul) associé a la valeur propre A.

(u(x)]x) = (Ax|x) = A(x|x) = Allx[|?
On en déduit (car ||x]|? > 0) que A = Wl 5 o

flx]1?

Cela montre que Sp(u) C R,.

On suppose que Sp(u) C R,. D’apres le théoréme spectral, on sait que u est diagona-
lisable. Soit # = (e, ..., e,;) une base orthonormée de vecteurs propres de u. Pour tout
i€[[1;n]], onnote A; > 0la valeur propre associé a e;.

n

Pour x € E, on peut le décomposer dans la base # : x = ) xje; o pour touti € [[1; n]],
i=1

x; = e;(x). On a alors

(u(x)lx) = (Z /1,~xl-e,-| ijej) =
i=1 j=1

La derniére égalité vient du fait que # est une base orthonormée.

n n n

Aix,-xj(e,-|ej) = Zﬂ.ixl? =20
1 i=1

i=1 j=

Cela montre bien que u € .*(E).

On suppose que u € .’**(E). Soit A € Sp(u). On considére x un vecteur propre (non
— W®¥x)
= > 0.

llx1®

nul) associé a la valeur propre A. Le méme calcul que ci-dessus donne A

Cela montre que Sp(u) C R}.
On suppose que Sp(u) C R}. Avec les mémes notations que ci-dessus, pour x €

E\ {0}, i
(u(x)|x) = Z Aix? >0
i=1

Comme le vecteur x n’est pas nul, il existe iy tel que x;, # 0. Comme 4;, > 0 on a alors
(u(x)|x) > A, x% >0

iO 1o

Cela montre bien que u € .**(E).
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—{ Corollaire 14.13 }

Soit A € Z,(R).
1. La matrice A est symétrique positive si et seulement si Sp(A) C R;.

2. La matrice A est symétrique définie positive si et seulement si Sp(A) C R}.

—{ Corollaire 14.14 }

Soit A € . (R).
1. La matrice A est positive si et seulement si tr(A) > 0 et det(A) > 0.

2. La matrice A est définie positive si et seulement si tr(A) > 0 et det(A) > 0.
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CHAPITRE 15

Fonctions a valeurs vectorielles

1 Dérivabilité 405
1.1 Dérivabilité en un point ... ... ... 406
1.2 OpArations . . . ... 408
1.3 Dérivées SUCCESSIVES . . . . . ot 411
2 Intégration sur un segment 412
2.1 Dé&finitions . .. ... ... 412
2.2 Propriétés de l'intégrale . ... ... .. . . . . . 414
3 Intégrale fonction de sa borne supérieure 416
3.1 Théoréme fondamental de I'analyse . ...... ... ... . ... ... . . ... .. . . ...... 416
3.2 Inégalités des accroissements finis .. ............ .. . . . ... ... 417
4 Formules de Taylor 417
4.1 Formule de Taylor avec reste intégral . ...... ... ... ... . ... ... ... ... ....... 417
4.2 Formule de Taylor-Young . ... ... . . . 418
5 Suites et séries de fonctions a valeurs vectorielles 419
5.1 Généralités . ... ... . 419
5.2 Continuité et théoréme de la double limite . .......... ... ... ... ......... 421
53 Intégration et dérivation ... ... ... .. 423

Dans tout ce chapitre I désignera un intervalle (non trivial) de R et F un K-espace vectoriel normé
de dimension finie (notée p). On note ||.|| la norme.

Nous allons définir la dérivabilité et 'intégration pour les fonctions de I dans F.

1 Dérivabilité
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1.1 Dérivabilité en un point

| Définition 15.1

Soit f une fonction de I dans F et ty € 1. On dit que f est dérivable en t, si la fonction

(27 I\{XO} - F
f(®) - f(t)

F— i

t

a un limite en t,.
Dans ce cas, la fonction f est dite dérivable en ty, la limite s’appelle dérivée de f en ty et on

note
f'(t) = lim £ - flto) _ lim f(to +h) —f(l‘o).

t—t t—1y h—0 h

Remarques :

1. L’élément f’(t;) est un élément de F.

2. Dans le cas oit F = R? ou F = R®, une application f : t — F peut étre imaginée comme le
déplacement d’un point dans F en fonction du parameétre ¢ (en voyant F comme un espace
affine et plus un espace vectoriel). Dans ce cas, f'(t) s’appelle le vecteur vitesse.

Proposition 15.2 (Expression en coordonnées)

Avec les mémes notations. Si on note & = (ey, .. .,ep) une base de F, on pose pour tout

iel[1:pll
fi=efof:I>K

p
(C’est-a-dire que pour tout t dans I, f(t) = Z fi(t)e;)

i=1

1. La fonction f est dérivable en f; si et seulement si toutes les f; sont dérivables en t,.

p
2. Dans ce cas, f'(ty) = Zfi'(to)e,-
i=1

Démonstration : Ce n’est qu'un cas particulier du théoréme analogue sur les limites. O

Exemple : On considére 'espace vectoriel F = .#,(R) et # la base canonique. Pour savoir si une ap-
plication est dérivable, on peut regarder coordonnée par coordonnée. Par exemple si on étudie

sint cost

f:t'—>f(t)=(

cost —sint )

Chaque application coordonnée est dérivable en ¢, € R donc f est dérivable en ¢, et

F(ty) = ( —sinty —cost ):f(t0+z)

costy —sint 2

Nous allons donner une définition « a la Taylor-Young » de la dérivabilité, il faut au préalable donner
un sens a o (h).
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’ Définition 15.3 ‘

On note, pour tout entier k, .0 (hk) une fonction définie d’un voisinage de 0 dans F de la
—0

forme h > h*e(h) oii e tend vers 0 quand h tend vers 0.

Remarque : On peut de méme définir o ((¢ - to)k ). La plupart du temps, on omettra de préciser
t—ty

au voisinage de quel point on travaille en indice.

Proposition 15.4 (Interprétation a la Taylor-Young)

Avec les notations précédentes, f est dérivable en ¢, si et seulement s’il existe € F tel
que

f(to+h) :f(t0)+ha+8(h).

Dans ce cas, f'(t)) = a.

Démonstration : La démonstration est analogue au cas réel.

3aeF,f(t0+h):f(t0)+ha+8(h) = EIaeF,f(tO-Fh})l_f(tO) :a+8(1)
lig Lo+ = ft) _

h—0 h

—

Exemple : En reprenant notre exemple ci-dessus,

£ty + ) cos(to+h) —sin(ty+ h) )

sin(ty + h) cos(ty + h)
costy —hsinty+o(h) —sinty— hcosty+o (h) )

sinty+ hcosto+o(h) costy— hsinty+o (h)

costy —sint —sinty —cost
= 0 ")+ h 0 S0 o (h)
sinty, costy coSty —sintky

Définition 15.5 (Dérivabilité a droite et a gauche)

Avec les mémes notations

1. Sity n’est pas la borne inférieure de I, f est dite dérivable a gauche en t, si ¢;, a une
limite quand t — & La dérivée a gauche est notée f;(to).

2. Sity n’est pas la borne supérieure de I, f est dite dérivable a droite en t, si ¢;, a une
limite quand t — t§. La dérivée a droite est notée f(to).
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’ Définition 15.6 ‘

Soit f une fonction de I dans F.

1. Elle est dite dérivable si elle est dérivable en tout point ty de I. On note alors f’ sa
fonction dérivée définie sur I par :

ot ().

2. Elle est dite de classe 6 si elle est dérivable et que sa fonction dérivée est continue.

1.2 Opérations

Proposition 15.7

Une combinaison linéaire de fonction dérivables est dérivable. L’ensemble des fonctions
dérivables est donc un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions.

Démonstration : 1l suffit de recopier la preuve usuelle.

Proposition 15.8

Soit G un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit f une fonction de I dans F et
L : F — G une application linéaire.

1. Si f est dérivable en t; alors L o f est dérivable en ¢, et

(Lo f) (to) = L(f" (%))
2. Si f est dérivable alors L o f est dérivable et

(Lof) =Lof

Démonstration :

1. On étudie

— L(f (1)

L{f(to+h) —L(f(t) _, (f(to +h) —f(to))
h h

car L est continue (application linéaire entre deux espaces vectoriels normés de dimension

finie). On en déduit bien que L o f) est dérivable en ty et que (L o )" (ty) = L(f"(to)).
2. 1l suffit d’appliquer 1. en tout ¢, de I.
O

Remarque : Ce résultat sera généralisée dans le chapitre sur le calcul différentiel (chain rule)

Exemple : On reprend notre application f : I — F = .#,(R) définie par :

sint cost

fetm s =

cost —sint )
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Pour tout matrice A € .#>(R), on peut regarder

L: F — F
M — AM

Elle est linéaire; on en déduit que
Lof:t— Af(t)

est dérivable et de dérivée : t — Af(1).

Proposition 15.9

Soit G, H des espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit f et g des fonctions de I
dans F et de I dans G. Soit B : F X G — H une application bilinéaire.

1. Si f et g sont dérivables en t; alors t — B(f(t), g(t)) est dérivable en t, et
(B(f,9))"(to) = B(f'(t0), 9(t0)) + B(f(t0). g’ (t0))-
2. Si f et g sont dérivables alors t — B(f(t),g(t)) est dérivable et

(B(f.9))" = B(f".9) + B(f.9)-

Démonstration : La preuve est semblable a la preuve de la dérivabilité d’un produit. Précisément,
pour tout h proche de 0

B(f (to + h), (9(to + k) = B(f (o) + hf"(t0) + he1(h), g(to) + hg' (to) + hez(h))

ou ¢ et & tendent vers 0 quand h — 0. On a donc, par bilinéarité :
B(f(ty +h),g(ts + 1) = B(f (1) g(t5)) + h [B(f (t0). g () + B(F'(t0), g(t0))] + her()
ou

a(h) = B(f(t), &2(h)+hB(f" (1), g (to))+hB(f"(to), £2(h))+hB(e1(h), ¢ (t0))+hB(e1 (h), e2(h))+B(e1(h), g (1))

Comme B est bilinéaire et que F, G sont de dimension finie, il existe C > 0 tel que

V(x,y) € FXG,[|B(x,y)lln < Cllx]|r-llyllc.

Montrons que les 6 termes de « tendent vers 0 quand h tend vers 0.

— IB(f(to). e2(m)llrr < ClIf (to)llF-[le2(R)llG ~—> 0 car £2(h) —— 0.
— IRB(f"(t0). g'(to))]rr < [ALIIB(f (o). g Cto)) 11 ~— 0

— les autres termes se traitent de maniére similaire.
On en déduit que }llim a(h) = 0, c’est-a-dire que
—0

B(f(to+h), (g(to + h)) = B(f (1), g(t0)) + h [B(f (t0), g (t0)) + B(f"(t0). 9(t0))] + 0 (h)
ce qui signifie que B(f, g) est dérivable en t; et que

(B(f>9)) (t0) = B(f"(t0). 9(t0)) + B(f (t0), ¢ (t0))-

On peut étendre cela aux applications multilinéaires.
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Proposition 15.10

n

Soit p € N*. Soit ¢ : [[ F; — F une application n-linéaire. On considere fi,..., f, des
i=1

applications dérivables de I dans F; et on pose

— F
= @(fi(D), ... fa(t))

L’application ® est dérivable et pour tout t € I,

d: I
t

o'(1) = Z e(fi(0), ., fierr (O, f{ (0 fierr (), -, fa(D))
k=1

Démonstration : La démonstration est identique a celle du cas bilinéaire en plus technique. O

Exemples :

1. Soit t — A(t) et t — B(t) deux applications dérivables de I dans .#,(K), I'application ¢ :
t — A(t)B(t) est dérivable et

Vi e Lo (t) = A'(t)B(t) + A(t)B'(1).

2. Dans le cas ou F est un espace euclidien, on peut regarder le produit scalaire (u,0) +— (u|v)
qui est bilinéaire. On en déduit que si f et g sont deux fonctions dérivables,

(flg)" = (f'19) + (f19)-

Dans le cas ou f = g on obtient donc

(AR = 2(f'1£)-

Dans le cas ou || f]| ne s’annule pas, on peut alors composer par /.. On obtient que

AR (A1)
W= Ve I

En particulier si ||f|| est constante, on obtient que f et f” sont orthogonaux. résultat connu en
physique.

3. Sion considére une fonction M : I — .#,(C) dérivable. Pour tout i € [[ 1; n]], on note C;(t)
la i-eme colonne de la matrice M(t). La fonction @ : t + det(M) = det(Cy(t),...,C,(t)) est
dérivable et

Vte L' (t) = Z det(Cy(t), ..., Cro1(t), Cr.(1), Craa (), ..., Ca(2))
k=1

Exercice : Pour tout n on pose

X 1 0 0

xZ

? .

— x3 xz

Du(x)=|% % 0

: 1

x" xn—l xz

al (n=D)! a7 X

Calculer D, (x). On pourra commencer par calculer sa dérivée.
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Proposition 15.11

Soit f une fonction de I dans F. Soit ¢ une fonction de J dans I ou J est un intervalle de R.

1. Soit x € J, on pose ty = ¢(x). Si ¢ est dérivable en x et f est dérivable en t; alors
f o ¢ est dérivable en x et

(f 0 9) (x0) = ¢" (x0) f" (0 (x0))
2. Si f et ¢ sont dérivables alors f o ¢ aussi et

(fop) =@ x(f o).

Démonstration : La encore, la preuve usuelle. Pour h proche de 0

fle(xo+h) = f(p(xo)+ho'(x0) + hei(h))
= f(o(x0)) + (he'(x0) + he1(h)) f'(¢(x0)) + (he'(x0) + hey (h))ez(he' (x0) + hey(h))
= f(o(x0)) +he'(x0) ' (@(x0)) + har(h)
ou a(h) — 0. O
h—0

1.3 Dérivées successives

| Définition 15.12|

Soit f une fonction de I dans F. On définit le fait que f soit de classe €™ par récurrence :
— On dit que f est de classe ¢ si f est continue.
— Pour tout n > 1, on dit que f est de classe €" si f est dérivable et que f’ est de classe
el

On dit alors que f est de classe €™, si pour tout entier n elle est de classe €.

On notera ¢"(I, F) et (I, F) ’ensemble des fonctions de classes " (resp. 6°) de I dans F.

Notation : Soit f de classe €, on pose

fO=fifY = fretvke 13 n] f9 = (FEVY

Remarque : Si % = (ey, ..., e,) est une base de F. On pose pour touti € [[1; p]|, fi=¢/ o f.Ona
alors que f est de classe € si et seulement si tous les f; sont de classe €.
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Proposition 15.13

On reprend les notations précédentes.

1. Soit (f,g) € €"(I,F)?et (A, u) € K%, Af+pug € €"(I,F) et (Af +ug)™ = AfM 4 g™,
En particulier, " (I, F) et ¢ (I, F) sont des espaces vectoriels.

2. Soit f € €"(I,F) etL € Z(F,G),Lo f € €"(I,G)et (Lo f)™ =Lo f(»
3. Soit B une application bilinéaire de F dans G, (f,g9) € ¢"(I,F) alors B(f,g) €

€"(I,G) et
(B(f, g))(”) = Z (;)B(f(p),g("_p)) (Formule de Leibniz)
p=0

4. Si f € €"(I,F)etp € €"(J,I) alors fop € €"(,F) et

(f o )™ = (formule de Faa di Bruno)

2 Intégration sur un segment

On s’intéresse maintenant a I'intégration. On se contente de 'intégration des fonctions continues
par morceaux sur un segment. On notera donc I = [a, b]

2.1 Définitions

Définition 15.14 (Fonctions continues par morceaux)

Une fonction f deI dans F est dite continue par morceaux s’il existe une subdivision
o=(th=a<t;<---<t,=>b) telle que
i) Pourtouti € [[1; n]l, fis_, [ est continue

ii) La fonction f a des limites a gauches en tout les t; (pouri € [[0; n— 1]]) et a droite
en tout lest; (pouri € [[1;n]])

Remarques :

1. Soit f une fonction continue par morceaux de I dans F. Soit % = (ey,...,e,) une base de F.
Les fonctions e; o f sont continues par morceaux sur .

2. On notera ¢ .# (I, F) 'espace vectoriel des fonctions continues par morceaux.
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Proposition-Définition 15.15

Soit f une fonction continue par morceaux de I dans F. Soit & = (ey, ..., e,) une base de
F’
4 b
Z ( / ejof ) e
i=1 \va

b
ne dépend pas du choix de la base. On appelle intégrale de f sur [a, b] et on note / f ce

terme.

Remarque : Cela correspond a ce qui a été fait pour définir I'intégrale d’une fonction complexe en

posant , , ,
o= o) )

Démonstration : Fixons les notations. On se donne % = (ey,...,e,) et &' = (e, .. ., el’,) deux bases
de F. Soit P la matrice de changement de base de 4 %’ et Q = P~'. On note (a;;) les coefficients
de Q.
Maintenant, on note f; = ef o f et g; = (e})" o f.

fi(1) g91(1)
On considére pour toutt € I, X(t) = Matgz(f(t)) =| --- |etY(t) =Matg (f(1)) =

Ja(2) gn(2)

Les formules de changement de base donnent que pour tout ¢ € I, Y(t) = P71X(t) = QX (t). C’est-a-
dire que pour tout t dans I et toutidans [[ 1; p ]|

P
9i(t) = ) e fy(1)

j=1
En intégrant on obtient
b b P p b
/ g=| Yafi=> | ayf
a a j:1 j:1 a
En faisant la somme on obtient

Zpl(/abgi)e; = 2 Z/ab“iffj)ei

i=1

Notation : On notera
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2.2

Propriétés de l'intégrale

Théoréme 15.16 (Propriétés)

—_

b
. L’intégrale / est une application linéaire de I’espace vectoriel ¢’.# (I, F) dans F.
2. Soitc € [a,b] et f € €4 (I F),

b c b
/ f= / f+ / f (Relation de Chasles)

3. Soit f € €.# (L F), ||f|| € €4 (LR) et
b b
/ fll < / IIfll (Inégalité triangulaire)
4. Soit f € €. #(LF), ||f|| € €4 (LR) et

[

< (b—a) sup ||f(t)|| (Formule dela moyenne)
t€la,b]

Démonstration :

1.

On considére une base % = (ey, ..., e,). Soit (f,g) € €. (I, F)? et A € K, il suffit de voir que
coordonnées par coordonnées, on a

/abef(/lf+g)=/bxle§"(f)+e§"(9)=/1/be7(f)+/be;<(g)_

a a a

. La encore, il suffit de décomposer dans une base et de revenir la propriété analogue pour

I'intégrale des fonctions scalaires.

. On ne peut faire une preuve en « décomposant ». En effet si on pose encore # = (ey,...,ep)

etfi=e of.Ona

[

/abeiei
- |2(/ 1)
S\
) b|ﬁ|||e,-||:/ab2|ﬁ|||ei||

a

N

el

N

Mais Z Ifillleil] # |1f]| et 'inégalité n’est pas dans le bon sens.
i

La preuve sera établie apres les sommes de Riemann.
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Définition 15.17 (Sommes de Riemann)

Soit f:1 —> Feto=(t) =a <t <---<t, =D>b) une subdivision de I. On se donne un
n
élément a = (a1, ..., an) € [[[ti=1, t;]. On appelle somme de Riemann associée d f, o et a et

i=1
on note R(f, o, ),

R(f,o,@) = Y (= ti)f(a) € F.
i=1

Remarque : Dans le cadre du programme, on ne considere que des subdivision a pas réguliers

. . s < q- P . a .
avec a; pris « a gauche ». C’est-a-dire, o, définie par t; = a + i , et pour touti € [[1;n]],
a; = tj—1.

C’est-a-dire

— Théoréme 15.18 |

Soit f € ¥°(L F),
b
lin R,(H) = [ 1

Démonstration : Il suffit de décomposer dans une base. Précisément, soit Z = (e, .. ., ep) une base.
On voit que pour tout entier n,

n— n-1 p p
N e R D W] (RTC PR W AR
i =1 i=1

° n
i

—_

1=0 1

I
=}

Dans le cours de premiére année, on a vu le résultat analogue pour les fonctions a valeurs réelles,
c’est-a- dire que, pour touti € [[1; p ],

lim Ry(f) =/abfi

tim k=3 ([ )= [ 5

i=1

Cela implique que

Démonstration de I'inégalité triangulaire : Avec les notations précédentes, on sait que

b
Ri(f) — |  f

et que

b
R(lAD =, [ 1A
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Il suffit alors de remarquer que

Y a2 < S Y a2 = R,

n n

b b
/f< 111

R (S]] =‘

En passant a la limite on a bien,

3 Intégrale fonction de sa borne supérieure

3.1 Théoréeme fondamental de I'analyse

Théoreme 15.19 (Théoreme fondamental de |'analyse)

Soit I un intervalle (non nécessairement un segment) et f une fonction de I dans Feta € I.
X
Si f est continue, la fonction H : x — f(t)dt définie sur I est de classe €. De plus,

a
H’ = f, de ce fait, H est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration : 1l suffit, via une base de F, de revenir a la démonstration classique dans le cas des
fonctions scalaires. O

a
Remarque : Avec les mémes hypotheses, x — / f(t)dt est une primitive de —f.
X

— Corollaire 15.20 |

Soit f une fonction continue sur I et H une primitive de f sur I,
’ b
[ r=m
a

Démonstration : 1l suffit d’utiliser que H étant une primitive de f, il existe une constante C telle
que

Vx e [H(x) = /xf(t)dt+C.

On en déduit que

b a b
H(b)—H(a):/ f(t)dt+C—/ f(t)dt—C:/ F(t)dt.
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3.2 Inégalités des accroissements finis

— ATTENTION |

Le lemme de Rolle ou le théoréme des accroissements finis ne sont plus vraie quand F # R.
En effet on peut « tourner » autour d’un éventuel zéro. Par exemple

fitel -1

s’annule en 0 et en 27, pourtant, V¢ € [0, 27], f/(t) = ie' # 0.

Proposition 15.21 (Inégalités des accroissements finis)

Soit f une fonction de classe ¢! de I dans F. Soit a, b € I avec a < b.

V(a.b) € I |If (b) - f(a)ll < |b—al sup [If' (1)l

te[ab]

Remarque : La borne supérieure existe (c’est méme un maximum) car la fonction f” est continue
sur le segment [a, b]

Démonstration : Avec les notations de 1’énoncé,

b
o -f@= [ .

Par inégalité triangulaire,

b
IIf(b)—f(a)||</ f"(D)1dt

On peut alors utiliser 'inégalité de la moyenne

b
1 (b) = f(a)ll </ f"lldt < |b—al sup |If"(D)]].

tela,b]

4 Formules de Taylor

4.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Proposition 15.22

Soit n € N. Soit f une fonction de classe ™! de I vers F. Pour tout (a,b) € I &

) _
f(b) = Z e (a)(b i +R / (b= f(”+1)(t)dt.
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Démonstration : 1l suffit, via une base de F, de revenir a la démonstration classique dans le cas des

fonctions scalaires.

Remarques :

1. On peut aussi énoncer le théoréme avec f € €"*!([a, b], F).
2. Danslecasn = 0, onretrouve le théoréme fondamental de I’analyse : f(b) = f(a)+/ f'(t)dt.
a

3. Enposantb=a+h <= h=b—aonobtient
f(k) (a)hk (a + h (n+l) (h (n+1)
f(a+h) = Z I " 4R rh = e gr = [ L9 o0 ()

en posant ¢ = a + u dans 'intégrale.

Proposition 15.23 (Inégalité de Taylor-Lagrange)

Soit f une fonction de classe ¢"*! de I vers F. Pour tout (a,b) € I 2

Remarque : La fonction f("*!) est continue. Elle est donc bien bornée sur le segment [a, b].

|b _ a|n+l
sup ||,

=|[Ruall € —F+
" (n+1)! ye(ap)

(k) —a)k
. Zf @2

Démonstration : On utilise I'inégalité triangulaire puis 'inégalité de la moyenne

|n+1

b(b-t)"
[ < / poen (gl ar < L2 o 17l
a n! a 1)' te [
O
4.2 Formule de Taylor-Young
Théoreme 15.24 (Formule de Taylor-Young)
Soit n € N. Soit f une fonction de classe " de I dans F. Pour tout a € I,
_ y oS (@) (”)( ) 2
f)=fl@+x-a)f(@+ -+ (x—a) + 0 ((x=a)")
en posant h = x — a,
fé (a)
h) = h*
fla+h) = Z + 0 (W)
Démonstration : On revient encore au cas scalaire. En effet soit 4 = (ey, ..., e,) une base de F.

Pour touti € [ 1; p ]|, on pose f; = e} o f de fait que

p
fixm— Zfl-(x)e,-
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On peut appliquer la formule de Taylor-Young a chaque f; qui est de classe €.

v _ , nf“”( ) )
xelfilx)=fila)+(x-a)f/(a)+ -+ (x—a) + (x —a)"e(x)

ou ¢(x) — 0.
X—a
On en déduit que

f(”)( )

P
+(x—a)" Z gi(x)e;.

i=1

Vx eI f(x)=f(a)+(x—a)f'(a)+ -+ (x—a)

p
Maintenant, en posant ¢ : x Z €i(x)e; qui tend vers 0 quand x tend vers a, on a bien,
i=1

f(”)(a)

+ (x —a)"e(x).

Vx €L f(x) = f(a)+ (x—a)f (a) +-+ (x — a)""—=>

— ATTENTION |

La formule de Taylor avec reste intégral et 'inégalité de Taylor-Lagrange sont des formules
globales. Elles donnent des informations sur les valeurs de f dans tout l'intervalle. La
formule de Taylor-Young en a est par contre locale. On n’en tire que des informations au
voisinage du point a.

5 Suites et séries de fonctions a valeurs vectorielles

Précédemment, on a étudié les suites et séries de fonctions définies sur une partie X d’un espace
vectoriel de dimension finie (souvent R ou C) et a valeurs dans un corps K. Nous allons étendre les
résultats de ce chapitre au cas des fonctions a valeurs dans F.

5.1 Généralités

Dans ce paragraphe, les fonctions sont définie sur un ensemble X.

Définition 15.25 (Convergence des suites de fonctions)

Soit (f,) une suite de fonction définie sur un ensemble X et a valeurs dans F. Soit f : X — F.

CS
1. Ondit que la suite (f,) converge simplement vers f et on note (f,) — f si et seulement
si, pour tout x de X la suite (f,(x)) tend vers f(x).

CU
2. On dit que la suite (f,) converge uniformément vers f et on note (f,) — f si et
seulement si,

Ve > 0,AN € N,Vn > NVx € X, ||fa(x) — f(x)]] <

Cela revient a dire qu’a partir d’un certain rang, les fonctions f, — f sont bornées et

fo = fllo — 0.
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Remarque : Ces deux notions ne dépendent pas de la norme sur F.

Définition 15.26 (Convergence des séries de fonctions)

Soit (fi) une suite de fonction définie sur un ensemble X et a valeurs dans F. On considére la

série de fonctions | Y, fi
k>0

1. Ondit que la série ( D fk) converge simplement vers F si la suite des sommes partielles
k>0
n
Sn:x > Y fi(x) converge simplement vers F.
k=0
2. On dit que la série ( > fk) converge uniformément vers F si la suite des sommes par-
k>0
n
tielles Sy, : x — ), fi(x) converge uniformément vers F.
k=0

3. On dit que la série ( D fk) converge normalement si les fi sont bornées et que la série
k>0

numérique da termes positifs ( D ||fk||oo) converge.
k>0

Remarque : On peut souvent travailler avec la convergence normale en enlevant un nombre fini
de termes qui ne seraient par bornées « au début ». Par exemple si on pose fi : x — x 71 sur 0, %].
On a alors pour tout n,

1 1 O 4
Vx €]0, 5],Sn(x) = ;+kz_:‘xk !

et la série ( > xk_l) converge normalement car
k>1

k-1

1
|l = x ||oo<%

Proposition 15.27

Une série de fonctions converge uniformément si et seulement si elle converge simplement
et que la suite des restes converge uniformément vers 0.

Exemple : Soit n € N, on pose
Jo: A(K) — AMH(K)

An
A > —
n!
On consideére alors la série de fonctions ( > fn) On considere une norme ||.|| sur .#,(K) et on pose
n=0

C tel que
V(A, B) € .4,(K)*, ||AB|| < CI|Al|l|B]|.

On on déduit que pour tout A € .#,,(K),

1 CrjA]”
(Al = —[lA"]] < =
n. n.
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De ce fait, si X est une partie bornée de .#,(K) et si K € R vérifie que X C B(0g, K), on a que

(:n—ll(n

[|A — fn(A)Hoo,x < i = ay.

Maintenant la série ( 3, a;,) converge donc la série de fonctions converge normalement sur X.
n=0

Notons cependant qu’elle ne converge pas normalement sur .#,(K) en entier.

— Théoréme 15.28 |

Soit ( > ﬁL) une série de fonctions. Si elle converge normalement alors elle converge uni-
n=0
formément.

Démonstration : Pour montrer que la série converge uniformément, on va montrer qu’elle converge
simplement et que la série des reste converge uniformément vers 0.

— Soit x € X, on a que pour tout entier n, ||f,(x)|| < ||f1]|c-. Par comparaison de série a termes

positifs, on en déduit que la série [ >, ||f,(x)|| | converge car la série | 3. || f,] |oo) converge. De
n>0 n>0

ce fait, la série ( D fn(x)) est absolument convergente donc convergente. La série de fonctions
n=0

converge simplement.
— On considére alors le reste de la série. Pour tout x € X :

+00 +00
D A@| < D) Ikl
k=n+1 k=n+1

On en déduit que en notant x — R, (x) le reste de la série de fonctions

+00
I = Ra()lloo < D lfalleor

k=n+1
De ce fait, la série des fonctions des restes tend uniformément vers 0.

En conclusion la série de fonctions ( D fn) converge uniformément. ]
n=0

Remarque : C’est la méme preuve que celle du chapitre 5

Exemple : La série exponentielle converge uniformément sur toute partie bornée de .#, (K).

5.2 Continuité et théoréme de la double limite

On suppose maintenant que X est une partie d’un espace vectoriel normé E. On note ||.||r la norme
de E.

Les théoremes sur la continuité des suites et des séries de fonctions se généralisent directement.
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Théoréeme 15.29 (Continuité de la limite d'une suite de fonctions)

Soit (f;) une suite de fonctions définies sur X et a valeurs dans F qui converge (simplement)
vers une fonction f.

1. Soit xy € X. On suppose que
i) Les fonctions f, sont continues en xy.
ii) Il existe un voisinage de xy dans X tel que la suite de fonctions converge
uniformément .
Alors la fonction f est continue en x.
2. On suppose que

i) Les fonctions f, sont continues sur X
ii) Pour tout x( de X, il existe un voisinage de x, dans X tel que la suite de
fonctions converge uniformément .

Alors f est continue sur X.

Théoreme 15.30 (Continuité de la somme d’une série de fonctions)

Soit ( D f,,) une suite de fonctions définies sur X et a valeurs dans F qui converge (sim-
n=0
plement) vers une fonction S.

1. Soit xy € X. On suppose que

i) Les fonctions f, sont continues en xy.
ii) Il existe un voisinage de x; dans X tel que la série de fonctions converge
uniformément .

Alors la fonction S est continue en x.
2. On suppose que

i) Les fonctions f, sont continues sur X
ii) Pour tout x( de X, il existe un voisinage de x, dans X tel que la série de
fonctions converge uniformément .

Alors S est continue sur X.

Exemple : On reprend la série exponentielle de matrice. Pour tout k, f; : A — ‘2—]; est continue sur
AMy(K). De plus, pour tout Ay € .#,(K). La boule ouverte B(0g, ||A¢|| + 1) est un voisinage de A
qui est borné. De ce fait, la série de fonctions converge normalement donc uniformément sur cette
boule. On en déduit que A — exp(A) est une fonction continue sur .7, (K).

Exercices :

1. Montrer que pour toute matrice M,
det(exp(M)) = exp(tr(M)).

2. Montrer A — (I — A)™! est continue sur un voisinage ouvert de 0.

On peut aussi généraliser le théoréme de la double limite.
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Théoréme 15.31 (Théoreme de la double limite)

Soit (f,) une suite de fonctions de X dans F et f € .% (X, F). Soit a un point adhérent a X.
On suppose que

i) La suite (f;) converge uniformément vers f sur un voisinage de a dans X.
ii) pour tout n, f, admet en a une limite ¢, € F.
Alors la suite (£,) admet une limite £ et lim f(x) = ¢. C’est-a-dire
X—a

(B ) =0 = o [ 2065

n—+oo

Remarque : La démonstration est la méme que dans le cas étudié au chapitre 5. Il est important que
I’espace d’arrivé soit de dimension finie. En effet, pour montrer que la suite (£,) a une limite finie,
on utilise que c’est une suite bornée et on en extrait alors une sous-suite convergente d’apres le
théoréme de Bolzano-Weierstrass. On peut généraliser cela en utilisant quune boule fermée bornée
en dimension finie est compacte.

Théoréme 15.32 (Double limite pour les séries de fonctions)

Soit Z fn une série de fonctions définie sur X et a un point adhérent a A. On suppose que
i) La série de fonctions converge uniformément vers S au voisinage de a
ii) pour tout n, f, admet en a une limite ¢, € F.
Alors la série Z ¢, converge (vers ¢) et lim S(x) = ¢. C’est-a-dire :
X—a
+00
=0

tm 3169 = 35 1m f0).
n=0 n

5.3 Intégration et dérivation

Nous allons maintenant généraliser I'intégration et la dérivation des suites et séries de fonctions
dans le cas des fonctions a valeurs vectorielles.

— Théoreme 15.33 |

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans F. Soit f une
fonction définie sur I et a valeurs dans F. On suppose que

i) Les fonctions f, sont continues.

ii) La suite de fonction converge uniformément sur tout segment J inclus dans I.
X X

Soit a € I, on pose H, : x > / fa(t)dt et H : x — / f(t)dt. La suite (H,) converge

a a
uniformément vers H sur tout segment J de I.

Démonstration : 1l suffit de le démontrer coordonnées par coordonnées sur une base de F. O

Il existe une « version série ».
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Théoréme 15.34 (Intégration des séries de fonctions)

Soit Z fn une série de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans F. On
suppose que

i) Pour tout entier n, f, est continue

ii) La série de fonction converge uniformément sur tout segment J vers S

X
Pour tout ade I on pose H, : x — / fn la primitive de f, qui s’annule en a. Alors la série
a

X
Z H, converge uniformément sur tout segment J de I vers x +— / S. C’est-a-dire,
a

+00 e x +oo
Vx € IZ/ fi= / > h
n=0 ¥4 4 n=0

b
Remarque : En particulier si I = [a,b] on obtient lim ( / fn) = fa ’ f dans le premier cas et
a

n—oo
©0 b b
Z / fn= / f dans le deuxiéme cas.
=0 Y a a

Les théorémes sur la dérivation se généralisent aussi au cas des fonctions vectorielles.

— Théoreme 15.35 |

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans F. On suppose
que

i) Pour tout entier n, la fonction f; est de classe €™ sur I.
ii) La suite de fonctions (f;) converge (simplement) vers une fonction f.

iii) La suite des fonctions dérivées (f;) converge uniformément sur tout segment J de
I vers une fonction g.

Alors la suite de fonction (f,) converge uniformément sur tout segment J de I, f est de
classe ¢! sur I et f’ = g. Dit autrement on a

fim £ = = (fim 5]

La encore, il existe un « version série ».
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Théoreme 15.36 (Dérivation termes a termes)

Soit Z fn une série de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans F. On
suppose que

i) Pour tout entier n, f, est de classe E1surl,

ii) la série de fonctions converge (simplement) vers S sur I,

iii) la série de fonctions des dérivées E f,, converge uniformément sur tout segment J
vers T

Alors la série Z fn converge uniformément sur tout segment J, la fonction S est de classe

&1 etS =T.Clest-a-dire ,
+00 +00
(Z fn) =) .5
n=0 n=0

Exemple : Soit A une matrice de .#,(K), on pose pour tout entier k,

L, @A)
frit— x
A o » . (tA)
A t fixé, on sait que la série converge. La série de fonctions t — ), o converge donc vers
k>0 :
S:t— exp(tA).
Maintenant, a k fixé, f est de classe €1 etfk’ > W sik>1letf):t—0.
Maintenant, pour tout segment J de R, il existe M € R tel que J € [-M, M]. On en déduit que
MLy < (CMFHIATE
t= L (Dlog < —=IIA"]| < ———
It = ROy < gy 149 <

en notant C tel que
V(A B) € #,(K)?,||AB|| < ClIA|ll|B]|.

On en déduit donc que la série de fonctions ( DI ) converge normalement sur J donc uniformément.
>0

De ce fait, la fonction S est de classe ¢! et

+00

k-1 gk
" A
Vt e RS (1) = g

—— = Aexp(tA).
P (k-1)!

En utilisant la continuité du produit matriciel pour dire que

+oo k sk +0 Kk ak

t*A kA

A :AZ Kl
k=0 k=0

On a donc montré que S’(t) = AS(?).

Remarque : On peut encore étendre ces théorémes au cas des fonctions de classe €7 et de classe
.
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CHAPITRE 16

Equations différentielles linéaires

1 Généralités 426
1.1 Défintions . .. ... .. . . 427
1.2 Structure des solutions . . ... ... ... . . ... ... 428
1.3 Probleme de Cauchy . .. ... .. . 429
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2 Théoréme de Cauchy linéaire 432
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3.2 Généralités . ... ... .. 439
3.3 Exemples de calculs . ... ... . . 441
4 Equations différentielles scalaires du second ordre 443
4.1 Wronskien d'un couple de solution .. ....... ... .. ... . ... . . ... 444
4.2 Variation de la constante . ...... ... . . . .. ... 446
43 Résolutions d'une équation scalaire du second ordre en connaissant une solution . 448

Dans ce chapitre I désigne un intervalle de R et E un espace vectoriel de dimension finie.

1 Généralités
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1.1 Défintions

| Définition 16.1

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 (sous forme normale) une équation
x" = a(t)(x) +b(t)

ou a est une application continue sur I dans £ (E) et b est une application continue de I dans
E.

Remarques :

1. Dans le cas ou E = K, on retrouve la notion d’équation différentielle scalaire vue en premiere
année. En effet, les applications linéaires de K dans K sont les multiplication par un scalaire.
Il existe donc des applications continues @ : I — K* et f : I — K telles que I’équation
différentielle s’écrive

x'(t) = a(t)x(t) + B(t)

2. Onappellera équation différentielle linéaire vectorielle une équation donc les solutions sont des
fonctions a valeurs dans I’espace vectoriel E pour les différentier des équations différentielles
linéaires scalaires vues en premiére année.

Définition 16.2 (Solution d'une équation différentielle)

Soit
x'(t) = a(t)(x(t)) + b(t) (E)

une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Une solution de (E) est une fonctionx : t — x(t)
définie de classe ¢’ surI et a valeurs dans E telle que

Vit e ILx'(t) = a(t)(x(t)) + b(t).

On notera .Y ’ensemble des solutions.

— ATTENTION |

Pour tout ¢ € I, a(t) est une application linéaire de E dans E. Le terme a(t)(x(t)) est bien
I’évaluation de I'application linéaire a(t) en le vecteur x(¢).

Interprétation matricielle : Soit % = (ey,.. ., e,) une base de E. On note
X(t) =Matgz(x(t)) € #,1(K),A(t) = Matg(a(t)) € #,(K) et B(t) = Matgz(b(t)) € M,1(K).
L’équation différentielle s’écrit alors
X'(t) = A(t) X (t) + B(t).

Si on note
Xl(t) bl(t)
X)) =  |LA@®) = (a;(®)etB(t) =] :
xn (1) b, (t)
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En projetant coordonnées par coordonnées on obtient

n

X' (t)=A)X(#)+B(t) & Vie[[1l;n],x(t) = Zaij(t)xj(t) + bi(1).

Jj=1

En particulier, si A est une matrice diagonale, on est juste ramené a n équations différentielles sca-
laires :

Vie [[1:nll,x/(t) = au(t)xi(t) +bi(2).

Terminologie :

1. On appelle systéme différentiel d’ordre 1 une équation
X'(t) = A(t)X(t) + B(1)

ou A est une application continue sur I dans .#,(K) et B est une application continue de I

dans ., 1(K).
2. L’équation différentielle (E) est dite a coefficients constants si a est une fonction constante. Ce
qui revient a ce que la matrice A (et donc ses coefficients) ne dépende pas de t.

3. Le terme b dans I’équation différentielle (E) s’appelle le second membre. Si b est la fonction
constante égale a 0, ’équation est dite homogéne (ou sans second membre).

4. On associe a ’équation (E) son équation homogeéne associée

x'(t) = a(1) (x(1)) (H)

1.2 Structure des solutions

— Théoréme 16.3 |

1. Si (H) est une équation linéaire homogene, I’ensemble de ses solutions est un sous-
espace vectoriel de I’ensemble des fonctions de classe 4 de I dans E.

2. Si (E) est une équation différentielle et (H) ’équation homogéne associée, soit .7
est vide, soit .7 = {fo + h | h € S} ou f; est une solution de (E). C’est donc un
sous-espace affine de direction ..

Démonstration :
1. Vérifions les axiomes

— La fonction nulle 0 : I — E vérifie I'équation (H) car c’est une équation homogéne. On
en déduit que 7% # 0.

— Soit x1, x5 deux solutions de (E) et soit A1, A, deux scalaires. Pour tout ¢ € I,

(A1x1 + Aoxz) (1)

Aix(8) + Apxs ()
Aa(t)(x1(t)) + Aza(t) (x2(t))

a(t)(A1x1(t) + Aax2(t)) car a(t) est linéaire

On en déduit que A1x; + Axxy € Sy

On a bien montré que .} était un sous-espace vectoriel de ¢ (I, E).
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2. On considére ® : €' (I, E) — %°(I, E) 'application définie par
®:x — (t— x'(t) —a(t)(x(1)))

On montre aisément comme ci-dessus que la fonction ® est linéaire. On a alors pour x €
€1(I,E), x vérifie I'équation (E) si et seulement si ®(x) = b. On en déduit que

— Si b n’est pas dans I'image de @, .%% = 0.

— Si b est dans 'image de @ et si f; vérifie ®(fy) = b alors

S5 =0 1(b) = fy +Ker(®) = {fy +h, h € S}

Proposition 16.4 (Principe de superposition)

Soit a une fonction continue de I dans .Z(E) et by, b, deux fonctions continues de I dans
E. Si fi est solution de ’équation x” = ax + by et f, est une solution de x" = ax + b, alors
fi + f> est une solution de x” = ax + (b; + by).

Démonstration : En exercice. O

Exemple : Résoudre

() +x(t)=1+e".

1.3 Probleme de Cauchy

Définition 16.5 (Probleme de Cauchy linéaire d'ordre 1)

1. Un probléme de Cauchy linéaire d’ordre 1 est la donnée de :
— Une équation différentielle linéaire (vectorielle) normalisée d’ordre 1 : x'(t) =
a(t)(x(t)) +b(t) ova:1— L (E) etb: I — E sont continues.
— Une condition initiale : un couple (ty, x9) € I X E.

On le note
x'=ax+Db

x(to) = xo

(PC) {

2. Une solution d’un probléme de Cauchy est une solution de I’équation différentielle qui
vérifie la condition initiale.

Proposition 16.6 (Forme intégrale d’'un probleme de Cauchy)

Soit
x'=ax+b

x(to) = xo

(PC) {

un probléme de Cauchy et x : I — E une fonction de classe 4. La fonction x est une
solution du produit de Cauchy si et seulement si

Vte I, x(t) = xo + /t (a(u)x(u) +b(u)) du.

to
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Démonstration :

— On suppose que x est une solution de classe 4! du probléme de Cauchy, on a alors pour
toutt € I.

/tx’(u)du =x(t) — x(ty) = x(t) — xo.

to

On a bien

Vt eI, x(t) = xo + /t a(u)x(u) + b(u)du.

to

— Soit x une fonction qui vérifie,

Vt eI x(t) = xo+ /t a(u)x(u) + b(u)du.

to

La fonction x est de classe 6 car u — a(u)x(u) + b(u) est continue. De plus on vérifie que
x(ty) = xo puis, en dérivant, que

Vit € Ix'(t) = a(t)x(t) + b(t).

1.4 Equation différentielle scalaire d’ordre n

Définition 16.7 (Equation différentielle scalaire d'ordre n)

Soit n > 1. On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n normalisée sur I une
équation différentielle de la forme

x™ (1) = apa (Dx V() + -+ ar ()X (1) + ao(£)x(t) + b(t)

ot les fonctions a; (i € [[0; n]]) et b sont des fonctions continues de I dans K.
Ses solutions, sont les fonctions x de classe €™ (1, K) telles que

Vi e Lx™ (1) = a1 ()X V(@) + -+ - + a1 ()X (1) + ao(£)x(¢) + b(2)
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— Théoréme 16.8 |
Soit
* (1) = ap (DX (@) + -+ a1 (D)% (1) + ag(1)x(2) +b(1) (E)
une équation différentielle linéaire d’ordre n scalaire normalisée et x € " (I,K). On pose
x(t)
x'(t)
X:tH . € //n,l(K),
x(n—.l)(t)
0 1 0 0
A:t— : 5 . € r//n(K)
0 -eo 0 0 1
ao(t) an-2(t)  an-1(t)
et
0
B:t— € Mu1(K).
b(t)
La fonction x vérifie I’équation différentielle (E) si et seulement si X est solution du systéme
différentiel
X' = AX + B (S)
Démonstration : Soit x € ¢"(I,K) et X : I — .#,,1(K) associée.
X vérifie (X) < Vtel X'(t)=A(t)X(t)+B
x'(t) x'(t) 0
x"(t) x"(t) 0
. = . + .
xM (1) ay(Dx(t) + -+ a1 (DX (1) |\ b(1)
= ") =a®)x(t) + -+ a1 ()x"V (1) +b(1)
O

Exemple : Pour résoudre 1'équation
x”(t) = (cost)x’(t) — (sint)x(t) + €'

on se ramene a
X' =AX+B
x(t) 0 0 1
X(1) = ( X (1) )’B(t) - ( el ) et A(t) = ( cost —sint )

Remarque : On voit donc que résoudre une équation linéaire scalaire d’ordre n revient a résoudre

ou

une équation linéaire d’ordre 1 a valeurs dans K".
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Définition 16.9 (Probleme de Cauchy linéaire scalaire d'ordre n)

1. Un probléme de Cauchy linéaire scalaire d’ordre n est la donnée de :

— Une équation différentielle linéaire normalisée d’ordre n :
XV (t) = anog (XD (@) + -+ ar ()% (1) + ao(£)x () + b(t)

— Une condition initiale : un (n + 1)-uplet (o, xo, x{, . - .,xé"_l)) e I xK".
On le note

xM (1) = ap_1 (O)x"V(8) + - - - + a1 (D)2 (2) + ag(t)x(¢) + b(t)
x(to) = %0, X' (to) = x, ..., x""D(tg) = xé"_l

(PC) {

2. Une solution d’un probléme de Cauchy est une solution de I’équation différentielle qui
vérifie la condition initiale.

2 Théoreme de Cauchy linéaire

2.1 Théoréeme de Cauchy linéaire

—{ Théoréme 16.10 }

ot () = a(H)x(t) + b(1)
x'(t) = a(t)x(t) + b(t
(PC) { x(to) = xo

un probléme de Cauchy linéaire d’ordre 1 vectoriel en particulier les fonctions a et b sont
continues. Il admet une unique solution.

Démonstration : (Non exigible) : Nous allons faire la démonstration dans le cas ou I est un segment
(donc compact). Le cas général s’en déduit (exercice).

Rappelons pour commencer la forme intégrale du probléme de Cauchy :
t
Vt e I, x(t) = xo +/ a(u)x(u) + b(u)du.
to

— Existence : On procede par approximations. Précisément on pose xy : t — X et pour tout
entier n,
t
Xn+1 : 1 X +/ a(u)x,(u) + b(u)du.
to
Le but est alors de démontrer que la suite de fonctions (x,) converge uniformément vers une
fonction x qui sera la solution cherchée. Pour cela, évaluons x,11(t) — x,(t).

t

Xo + /t a(u)x,(u) +b(u)du — xg — / a(u)p—1(u) + b(u)du

to to

Vn € N*,Vt € I, x,41(t) — x,(1)

[ () (en (1) — 1 ()t
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La fonction a : I — .Z(E) étant continue, elle est bornée sur I qui est compact. On se donne
[|.|| une norme de E et on note ||.||op la norme subordonnée associée

fllop = sup  [[f(0)]].

xeE||x||=1
C’est une norme sur .Z(E). Soit M € R, tel que
vt € L1la(t)]]op < M.
On a donc
Vi € L [|a(t) (xn — xp-1 ()] < M| (£) = xp-1 ()]
Par intégration on obtient alors
Vi > to, [|x2(t) — x1 (D] < (¢ = to)M]]x1 = xo][eo

puis

t ) M2(t — ty)?
Vt > to, ||x3(t) — x2(t)]] < (u = to))M*||x1 = x0||le0 < ———]]%1 = X0]|co

to 2
Par récurrence, on peut alors montrer que

"t —to|"

M
Vt > to, ||xne1 — xn ()] < o [|2¢1 = x0||co-

On notera que ||x; — x¢|| existe bien car ce sont des fonctions continues sur un compact. On
procéde de méme pour t < to, si bien qu’en notant ¢ la longueur de I'intervalle I on obtient
que

M en
[1%n41 = Xnlloo < ol 121 = %0 co-
Cela permet de montrer que la série numérique ), ||xp+1—xn||co cOnverge, ce qui signifie que la
n=0

série de fonctions )| (x,4+1—Xy) converge normalement donc uniformément sur I. Maintenant,
n>0
pour tout N, par télescopage
N

Z Xn+1 — Xn = XN+1 — Xo

n=0
ce qui montre que la suite de fonctions (x,) converge uniformément. Notons x sa limite, il
reste a montrer que x est bien la solution cherchée. Par construction, pour tout entier n et tout
tel,

t
Xnp1 (1) = x0 + / a(u)x,(u) + b(u)du
to

on peut alors passer a la limite quand n — oo (en remarquant que u — a(u)x,(u) converge
uniformément vers u — a(u)x(u)). On a donc bien,

Vtel,x(t) =x0+ /t a(u)x(u) + b(u)du.

to
L’existence est démontrée.
Unicité : On suppose avoir deux fonctions x; et x; vérifiant notre probléme de Cauchy (sous
sa forme intégrale). On a alors

Vt e I x1(t) —xo(t) = / a(u)(x1(u) — x2(u))du.

to
On peut répeter I’argument précédent pour montrer que
M et

Vn € N, ||x1 — x2]]e0 < ‘
n.

|11 = 2|0

En faisant tendre n vers oo, on obtient bien que ||x; — x2|| = 0 et donc x; = x.
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2.2 Applications du théoréeme de Cauchy linéaire

— Corollaire 16.11 |

Soit (H) une équation différentielle vectorielle linéaire d’ordre 1 homogéne

x" = a(t)x(t) (H)

oua:l — Z(E) est continue. L’ensemble .7} est un espace vectoriel de dimension égale
a la dimension de E. De plus, pour tout ¢, € I,

¢r,: Su — E
x B x(t)

est un isomorphisme.

Remarques :

1. La «nouvelle » information de ce corollaire est la dimension de ’espace vectoriel .73.

2. Ce résultat avait été établi en premiere année pour les équations différentielles scalaires li-
néaires d’ordre 1 et les équations différentielles scalaires linéaires d’ordre 2 a coefficients
constants en calculant explicitement .7%.

— ATTENTION |

Notons que si x est une solution de (H) qui s’annule, alors x est la fonction constante égale
ao.

Démonstration : Il est clair que pour ¢, € I, ¢, est une application linéaire (évident). Le fait qu’elle
soit bijective vient du fait que, d’apres le théoréme de Cauchy linéaire, pour tout xj € E il existe une
unique solution x de (H) telle que x(y) = x. O

Corollaire 16.12 (Solutions des équations linéaires scalaires d'ordre n)

Soit n > 1, a; (i € [[0;n]]) et b des fonctions continues de I dans K. Soit
(to, X0, - - .,xon_l ) € I X E". L’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n

xM (1) = au 1 (Ox V() + -+ ay ()X (2) + ao (1) x(2) + b(2)
a une unique solution x : I — K telle que

Vk e [[0; n—11,x® () = x*

Démonstration : Il suffit d’utiliser 'interprétation d’une équation linéaire scalaire d’ordre n al’aide
d’une équation linéaire vectorielle d’ordre 1 et le théoréeme de Cauchy linéaire. ]
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Corollaire 16.13 (Solutions des équations linéaires scalaires d'ordre n)

Soitn > 1,a; (i € [[0; n]]) et b des fonctions continues de I dans K. On considére I’équa-
tion différentielle linéaire scalaire homogene d’ordre n

XD (1) = anog (DD () + -+ ar ()% (1) + ag(£)x(2) (H)

Pour tout £,
¢, : S — K"
X > (x(to),x/(t()),.. .,x(”_l)(to))

est un isomorphisme. En particulier, .} est un espace vectoriel de dimension n.

—| ATTENTION |

Quand on considére un probléme de Cauchy, il est essentiel de prendre toutes les dérivées
au méme point. Par exemple, on sait que les solutions de I'équation

x"(t) = —x(t)
sont les fonctions de la forme :
x:t> acost+ fsint

En particulier il y en a plusieurs qui vérifient x(0) = x(7) = 0 ou x(0) = x'(3) = 0.

Exemple : Pour I'équation x” = x. L’ensemble des solutions est de dimension 2. Les fonctions
t — el ett — e”! forment une base de ’ensemble des solutions. Les fonctions t — chtett+ sht
en forment une autre.

Remarque : Sion a une solution x : I — K d’une équation scalaire d’ordre n telle qu’il existe ¢, € I
vérifiant
x(to) = x'(tg) =+~ =x""(t) =0

alors x est la fonction nulle.

2.3 Exemples d’équations différentielles non normalisées

On va considérer des equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1 ou 2 non normalisée. Ce
sont des équations différentielles de la forme

a(t)x'(t) = p(t)x(t) +y (1) ow a(t)x"(t) = B(t)x"(t) +y(£)x(t) +5(¢)
ou les fonctions a, f, y et éventuellement § sont continue de I dans K.

Dans le cas ol « ne s’annule pas, on se rameéne a des équations normalisées en divisant tous les
membres par a(t). Il reste a étudier ce qui se passe quand la fonction & s’annule.

Cas des équations d’ordre 1

On considere I’équation

a(t)x'(t) = p(1)x(t) +y(1) (E)
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Si on suppose que a ne s’annule qu'un un point ty de I. On peut résoudre ’équation différentielle
sur I_ = IN] — oo, ty[ et sur Iy = IN]ty, +oo[. Sur ces deux intervalles on peut résoudre 1’équation en
se ramenant au cas d’'une équation normalisée. On peut donc déterminer

S ={x: I, = K| x vérifie E} = {x5 + Ax; | A € K}
et
S ={x:1. — K| x vérifie E} = {x; + px, | p € K}.

Il ne reste plus qu’a raisonner par analyse synthése.

— Analyse : Soit x une solution sur I de I’équation, les restrictions des x a I_ et a I, appartiennent
respectivement a .7_ et a .. On détermine ensuite (souvent en regardant x et x” en ¢, s’il
faut ajouter des conditions entre A et p.)

— Synthése : on vérifie que les fonctions trouvées vérifient (E) sur I en testant sur I, sur I_ et
en ty.

On peut avoir de nombreux cas : A et pz quelconques, pas de solutions, A déterminé par y, une unique
solution...

Exemples :

1. Résolvons I’équation (E)
tx' —2x=0
sur R. On pose I, =]0,400[ et I =] — o0,0[. On va résoudre I’équation sur chacun de ces

intervalles. On pose (E’) I'équation normalisée

X —=x=0
t

2
Une primitive de t —7 sur I;oul_estA:t— —2In|t|. On en déduit que les solutions sont
= {t = M*}
Soit x une éventuelle solution de (E) sur R, sa restriction a R, et a R_ vérifie I'équation. On en

déduit qu’il existe A, et A_ tels que

A2 sit>0

Vi ER'x(1) = { At? sit<0

Réciproquement toutes ces fonctions sont bien des fonctions de classe €™ sur R et elles sont
solutions de I'équation sur R.
2. Résolvons maintenant I’équation (E)

tx' —x = t*
sur R. Par des calculs similaires aux précédents on en déduit que les solutions sont

Sy = {t - At + 1%}

Soit x une éventuelle solution de (E) sur R, sa restriction a R, et a R_ vérifie I'équation. On en
déduit qu’il existe A, et A_ tels que

At +12 sit>0

VtER*’x(t):{ At+12 sit<0

Cette fois, la fonction n’est dérivable que si A- = A;. Dans ce cas la fonction x : t > At + t?
est bien de classe ¢! et vérifie (E).

436



Exercice : Résoudre sur |0, +oo[ I’équation, t In(t)x" + x = 0.

Remarque : Si a s’annule en plusieurs points (isolés), on peut « recoller » en tous les points.

Cas des équations d’ordre 2

On considére I’équation
a(t)x”(t) = p(6)x" (1) +y()x (1) + 6 (E)

Si on suppose que @ ne s’annule qu'un un point #, de I. On peut résoudre I’équation différentielle
sur I_ = IN] — oo, ty[ et sur Iy = IN]ty, +oo. Sur ces deux intervalles ’équation peut se ramener a
une équation normalisée. On peut donc déterminer

Sy ={x: I, - K| x vérifie E} = {x} + Au* + p*o* | A7, u* € K*}

et
S_={x:L. > K|xvérifie E} = {x;g + A u +p 0" |A,p € K?}.

Il ne reste plus qu’a raisonner de la méme manieére par analyse synthése.

3 Equations différentielles a coefficients constants

On va généraliser I’étude des équations différentielles linéaire a coefficients constants d’ordre infé-
rieur ou égal a 2 fait en premiere année.

On veut donc résoudre :

— Les systemes diftférentiels a coeflicients constants d’ordre 1 :
X'(t) = A.X(t) + B(t)

ouAe #4,K),X:1— My1(K)etB:I— #,1(K).Cette derniere étant continue.
— Les équations différentielles vectorielles a coeflicients constants d’ordre 1 :

x'(1) = a(x(1)) + b(1)

ouA € Z(E),x:1— Eetb:I— E.Cette derniére étant continue.

— Les équations différentielles scalaires d’ordre n :

n—1
2 () = > @i (1) + b(1)
i=0
ou (ag,...,an-1) € K", x:I - Ketb:I — K. Cette derniére étant continue.

3.1 Exponentielle des matrices et endomorphismes

L’exponentielle des matrices et des endomorphismes a été vue précédemment. Rappelons les résul-
tats déja obtenus.
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Définition 16.14

1. Soit a un endomorphisme de E. La série }, ‘,lc—]: converge. On appelle exponentielle de a
k>0

sa somme et on note
+00 k

a
exp(a) = Z =l
k=0

A

k
2. Soit A € M,(K) une matrice carrée de taille n. La série ), 57 converge. On appelle
k>0
exponentielle de A sa somme et on note

+00 k
A
exp(A) = o
k=0

Proposition 16.15 (Propriétés de I'exponentielle de matrices)

1. La fonction exp : .#,(K) — GL,(K) est continue.
. Soit A € #,(K), la fonction S : t — exp(tA) est dérivable et

[\

Vi € R, S'(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A

w

. Si A et B commutent alors exp(A + B) = exp(A) exp(B)
. Soit A € .#,(K) et P € GL,(K). On note B= P"!AP. On a exp(B) = P~ exp(A)P.
. Soit A € #,(C), Sp(exp(A)) = {exp(1), A € Sp(A)}.

[S2 BN

Démonstration :
1. Déja vu.
2. Déja vu.
3. Déja vu.
4. Pour tout N € N,

iB—k_P'l > A%
y T
k=0 k! k:ok

On sait que M +— P~'MP est continue car linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie.

En faisant tendre N — +oc0 on obtient,

exp(B) = P! exp(A)P

5. On peut trigonaliser la matrice A. Il existe T triangulaire supérieure et P € GL,(C) telles que
P7'AP =T. Si on note Ay, ..., A, les coefficients diagonaux de T (qui sont les valeurs propres

de A). On en déduit que

ell % . e *

P lexp(A)P = exp(P'AP) = 0
. . . %k
0 ... 0 eln

On en déduit que le spectre de exp(A) qui est le méme que celui de P~ exp(A)P est égal a

{e*, X € Sp(A)}.
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Remarque : On peut établir des résultats analogue pour I’exponentielle des endomorphismes.

3.2 Généralités

Théoréme 16.16 (Eq. diff. vectorielle d’ordre 1 homogene a coefficients constants)

On considere une équation différentielle vectorielle d’ordre 1 homogéne a coefficients

constants
X'(t) = AX (1)

ou A € #,(K).
L’ensemble des solutions est 'espace vectoriel de dimension n :

S ={t — exp(tAA | A € M1 (K)}

— ATTENTION |

— Dans le cas ou n = 1 on retrouve la formule usuelle. En effet, pour ¢t = 0, on résout
x’ = ax alors I’ensemble des solutions est

S ={t - A%, L €K}

— Dans le cas scalaire, on écrit les solutions sous la forme t — Ae® avec le scalaire
devant, dans le cas matriciel, le parametre A doit étre a droite.

Démonstration : Soit A € .#,1(K). On pose X : t — exp(tA)A. Notons S : [ — .#,(K) définie
par S : t — exp(tA) et L : #,(K) — #,1(K) définie par L : M — MA. Avec ces notations on a
donc X =L o S puisque pour tout ¢t € I, X(t) = L(5(¢)).

On sait que S est dérivable et pour tout ¢t € I, S’(¢) = Aexp(tA) = AS(t). On en déduit que X est
aussi dérivable et pour t € I,

X'(t) = L(S'(t)) = S'(t)A = AS(t)A = AX(t)

Comme on sait que .#y est de dimension n, il suffit alors pour conclure de montrer que ’ensemble
T = {t — exp(tA)A | A € #,1(K)} est un sous-espace vectoriel de dimension n. Pour cela on
remarque que T est I'image de I’application linéaire ® : .#,,,(K) — €*(I, #,,(K)) définie par
®: A (t — S(t)A). On peut voir que ® est injective en effet, considérons A € Ker(®), pour tout
t € I, S(t)A = 0 ce qui implique A = 0 car S(¢) est inversible.

L’application ® étant injective, son image est de dimension n et donc

S = {t > exp(tA)A | A € My, (K)}

O
Remarque : Pour tout ¢, on note C{(¢),...,C,(t) les colonnes de la matrice exp(tA) de sorte que
pour touti € [[1; n]], Ci(t) = exp(tA)E; ou E; est le i-eme vecteur de la base canonique de .7}, ; (K).

Le théoréme ci-dessus stipule que (Cy,. .., C,) est une base de .#4.
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Corollaire 16.17 (Probléme de Cauchy vectoriel d’ordre 1 a coefficients constants)

Soit Xy € #,,1(K) et ty € R. L'unique solution du probléme de Cauchy

X'(t) = AX (1)
(PC) { x(to) = Xo

estt — exp((t — tp)A)Xo = exp(tA) exp(—tyA)Xo.
En particulier, si ty = 0, la solution est t > exp(tA)Xp.

Démonstration : D’aprés le théoréeme de Cauchy linéaire on sait qu’il existe une unique solution
du probleme de Cauchy. D’apreés le théoréme précédent, la fonction X : t +— exp(tA) exp(—tyA)Xo
vérifie I’équation différentielle. Il suffit alors de vérifier que X (ty) = xo.

Remarques :

1. On peut I'écrire sous la forme vectorielle.

La solution du probleme de Cauchy

x'(t) = a(x(1))

x(to) = xo

(PC) {

ou ty € Restdonc x : t — exp((t — ty)a)xy.

. Ce résultat ne se généralise pas au cas d’'un équation X'(t) = A(t)X(t) out +— A(t) est
une fonction continue a valeurs dans ., (K) comme dans le cas des équations scalaires. En
effet, si t +— Z(t) est une fonction telle que Z’(t) = A(¢) : une primitive de A. Si on pose
X :t — exp(Z(t)). Il n’est pas vrai que X'(¢) = Z'(t) exp(Z(t)). En effet, la dérivée de
t — Zk(t) est

WA VARG E VA YA ARIO L BV ARGYAG,

et pas kZ'(t)Z*~1(t) car Z(t) et Z'(t) ne commutent pas toujours
. On peut redémontrer que si AB = BA alors exp(A + B) = exp(A) exp(B). On pose

X :t— exp(A+1tB) € #,(K)

k
On écrit que X est la somme de la série de fonctions ), (t - (AJ;:!B) ) En utilisant que AB =

k>0
BA, on peut appliquer le théoréme de dérivabilité des séries de fonctions a valeurs vectorielles.

On obtient que X est de classe ! et que

X' i t — BX(t)
La fonction X est donc une solution du probléeme de Cauchy

X'(t) = BX(t)
(PO) { X(0) = exp(A)

Ici, X (t) est une matrice carrée et pas une matrice colonne. On travaille avec I'endomorphisme
de #,(K) défini par X — BX. Maintenant, ¢t > exp(A) exp(tB) est aussi solution du méme
probleme de Cauchy. Elles sont égales.
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3.3 Exemples de calculs

— ATTENTION |

Dans la majorité des cas, on ne calculera pas les exponentielles de matrices. On se raménera
via diagonalisation et trigonalisation aux résultats vus en premiére année.

Exemples :

. 0 1
1. SmtA—(1 0 )

On s’intéresse a I’équation différentielle matricielle homogeéne d’ordre 1

X'(t) = AX(t) (H)

D’apres le résultat précédent, les solutions sont les fonctions de la forme X : ¢t — exp(tA)A
ouA € e%2’1 (K)

On peut calculer directement exp(tA) en remarquant que (tA)? = t2I,. De ce fait, pour tout
entier p > 0,
(tA)? = t?P], et (tA)?PH = t2PH1A

On en déduit que

t2p+1

2 @)I * (Z e

exp(tA) =

A= ch(t)l;+ sh(t)A= ( Eﬁgg iﬁﬁg )

o
En notant A =
¥

), on obtient que les solutions sont les fonctions de la forme

_ ach(t)+ fsh(t)
Xt ( ash (1) + fch (1) ) . wfeK

On remarque que ’équation (H) est ’écriture matricielle de ’équation scalaire d’ordre 2 :
x”(t) = x(t). On retrouve que les solutions de cette équations sont les fonctions de la forme

x:t— ach(t)+ fsh(t)

La deuxiéme ligne de la matrice colonne X étant alors la dérivée de la premiere.
2. Sion considére K = C et ’équation différentielle

ax” (t) + bx'(t) + cx(t) = 0 (H)
otta € C\ {0} et (b,c) € C2 On pose

o (2

0 1
Y
a a

L’équation peut alors s’écrire sous la forme du systeme

X0 =( 50 | =axe ©

et
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Le polynéme caractéristique de A est

b 1
XA:X(X+—)+£:—(aX2+bX+c)
a a a

En particulier si on note A le discriminant du trinéme aX? + bX + c.

— si A # 0:1il y a deux valeurs propres distinctes « et . De ce fait, A est semblable a la
matrice diagonale
a 0
D= ( - ) |

Si on note P la matrice de changement de base, telle que D = P~1AP, on a donc

-1 eat 0 -1
t — exp(tA) = Pexp(tD)P™" = P( 0 o )P

On en déduit que

s ={t > Pexp(tD)P'A| A € #>,(C)} = {t — Pexp(tD)U | U € .#5,(C)}

La deuxiéme égalité vient du fait que A +— U = P~!A est une bijection de .#,;(C) dans
lui méme.

On écrit alors
p= P11 P2
P21 P22
u . . s . .
EnnotantU = 0 ) et en prenant la premiére ligne de I’ensemble des solutions ci-dessus

on obtient
Sy = {t = pue™ +p1206tﬁ, (u,0) € C?}

0 .,
On remarque alors que p;; # 0 et p12 # 0 car ( 1 ) n’est pas un vecteur propre de A et

donc, en utilisant que u — u’ = pjju et v > v’ = py,0 sont des bijections de C dans C,
on obtient finalement,

Sy={t— ue +vef (v v)eC? = Vect(t — et eﬁt)

C’est le résultat vu en premiére année.
— Si A = 0.1l y a alors une racine double @. Comme A # al, alors elle n’est pas diagonali-
sable. Elle est donc semblable a
T = a 1
(5 )

Si on note P la matrice de changement de base, telle que T = P~1AP, on a donc

t > exp(tA) = Pexp(tT)P!

. R 0 t , .
Maintenant, on voit que tT = tal, + N ou N = ( 0 0 ) vérifie N2 = 0. Or tal, et N

commutent et donc

ta at

e te

exp(tT) = exp(taly) exp(N) = exp(ta); X (I, + N) = ( 0 oo )
En procédant comme dans le cas précédent, on obtient finalement que les solutions de
(H) sont des combinaisons linéaires des fonctions t — e* et t — te*! comme il a été vu

en premiere année.
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3. Cas d’un systeme diagonalisable. On considére le systéme

x' = -3x+3y+2z
Yy = —4dx+4y+2z
Z = —4x+3y+3z
c’est-a-dire
X' = AX
x -3 3 2
enposant X = y |etA=| -4 4 2
z -4 3 3

On commence par diagonaliser (ou trigonaliser A). Ici y4 = X°—4X%+5X -2 = (X-1)%(X-2).
On regarde donc les espaces propres

1 0 1
Ei(A) =Vect|| 0 |,| 2 et E5(A) = Vect|| 1
2 -3 1
On pose alors
1 0 1 1 0 0
P=[0 2 1 |etD=P'AP=[0 1 0
2 -3 1 0 0 2

En posant alors Y = P~1X, on obtient
Y'(t) = P71X'(t) = PT'AX(t) = PT'APP™IX(t) = DY (1).

On en déduit que
t

ae
Y(t)=| pe
ye?t
De ce fait
ael + ye? el 0 e’
X=PY= 2P’ +ye* =a|l 0 [+p]| 2¢" |+y| &
2ae’ — 3Pe’ +ye? 2e! —3e! e’

Remarque : Avec cette méthode 2, on n’a pas eu besoin de calculer P~ ni exp(A).

Exercice : Résoudre le systéeme différentiel,

"= 2y+2z
Yy = —x+2y+2z
7 = —x+y+3z

On ferra attention au fait que cette fois la matrice du systéme est juste trigonalisable.

4 Equations différentielles scalaires du second ordre

Nous allons voir comment généraliser aux équations différentielles scalaires d’ordre 2 les méthodes
vues en premiere année pour les équations différentielles scalaires d’ordre 1.
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Dans tout ce paragraphe, on considére une équation différentielle scalaire d’ordre 2 normalisée
x"(t) = a(t)x"(t) + b(t)x(t) +c(1) (E)
ou a, b et ¢ sont continues de I dans K. L’équation homogene associée est
x"(t) = a(t)x"(t) + b(t)x(t) (H)

On peut les représenter de maniére vectorielle en posant

[ x(¥) ) _ 0 1 _ 0
xo=( 20 iaw=( 2 by ) aso=( 2
On consideére alors les systemes différentiels
X'(t) = A()X (1) + B(2) (Se)

et
X'(t) = A()X (1) (S)

4.1 Wronskien d’un couple de solution

Définition 16.18 (Wronskien)

Soit (x1,x2) des solutions de (H), on appelle wronskien du couple (x1, x2) et on note w(y, x,) :
I — K la fonction

x1(8)  x2(2)
x1(8)  x5(2)

W(xy,x,) r—

Remarque : On notera le plus souvent juste w le wronskien d’un couple de solutions.

Exemple : Pour I’équation x” = —x on peut prendre x; : t > cost et x; : t > sint. On obtient
alors
w i t > cos®(t) + sin®(¢t) = 1.

Exercice : Calculer le wronskien pour un couple de solutions de x” = x.

Proposition 16.19

Le wronskien d’un couple de solutions I’équation diftférentielle
x"(t) = a(t)x'(t) + b(t)x(1)
vérifie ’équation du premier ordre

w'(t) = a(t)w(t)

Démonstration : Il suffit de calculer w’(t). Pour tout ¢ € I,

w'(t) x7 (1) x5 (2) + x1(£)xy () — x5 (£)x7 (1) — x2(2)x7] (t)
x1(8) (a(t)xy (1) +b(t)x2(t)) — x2(t) (a(t)x](t) + b(t)x1(2))

a(t)w(t)
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Remarque : Dans le cas particulier oi a = 0 on voit que le wronskien est constant comme sur
I'exemple traité ci-dessus.

Définition 16.20 (Systeme fondamental de solutions)

On appelle systeme fondamental de solutions d’une équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre 2 homogene, un couple (x1, x3) de solutions de (H) qui forme une base de I’espace des
solutions Sy.

Proposition 16.21

Avec les notations précédentes, pour (x1, x2) un couple de solutions de (H) et w le
wronskien associé, les assertions suivantes sont équivalentes

i) Le couple (x3, x2) est un systéme fondamental de solutions de (H).
ii) 1l existe ty € I tel que w(ty) # 0.
iii) Pour tout t € I, w(t) # 0.

Démonstration :

— Evident

— Supposons par contraposée que le couple (x1, x3) n’est pas un systéme fondamental.
Cela signifie qu’il existe A;, A; des scalaires non tous nuls tels que

)lel + /123('2 = 6
On peut alors dériver cette relation

AlJCi + /12)('& = 6
En particulier pour tout ¢ € I,

Aixi(t) + Aaxa (1) = Ay (8) + Ax5(8) = 0

s (0 )-()
1 2

On en déduit que w(t) = 0.
_ OnnoteX1 it ( 28; )eth it ( izgg )

Supposons par 'absurde qu’il existe t, tel que w(t;) = 0 ce qui signifie que (X; (%), Xz (%)) est
liée. Il existe alors des scalaires A, et A, tels que

On en déduit que

MXi(ty) + A2Xa(tp) =0

On considére Y : t — A1X;(t) +12X,(t). C’est une fonction vérifiant (Sg) et telle que Y (tp) =0
donc d’apres le théoréme de Cauchy linéaire c’est la fonction nulle. Cela signifie que

Vi € LAX (£) + A Xa(£) = 0

En particulier, A1x; + Azx; = 0 ce qui est absurde car (x1, x7) est libre.
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Remarque : On pouvait aussi directement montrer que . On sait que w vérifie I’équation
différentielle linéaire d’ordre 1, w’(t) = a(t)w(t). Si on note a une primitive de q, il existe 1 € K
telle que w soit de la forme

w:t > dexp(a(t))

Comme pour tout ¢ € I, exp(a(t)) # 0,

Tty e, w(ty) =0) &= A=0 < (Vtel, w(t)=0)

4.2 Variation de la constante

On se donne un systéme fondamental de solutions de (H) : (x1, x2). On note encore

X; it ( x1 (1) ) Xyt ( x(1) ) et O :t|—>( x - x(t) ): (X, (D)1X(1))

x7(t) x5,(t) x; () x5(t)

On veut résoudre le systéme différentiel (S). Soit X € €' (I, #5,(K)), comme pour tout t € I,
w(t) # 0, la matrice Q(t) est inversible et on peut donc poser X (t) = Q(t)A(t) ce qui est équivalent

aA(t) = Q7 ()X (1)

xy () —x2(2)
xi () x1(2)
de classe €' (I, .#,(K)). Finalement I’application X + Q7'X est une bijection de ¢! (I, .#>1(K))
dans lui-méme.

De plus, on voit que Q7!(t) = ﬁ ( ) ce qui montre que la fonction ¢ > Q7!(¢) est

A1 (1)

Si on pose A(t) = ( (1)

), on est ramené a chercher les solutions de (S) sous la forme

xi1 (1) x(2) )( Ai(1) )

t— X(t) = Q(H)A(t) = ( <) () b ( A(H)x1(t) + Aa(t)x2(t)

A1 (8)x7 (1) + A2 (1) x5 ()
Le produit matriciel étant bilinéaire on a donc

X'(1) = Q' (A1) + Q()A' ()

Or, en travaillant colonne par colonne, on obtient que

Q' (1) = (X](1) | X5(1)) = A(t) (Xa(t) | X2(1)) = A(1)Q(2)

On en déduit que
Q'(1) = A(DQ(DA(1) + Q(H)A'(1) = AX (1) + Q(H)A'(1)

On obtient alors

X vérifie (S) Vtel X'(t) = A(t)X(t) + B(t)
Vit e I, AX(t) + Q(t)A' (t) = A(t)X(t) + B(t)
vt el Q(t)A'(t) = B(t) (%)

vt eI, A(t) = Q" (t)B(t)

1111

On voit que, comme dans la méthode classique pour les équations différentielles scalaires d’ordre 1,
on est ramené a calculer des primitives pour déterminer une solution de (S) et donc de (E).

Exemples :
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1. Considérons I’équation différentielle

x"(t) = —x(t) + cos(t) (E)

. . 0 1
Avec les notations ci-dessus, on pose donc A = ( 1 0 )

On sait que x; : ¢t +— cos(t) et x, : t > sin(t) est une base de .. On a donc Q(t)

( cos(t) sin(t)

—sin(t) cos(t)

(cos(t) —sin(t)

sin(t) cos(t)

). La matrice Q(t) est orthogonale, on en déduit que Q71(t) = Q7 (¢)

|- ocn.

On cherche une solution du systéme différentiel associé sous la forme X (¢) = Q(¢)A(t). On

posant A(t) = ( tgg

) et on est ramené a résoudre

—cos(t) sin(t)

2 __ 1+cos(2t)
cos®(t) = —5—

{ A1 (1)
A3 (1)

1
On peut donc prendre A; : ¢ — 2 cos’(t)et Ay : t %t + i sin(2t). On en déduit une solution

particuliere de (E)
l 2 1 . 1 . .
x:t 5 €08 (t) cos(t) + Et sin(t) + 2 sin(2t) sin(t)

2. Onpeut présenter les calculs différemment sans faire intervenir les systémes différentiels mais
en utilisant une « ruse ».

On cherche les solutions de (E) sous la forme
x 1 A(8)x1(8) + A2(2)x2(1)
On peut calculer les dérivées de x et réinjecter dans I’équation. On a
x st AL(t)x1 (1) + A (8)x1 (1) + A5 (1) x2 (1) + A2 () x5(1)

On ajoute la condition A}x; + A5x; = 0. Cette condition semble ici artificielle mais elle découle
du calcul ci-dessus avec les systéme différentiels. C’est la premiére ligne de I’équation (7).

On peut alors redériver. On obtient donc
4 ’r .7 ’7 / 4
x" = x|+ Ax + Aaxy + Aox)
En injectant dans I’équation cela donne

x vérifie (E) &=  Ajx]+ Aix] + doxs + Aoxy = a(Ax] + Aaxy) + b(A1x1 + Aaxz) + ¢

s rr
— MXptAx=c

On trouve donc le systéme ()

A1 (0)x1 (1) + A5 (D) x2(2) = 0

Vit € I,{ ()] (2) + Ay (8)x(¢) c(t)

C’est-a-dire Q(¢)A’'(t) = B(t).
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4.3 Résolutions d’une équation scalaire du second ordre en connaissant
une solution

On considére une équation linéaire scalaire d’ordre 2 (pas nécessairement normalisée)

a(t)x"(t) = p(t)x'(t) +y(t)x(t) + 5(t) (E)

On considere alors son équation homogene associée

a(t)x"(t) = f(6)x"(t) +y(£)x () (H)
et on suppose que 'on connait une solution x, de (H) qui ne s’annule pas sur I.

Remarque : La solution xy pourra étre déterminée par exemple a ’aide d’un développement en
série entiere.

On peut alors chercher a résoudre (E) a I’aide d'un changement de fonction inconnue en posant
x :t+ A(t)xo(t). On a en effet

x vérifie () & ax"=px"+yx+6
&  a(A"x0+ 2 x5+ Ax() = P(Xx0 + Axg) + yAxo + 8
— al'xg+2alxy=pAxo+ 5
& A vérifie az’ = (fxg — 2ax5)z+ 6
Cette derniére équation étant d’ordre 1.

Exemple : On veut résoudre sur R
tx” (t) +2x"(t) —tx(t) =0

— On commence par chercher une solution développable en série entiére au voisinage de 0. Soit

+00
x:t E ant".
n=0

400 +00 +00
x vérifie (E) <= VteR, Z apn(n—1D)t" 1+ Z 2a,nt"! — Z apt" =0
n=2 n=1 n=0
+00 +00 oo
— VteR Z ansin(n+ 1)t" + Z 2ap1(n+ D" — Z an_1t" =0
n=1 =0 n=1
+00
e VteR2a+ Z (@ (n+1)(n+2) — an_i]t" =0
n=1
{ a; = 0
= an-1
Vn2zlapy = ———
" (n+ 1) (n+2)
On en déduit par une récurrence immédiate que pour tout entier p, azpy; = 0 et az, =
———ay. En prenant ay = 1 on en déduit que
(2p+ 17 "P ‘ d
+00
1 sht
X:t Z ' = —
= (2p+1) t

vérifie ’équation.
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) sht , ) . o
— La fonction xj : ¢t — hes annule pas sur R. De ce fait, pour toute fonction x définie sur

R on peut poser
x = A.x.

Maintenant
x vérifie (E) < VteRtx"(t) +2x'(t) —tx(t) =0

— (..
< VteR, shtd”(t) = -2chtA'(t)

On est donc ramené a résoudre I’équation
shtz' = -2chtz.

Travaillons d’abord sur R} et R*. On a donc I’équation résolue :

, cht
zZ =—-2——2.

sht

cht
Comme t +— —2In|sht| est une primitive de t _ZF on en déduit que les solutions de
s

cette équation sont (sur R} et R*):

C
PN Ce—21n|sht| —

cht

Quitte a modifier la constante, on trouve donc que sur Ry etR*, 1 : t = C “hi +C’. Finalement,
s

les solutions sur R} et R* de (E) sont

Il est alors clair que les seules fonctions qui « s’étendent » a R sont celles ou f = 0.
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CHAPITRE 17

Intégrales a parametres

1 Théorémes généraux 450
1.1 Limite et continuité . .. ... .. . . . . . .. 451
1.2 Dérivabilité . ... .. . . 454
2 Exemples 459

Nous allons étudier dans ce chapitre les intégrales a parametres. Précisément, dans tout ce chapitre,
on supposera avoir une fonction f définie sur A X I ou A est une partie d'un espace vectoriel de
dimension finie et I un intervalle de R. On suppose que f est a valeurs dans K = R ou C.

On pose alors
F: A — K

x /If(x,t)dt

Notre but est d’étudier la fonction F : définition, continuité, dérivabilité,. . .

Commencons par donner quelques exemples qui seront développés a la fin du chapitre :

+00
I'(x)= / t*le7tdt
0

2. Transformé de Laplace : soit f une fonction continue par morceaux sur |0, +co[ on pose

1. La fonction I : on pose

L) pro / F()e?dt.

3. Transformée de Fourier : soit f une fonction continue sur R, on pose

Z(f) :f o) I—)[ f(He tdt

1 Théorémes généraux
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1.1 Limite et continuité

Commencons par généraliser le théoreme de convergence dominée au cas ou le parameétre n’est plus
entier.

Théoréme 17.1 (Rappel : Théoréme de convergence dominée)

Soit (f,) une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I a valeurs dans
K. On suppose

i) La suite (f;) converge vers une fonction f continue par morceaux

ii) (Hypothése de domination) : Il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que pour
tout entier n, |f,| < @.

Alors f est intégrable sur I et

lim fn:/f

En notant f(n, t) pour f,(t), la conclusion du théoréme ci-dessus est que :

lim /f(n,t)dt:/g(t)dt
n—+oo Jp I

ou, pour tout ¢t € I, lim f(n,t) = g(t).
n—+o0o

Théoréme 17.2 (Théoréme de convergence dominée - version continue)

Soit f une fonction a valeurs dans K = R ou C définie sur A X I ou A est une partie d'un
espace vectoriel de dimension finie et I un intervalle de R.

Soit a un point adhérent a A.

On suppose qu’il existe un voisinage V de a dans A tel que

i) Pour tout x de V, la fonction ¢t — f(x, t) est continue par morceaux

ii) 1l existe une fonction g : I — K continue par morceaux telle que :
Vt e [, lim f(x,t) = g(t)
X—a

iii) Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ : V. — R, continue par
morceaux et intégrable sur I telle que

Vx € V,Vt € I |f(x, )| < o(t)

Alors, F : x — /f(x, t)dt est définie sur V et
I

lim F(x) = /g(t)dt.
X—a 1

Remarques :

1. C’est une version « continue » du théoréme de convergence dominée. En effet, plutét que
d’écrire f(x,t), on pourrait voir la fonction f comme une famille (f;)rea de fonctions définies
sur I.
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2. Les deux premiéres hypothéses sont les analogues du fait que (f;) converge simplement vers
g continue par morceaux.
3. Laencore, I'hypothése de domination implique que pour toutx de V, ¢t — f(x, t) est intégrable.

4. C’est un résultat d’interversion lim et / En effet la conclusion est que
I

lim / f(x, t)dt = / lim f(x, t)dt.
X—a 1 Ix—>a

5. Dans le cas ou A est une partie non bornée de R on peut prendre a € {+co}.

Démonstration : Le principe est juste de se ramener au cas « classique » du théoréme de conver-
gence dominée en utilisant la caractérisation séquentielle.

— Comme dit dans la remarque, le fait que F soit définie sur V découle directement de ’hypothése
de domination et des théorémes de comparaisons pour les intégrales.

— Par la caractérisation séquentielle de la limite, pour montrer que hm F(x) = / g(t)dt il suf-

fit de montrer que pour toute suite (x,) d’éléments de V tendant vers a on a hm F(x,) =

/Ig(t)dt.

Soit (x,) une telle suite, on pose f, : t — f(xy, t).

Les hypothéses i) et ii) affirment alors que la suite de fonctions ( f,) converge simplement vers
g. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée « classique ». On obtient que

lim F(x,) = lim /fn = /g.

Maintenant, on peut faire cela pour toute suite (x,) tendant vers a. On conclut alors en utilisant
la caractérisation séquentielle de la limite.

Exemple : On pose
f: Re xRy — R

e—xt
(x, 1)

1+1¢2

+00
On veut étudier lim / f(x, t)dt.
0

xX—>+00

i) Pour tout ¢ de Ry, f(.,t) : x — f(x,t) admet une limite finie notée g(t) quand x tend vers

a = +oo. Il suffit de poser
PN 1 sit=0
9: 0 sinon.

ii) La fonction g est continue par morceaux.
iii) (Hypothése de domination) : Il existe une fonction ¢ intégrable sur I = R, telle que pour tout

x € Ryettoutt € Ry, [f(x,t)] < ¢(t). On peut prendre ¢ : t — i

On en déduit que pour tout x de Ry, t — f(x,t) et g sont intégrables et

+00 =t 400
lim dt = g=0.
x—+co0 f 1+ t2 0




Corollaire 17.3 (Théoréme de continuité (en un point) des intégrales a paramétres) —

Soit f une fonction a valeurs dans K = R ou C définie sur A X I o A est une partie d'un
espace vectoriel de dimension finie et I un intervalle de R.
Soit a € A. On suppose qu’il existe un voisinage V de a (indépendant de t) tel que

i) Pour tout x de V, la fonction ¢t — f(x,t) est continue par morceaux
ii) Pour toutt € I, f(.,t) : x — f(x,t) est continue en a

iii) Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ : I — R continue par
morceaux et intégrable sur I telle que

Vx e V,Vt e L|f(x,t)| < ¢(t)
Alors, F : x +— /f(x, t)dt est définie sur V et
I

)111)1}1 F(x) = F(a)

c’est-a-dire que F est continue en a.

Corollaire 17.4 (Théoreme de continuité des intégrales a paramétres)

Soit f une fonction a valeurs dans K = R ou C définie sur A X I ou A est une partie d'un
espace vectoriel de dimension finie et I un intervalle de R.

i) Pour tout x de A, la fonction f(x,.) : t — f(x,t) est continue par morceaux
ii) Pour tout t € I, f(.,t) : x — f(x,t) est continue sur A

iii) Hypotheése de domination : pour tout a de A, il existe un voisinage K de a dans A et
une fonction ¢k : I — R, continue par morceaux et intégrable sur I telle que

Vx € K,Vt € L |f(x,t)| < ox(t)

Alors, F : x — / f(x,t)dt est définie sur A et continue
I

Remarques :

1. Dans le cas ou A est un intervalle de R. L’hypothése de domination peut s’écrire : « pour tout
segment K de A ... ».

2. Le programme officiel dit : « Pour ’application pratique des énoncés, on vérifie les hypothéses
de régularité par rapport a x et de domination, sans expliciter celles relatives a la continuité
par morceaux par rapport a ¢ »

Exemple : La fonction T'.

On pose pour x € R,
+0o
[(x,t) = / t* e 'dt.
0

On pose f(x,t) = t* le™",

— Définition : Pour tout x € R, la fonction t — f(x,t) est continue et positive sur |0, +oo[.
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— Pour tout x € R, t* 127t 0 donc t* '™ = 0(t7%) comme t +— t 2 est intégrable
sur [1,+oo[ la fonction t — f(x,t) est aussi intégrable sur [1, +oo[.

— Pourtoutx € R, t* le™! e t*~1. Or on sait que t* est integrable sur ]0, 1] si et seulement
si @ > —1. On en déduit que t — f(x,t) est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si

x—1>-1 & x>0.

La fonction I" est définie sur R}.

— Continuité : Montrons que I est continue sur Rj.

i) Pour x € R}, t > t*"'e™! est continue par morceaux sur R%.
ii) Pour t € R}, x > t* e~ = exp((x — 1) Int)e™" est continue sur R.
iii) Hypothese locale de domination : Pour tout segment [a, b] de ]0, +oco[, on consideére

N tle7t sit <1
¢ thlet sit>1

On en déduit que pour x € [a,b] et t €]0, +oo[,

[f (0] < @(t)

car x > t*~1 est décroissante quand ¢ < 1 et croissante quand ¢ > 1. De plus, ¢ est
continue par morceaux intégrable sur |0, +oo[ (raisonnement similaire a celui fait pour
la définition de I').

La fonction I est continue
+00
— Equation fonctionnelle : Il est clair que I'(1) = / e~'dt = 1. Maintenant pour x > 0, via
0
une intégration par parties :

+00 tx
I['(x) = / t*leldt = [—e‘t
0

X

+0o

1™ ., 1
+ = t*e"tdt = ~T(x + 1)
0 X Jo X

X X

car lim —e ' =0et lim —e™
t—0 X t—+00 X

! = 0. On a donc

['(x+1) =x[(x).
En particulier,
I'(2)=1T3)=2T4)=3x2=6.
et
Vn e N, T'(n) = (n-1)!
On voit donc que la fonction I' généralise les factorielles.

Exercice : Exprimer les coefficients du développement en série entiére de (1+x)* en fonction
de la fonction I
e—xt

+00
Exercice : [1280] Soit F : x +> / dt. Etudier I'ensemble de définition et la conti-
0

t+1
nuité de F.

1.2 Dérivabilité

On suppose maintenant que f est définie sur un produit de deux intervalles J X I. On se pose alors
la question de la dérivabilité de F
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Théoreme 17.5 (Théoréme de dérivation des intégrales a paramétres)

Soit f une fonction a valeurs dans K = R ou C définie sur J X I ou I et ] sont des intervalles
de R.

On suppose que
i) Pour tout x de J, la fonction f(x,.) : t — f(x,t) est continue par morceaux
ii) Pour tout x de J, la fonction f(x,.) : t — f(x,t) est intégrable sur [
iii) Pour tout t € I, f(.,t) : x — f(x,t) est dérivable, c’est-a-dire que f admet une

dérivée partielle par rapport a sa premiere variable.

d
iv) La fonction (x,t) 8_f vérifie les hypotheses du théoreme de continuité a savoir :
X

of

d
— Pour tout x de J, la fonction —f(x, )it —
ox ox
morceaux
of of . et A
— Pour tout t € I, a—(., t):x+— a—(x, t) est continue sur J (c’est-a-dire que
X X
x > f(x,t) est de classe €1).

— Hypothése de domination : pour tout segment K de ] il existe une fonction
¢k : I — Ry continue par morceaux et intégrable sur I telle que

(x,t) est continue par

d
Vx € K,Vt € I, 'a—f(x, t)| < ox(t)
X

d
Alors, pour tout x € J, t — a—f(x, t) est intégrable sur I, la fonction F : x — /f(x, t)dt
X I

est dérivable et

17)
Vx € J,F'(x) = /aic(x, t)dt (Formule de Leibniz)
1 X

De plus F est de classe €.

Remarques :

1.

L’hypothése de domination portant cette fois sur la dérivée, il faut vérifier que la fonction
f(x,.) est bien intégrable. De fait, les deux premiéres conditions sont juste les conditions

nécessaires pour que F soit définie.

Il est important de faire clairement apparaitre les hypothéses quand on utilise ce théoréme.

L’hypothése principale est ’hypothese de domination. On voit en particulier que 'on peut

2

se restreindre a montrer que la fonction a—f est dominée sur tout segment par une fonction
X

intégrable.

Exemple : Appliquons ce théoréme a la fonction Gamma.

On a déja vu que pour x €]0,+oo[, t > t*"le~" est continue et intégrable sur I =]0, +oo.
Soit ¢ € I, la fonction x — t*le~! est dérivable et

of

L (x,t) = (Int)t* te!
ox

Vx €]0, +oo],

— Soit x €]0, +oo[, la fonction t + (Int)t* !Int est continue par morceaux.
— Soit t €]0,+oco[ la fonction x — (In#)t*"!Int est continue.
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— Hypothése locale de domination : Pour tout segment [a, b] de ]0, +co[, on considere

" (|Int)t* et sit <1
(Int)tt~le™t  sit>1

On en déduit que pour x € [a,b] et t €]0, +oo[,
5

o D < e(t)

car x > t*7! est décroissante quand t < 1 et croissante quand ¢ > 1. De plus, ¢ est
continue par morceaux intégrable sur 0, +oo[ (raisonnement similaire a celui fait pour
la définition de I" mais a détailler & cause du In ¢ - voir plus bas).

On en déduit que pour tout x €]0,+oo[, t — (Int)t* 'e™" est intégrable et
+o00
F'(x) = / (Int)t* e tdt.
0

Démonstration : Soit x € J fixé.

7] 0
On remarque d’abord, que I'’hypothése de domination sur 8_f permet d’assurer que ¢ — a—f(xo, t)
X X

est intégrable sur I.

Maintenant pour tout x dans J différent de x,

F(x) - F() _ [fGxD - fGab),

X — Xo I X — X0

(1) = f(x0, 1)
X — Xo
appliquer la version continue du théoréme de convergence dominée en x, qui est un point adhérent

aVo=J\{xo}.

On pose 0(x,t) = . Cette fonction est définie sur (J \ {x0o}) X I. On veut alors

i) Pour tout x € V;, la fonction 0(x,.) : t — 0(x, t) est continue par morceaux.

d
ii) 1l existe une fonction t a—f(xo, t) tel que
X

L) — , b 0
Vt eI, lim O(x,t) = lim foet) = flxo. 1) = —f(xo, t)
X—Xp X—Xp X — X ox
iii) Hypothése de domination : on a supposé que pour x, de J, il existe un voisinage V de x, dans
J tel qu’il existe une fonction ¢ : I — R, continue par morceaux et intégrable sur I telle que
d
Vx € V.Vt € I, ‘—f
ox

(x,1)| < ¢(t)

En particulier, en utilisant I'inégalité des accroissements finis (a t fixé),

t) — 3
VxGV\{xo},VtELIQ(x,t)I=‘f o) 20Dy,
X — Xo
On en déduit que
F(x)—-F )
Fxg) = lim LD =FG0) _ / 0(x, t)dt = / U (ot
X—X0 X — Xo X—=Xo J1 10X
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Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréeme de continuité des intégrales a parametres pour obtenir
que F est de classe ©'!.

e—xt

+00
Exercice : [1280] On reprend F : x / dt. Est-elle de classe € sur Zr?
0

t+1

On peut en déduire des théorémes qui permettent de montrer qu'une intégrale a parameétre est de
classe €% ou €.

Théoréme 17.6 (Caractere €* d'une intégrale a paramétre)

Soit f une fonction a valeurs dans K = R ou C définie sur J XI ou I et J sont des intervalles
de R.

Soit k € N On suppose que
i) Pour tout t € I, f(.,t) : x — f(x,t) est de classe €* sur J

al
ii) Pour tout x de J et tout i € [[ 0; k ]| la fonction ¢ F(x, t) est continue par
morceaux *
ai
iii) Pour tout x de J et touti € [[0; k — 1]] la fonction ¢ F(x, t) est intégrable sur
X
1

iv) Hypothése de domination : pour tout segment K de J il existe une fonction
¢k : I — Ry continue par morceaux et intégrable sur I telle que

k

Jd
Vx € K,Vt € I, —f(x, t)
dxk

< @x(t)

ak
Alors, pour tout x € J, t — a—j;(x, t) est intégrable sur I, la fonction F : x — /f(x, t)dt
X I

est de classe € et

Vx € J,Vie [[0; k] FP(x) = /i(x, t)dt
Iaxl
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Théoreme 17.7 (Caractére €’ d'une intégrale a paramétre)

Soit f une fonction a valeurs dans K = R ou C définie sur J X I ou I et ] sont des intervalles
de R.
Soit k € N On suppose que

i) Pourtoutt €I, f(.,t) : x — f(x,t) est de classe € sur |

ai
ii) Pour tout x de J et tout i € N la fonction t — F(x, t) est continue par morceaux
X

iii) Hypothese de domination : Pout tout i € N, pour tout segment K de J il existe une
fonction ¢;x : I — Ry continue par morceaux et intégrable sur I telle que

2 (1

Vx € K,Vt € I, -
ox!

< @ik (1)

i
Alors, pour tout x € J, pour touti € N, ¢t — F(x, t) est intégrable sur I, la fonction
X

F:xm— /f(x, t)dt est de classe € et
I

. o
VieN,Vx € J,F9(x) = / — (x, t)dt
I ox!t

Exemple : Quand on reprend encore la fonction Gamma.

On a bien que pour tout k € N, la fonction x +> t*'e™ est de classe € et

ak
Vx €]0,+oo[, YVt €]0, +o0], a—]]:(x, t) = (In )k e,
X

De ce fait, sur tout segment [a, b] C]0, +oo[ et tout k on pose

L (|Int))ktetet sit <1
¢ (Int)ktb=let  sit>1

Vérifions que ¢y est bien intégrable sur |0, +oo[

— Sur ]0,1],ona (|Int|)ktetet e |Int|*t*"!. Comme a > 0, il existe « tel que -1 < @ < a— 1.

On en deduit que
|Int¥:%7! = o(2%)
Comme t — t% est intégrable sur |0, 1], la fonction ¢ aussi.

— Sur [1,+c0[. On a (Int)¥tP~1e™* = 0(¢+7?) donc @y est intégrable sur [1, +oo].

On en déduit que la fonction I' est de classe €’ et que pour tout k € N,

+00
Vx €]0, +oo[,T® (x) = / (In )k e7tdt.
0

On au passage on peut en déduire que I' est convexe. En voyant que I'(1) = I'(2) = 1, le théo-
réme de Rolle permet de justifier qu’il existe ¢ €]1,2[ tel que I"(c) = 0. On a donc le tableau de
variations :

faire le tableau
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Remarquons aussi qu’en utilisant que I'(x + 1) = xT'(x) et en faisant tendre x vers 0 on obtient
que

1
I(x) ~ =
x—0 X

Comme on a aussi que Vx > n > 2,T'(x) > I'(n) = (n — 1)! on obtient lim I'(x) = +oo.
X—00

2 Exemples

Transformée de Laplace (CCP MP 2011) Transformée de Fourier (Centrale MP 2012)
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CHAPITRE 18

Calcul différentiel

1 Différentielle et dérivées partielles 461
1.1 Dérivées selon un vecteur . ... ... ... . . ... 461
1.2 Différentielle . .. ... . .. .. 463
1.3 Expression dans une base . ... ... ... .. 467
1.4 Matrice jacobienne . ... .. ... 468
1.5 Gradient ... ... 470
1.6 Applications de classe €1 ... ... ... 472
2 Opérations sur les applications différentiables et les applications de classe €474
2.1 Combinaison linéaire et fonctions multilinéaires . .......................... 474
2.2 Composition et régle de lachaine ........ ... ... ... ... ... ... ......... 477
3 Dérivée le long d’un arc 482
3.1 Définition . . ... ... 482
3.2 Théoreme fondamental de I'analyse . ......... ... . .. . . . .. ..., 483
3.3 Vecteurs tangents a une partie . ....... .. ... 484
4 Fonctions de classe ¢ 488
4.1 DEfinitions . . ... ... . 438
4.2 Opérations algébriques sur les fonctions de classe €% . ... . ... ... ......... 491
5 Exemple d’équations aux dérivées partielles 493
51 Premier ordre . .. ... .. .. 493
5.2 Second ordre . . ... .. 494
6 Optimisation 495
6.1 Point critique et extremum . . ... ... 495
6.2 Matrice hessienne . . ... . ... 497
6.3 Optimisation sous contrainte . . ... ... ... 501

— Dans ce chapitre nous allons étudier le calcul différentiel. Toutes les applications considérées
seront définies sur un ouvert U d’un R-espace vectoriel E de dimension finie (le plus souvent
R") et a valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension finie F.

— Sauf mention explicite du contraire, tous les espaces vectoriels considérés seront de dimension
finie.
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— On a déja étudié la notion de continuité de telles fonctions nous allons nous atteler a définir
une notion de « dérivée ».

1 Différentielle et dérivées partielles

1.1 Dérivées selon un vecteur

| Définition 18.1|

Soit f : U — F, soita € U etv € E non nul .

1. On dit que f est dérivable en a selon le vecteurv si ¢ : t — f(a+ tv) est dérivable en
t=0.

2. Dans ce cas, on appelle dérivée de f en a selon le vecteurv et on note D, f (a) la valeur

de la dérivée :
f(a+to) - f(a)
t

D,f(a) = lim

| Définition 18.2

Si f est dérivable en tout point de U selon le vecteurv on dit que f est dérivable selon le vecteur

0 et on pose
D,f: U — F
a — Dyf(a)

Exemples :
1. Soit f: (x,y) — x* + y?. Elle est dérivable selon v = (&, B) en tout point a = (x, y). En effet,

p:t f(a+to) = (x+t0t)2+(y+t/3)2 :x2+y2+2t(xa+yﬁ) +t2(a+/3)
est dérivable en 0. On a alors
D,f(a) = ¢’ (0) = 2(xa + yp).

2. Soit f de .#,(R) dans .#,(R) définie par f (M) = exp(M). Poura = A € #,(R) etv =1, 1a
fonction est dérivable en A selon le vecteur I,. En effet

¢t f(A+tl,) =exp(A+tl,)
Or comme A et tI, commutent on a ¢(t) = exp(A) exp(tl,).
Cette fonction est dérivable en 0. On a alors
Dy, (A) = ¢/(0) = exp(A).J. exp(0l,) = exp(A)

Définition 18.3 (Dérivées partielles)

Soit f : U — F. Soit = (ey, ..., e,) une base de E. Lorsqu’elles existent, les dérivées selon
les vecteurs e; s’appellent les dérivées partielles de f. On note alors
of

7 (@ = Daf(a) = af (a).
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Dans la majorité des cas on se ramenera au cas ou E = R". En effet, en fixant une base
# = (ey,...,ey) de E, on peut considérer 'application ¢ : R" — E définie par

n
Q:(X1,...,%x) inei
i=1

Cette application est linéaire donc continue. On pose alors
V=¢"(U)={(x1,..., %) €ER" | x1€1 + - xne, € U}

On voit que V est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une application
continue.
On consideére alors g = f o ¢ : V — F définie par

g: (xl,...,xn) l—>f(x1e1+"‘+xnen)

On voit alors (par exemple) que pour touti € [[1; n]] et touta € V,

of

99
2 (q) = 2
8xl- 861-

(¢(a))

Exemple : On considére I'application f : (x,y) + x* + y%. On a alors

of

7]
—:(x,y) > 2x et of :(x,y) — 2y.
ox a9y

— ATTENTION |

Contrairement au cas des fonctions réelles, I'existence des dérivées partielles (et méme
selon tous vecteurs) n’implique pas la continuité. Par exemple la fonction

[\

Yy .
fi(xy) . six #0
y  sinon.

Elle possede en (0,0) des dérivées partielles selon tout vecteur v mais n’est pas continue
en (0,0).
— Siov est « vertical » c’est-a-dire de la forme o = (0, f8).
@(t) = f(0+tv) = f(0,¢f) = tp qui est dérivable; D, f(0) = f.

— Si o n’est pas « vertica », de la forme v = (a, ).

g tp . p
o(t) = f(0+tv) = f(ta, tp) = e - g est dérivable; D, f(0) = s

2

x
— La fonction f n’est pas continue en 0 car f(0) = 0 et f(x% x) = e 1.
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1.2 Différentielle

On veut généraliser la formule de Taylor-Young qui permet de définir la dérivée « classique » d’'une
fonction :

fxo+h) = f(x0) + hf'(x0) + o(h)

| Définition 18.4 |

On note o(h) (ou o(||h||) une fonction d’un voisinage de 0 dans E a valeurs dans F qui est
« négligeable devant h ». C’est-a-dire de la forme

h— [|hl|e(h)

ou ¢ est un fonction tendant vers 0 quand h tend vers 0.
On peut de méme définir O(h) en imposant que la fonction ¢ soit bornée.

Remarque : Dans le cas classique d’une application vectorielle de R dans F, tous les termes de
la formule de Taylor sont dans F. Le terme hf’(xo) appartient a F car f(xo) € Fet h € R est un
scalaire.

Maintenant on suppose que f est définie de U C E dans F, on ne peut plus définir le terme hf”(xo)
car he Eet f'(x) € F.

Prenons un exemple d’une fonction de R? dans R. Soit f : (x,y) — x* + y. On pose a = (xo + y)-
Pour h = (hy,hy) on a

fla+h) = (xo+h1)*+ (yo + hy)® = x + y& +2x0hy + 2yohy + h3 + k3.

~—— ~——
f(a) o(h)

On pose alors ¢, : R*> — R I'application linéaire définie par
@a : (h1, h2) = 2x0h1 + 2yohs

On a finalement,

fla+h) = f(a)+¢a(h) +0(h)

| Définition 18.5 |

Soit f : U — F eta € U. L’application f est dite différentiable en a, s’il existe une application
linéaire ¢, : E — F telle que

VheV,f(a+h) = f(a)+ @.(h) +0o(h)

ou V est le voisinage de 0 défini parV={h € E|a+h e U}.

Remarque : Si f est une fonction a valeurs réelles, la différentielle est une forme linéaire.

Exemples :
1. Soit f de .#,(R) dans .#,(R) définie par f(M) = M?>. Poura=A € .#, ona

f(A+H) = (A+H)* = A>+ AH + HA + H*

On pose ¢4 : H — AH + HA qui est linéaire. On a bien f qui est différentiable.
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2. Soit E un espace euclidien et f : u +— ||u||*> = (u|u). Elle est différentiable en tout a € E. En
effet
f(a+h) = (a+hla+h) = (ala) + 2(alh) + (h|h).

On pose
@q : h— 2(alh).

Proposition 18.6 (Unicité de la différentielle)

Si f est différentiable en a. Il existe une unique application linéaire ¢, telle que

VheV,f(a+h) = f(a)+ @.(h) +0o(h)

Démonstration : Supposons qu’il existe deux applications linéaires ¢, et 1/,. On écrit alors que
pour touth € V,

fla+h) = f(a)+@a(h) +||hller(h) = f(a) + Ya(h) + |[h][e2(h)

ou ¢ et & tendent vers 0 quand h — 0. On a alors

(Ya = @a) (h) = [|R[(e1(h) = £2(h))
On fixe le vecteur h et on applique cela a th (en faisant tendre t vers 0). On a

(Va = 9a) (th) = |[th]|(e1(th) — &2(th))

Comme (¥, — ¢,) est linéaire cela donne
(Va = @a) () = ||Rl|(e1(th) = e2(th)) — 0.

On a bien ¢, = ¢,. O

| Définition 18.7 |

Avec les notations précédentes, I’application ¢, (qui est unique) s’appelle la différentielle de
f en a et se note df (a). Pour tout vecteur h on écrit alors df (a).h pour p,(h).

Pour essayer de montrer qu'une fonction f est différentiable en a a la main, la méthode
consiste a expliciter f(a+ h) et a regrouper les termes en trois catégories :

— Les termes qui ne dépendent pas de h; ce sont ceux qui vont faire f(a)

— Les termes qui dépendent linéairement de h; ce sont ceux qui vont faire la différen-
tielle

— Les autres dont il faut montrer qu’ils sont o(h)

Exercice : Vérifier que M +— M? est différentiable. On vérifiera soigneusement que « le o(h) est
bien négligeable devant h ».

Généraliser A M +— MF,
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Proposition 18.8

Soit f : U — F. Soit .# = (ey,...,¢,) une base de F. Pour tout i € [[1; p]] on note
fi = € o f de sorte que pour tout x € U,

f(x) = filx)er +---+ fp(0)gp

Soit a € U, 'application f est différentiable en a si et seulement si pour touti € [[1; p ],
I'application f; est différentiable en a.

Démonstration : Comme ci-dessus on note V le voisinage de 0 dans E défini par h € V
a+heU.

— Comme f est différentiable en q, il existe ¢ € Z(E,F) et ¢ : V — F vérifiant que
@ q
hm e(h) = Of tels que

h—0
VheV, fla+h) = f(a)+q(h)+|lhl|e(h)
On peut projeter sur chaque coordonnée. Pour touti € [[1; p ]|,
Vh eV, fi(a+h) = fi(a) + & o o(h) + ||kl o e(h)
Cela montre que f; est bien différentiable en a car ¢/ o ¢ est linéaire et lim &} o £(h) = Og.

—)OE

— | & | On suppose que pour tout i € [[1; p ||.f; est différentiable en a, il existe ¢; € Z(E,R) et
a; : V. — K vérifiant que hlim ai(h) = OR tels que
—)OE

VheV, fi(a+h) = fi(a) + ¢;(h) + ||h||;(h)

On en déduit que pour tout h € V,

P
fla+h) =" fia+h)e = f(a)+@(h) +||hlla(h)

i=1

ou®(h) = Z fi(h)ei et a(h) = Z ai(h)e;. Comme ® € Z(E, F) et que a tend vers 0r quand h

tend vers OE, on obtient bien que f est différentiable en a.

O
Proposition 18.9
Si f est différentiable en a alors f est continue en a.
Démonstration : Par définition, f(a + h) = f(a) + ¢,(h) + o(h) . O
————
]:)0

3 On va voir qu’il y a un lien entre l'existence des dérivées partielles et le fait d’étre diffé- 3
. rentiable. On voit déja que le fait d’étre différentiable est « plus fort » car cela implique la |
i continuité contrairement a I'existence des dérivées partielles. i



— Théoréme 18.10

Si f est différentiable en a, alors pour tout vecteur v non nul, elle admet une dérivée selon
venaet

D,f(a) =df(a).v

Démonstration : On suppose que f est différentiable en a. On en déduit que

f(a+tv) = f(a)+df(a).(tv) + ||to]|e(tv)
De ce fait

fla+ “’t) @) % (df (a).(t0) +|[tolle(10)) = df (a).0 + |[olle(to) ~—> df(a).0.

On en déduit que f admet une dérivée selon v en a et que

D,f(a) =df(a).v

| Définition 18.11|

Si f : U — F est différentiable en tout point a de U elle est dite différentiable. On appelle
alors différentielle de f et on note df la fonction

df: U — Z(EF)
a — df(a)

Exemples :

1. Soit f une fonction constante. Elle est différentiable et df est la fonction nulle.

2. Soit f une fonction linéaire de U sur F. Elle est différentiable et df est la fonction contante

égale a f. En effet, pour touta € U ettout h € V

fla+h)=f(a)+f(h)
On peut donc poser df (a) = f.

3. Dans le cas ou E = R, f est dérivable si et seulement si elle est différentiable et
df: U — Z(R,F)

a — (x—xf'(a)

car

Yh eV, f(a+h) = f(a) +hf’'(a) +o(h).
En particulier, f'(a) = df;.1.

4. Si on dispose d’'une base (¢y,..., f,) de F et que I'on note f; = ¢/ o f. Dans le cas ou f est

différentiable,
14

df = dfee
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5. Soit B : EX F — G une application bilinéaire. Elle est différentiable. En effet pour tout
a=(x,y) € FXGettout (hy,h;) € FXG,

B(x + hy,y + hy) = B(x,y) + B(hy,y) + B(x, hy) + B(hy, hy)
On sait qu’il existe une constante C > 0 telle que
IB(h1, ha)llG < Clihullellhzllr < CliChy, ho) Iz
Cela montre que
B(x + h1,y + hy) = B(x,y) + B(h1,y) + B(x, hz) + o(|[(h1, h2) l|exF)
Finalement B est bien différentiable en a = (x, y) et

dB(x,y) : (hy, hy) = B(hy,y) + B(x, hy)

1.3 Expression dans une base

Proposition 18.12

On suppose que # = (ey,...,e,) est une base de E et que f : U — F est différentiable.

Soita € U. .
Pour tout vecteur h = ). hje;,
i=1

f@h=Y L,

i=1

C’est-a-dire que

df@ =Y L (ae

= OXi

Exemple : Sion reprend f : (x,y) — x?+y%. On a vu que gi;(x, y) = 2x et %(x, y) = 2y. On en

déduit que pour a = (x,y),
df(a) : (hl,hz) — 2xhy + 2yh2

En particulier, si v = («a, f) la dérivée selon v en a est

D,f(a) = df(a).v = 2xa + 2y

Démonstration : On se fixe a € U. On sait que df(a) est une application linéaire. Elle est donc

uniquement déterminée par son action sur une base. On regarde sur la base & = (ey,...,e;). On
a of
df(a).e; = D, f(a) = =——(a).
axi

Par linéarité on obtient bien que

df(a).h = Z g(a)hi.

i=1 L
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Remarque : Il arrive que I'on note dx; I'application contante égale a e; définie sur U. En effet, c’est

la différentielle de la fonction e} : (x,...,x,;) — x;. Avec cette notation on obtient :
Pl P = 9
df = U 4w Ly, = > I i,
aX1 axn i1 axi

— ATTENTION |

Il se peut que les dérivées partielles existent mais que la fonction ne soit pas différentiable !
C’est le cas de la fonction

[\

Yy .
filxy) . six #0
y  sinon.

Elle n’est pas différentiable car elle n’est pas continue.

Exercice : Calculer les dérivées partielles de f : M +— M? en A € .#,(R). Retrouver la formule de
dfa.

1.4 Matrice jacobienne

Définition 18.13 (Matrice Jacobienne)

Soit f une application différentiable de U dans F. Soit 2 = (ey,...,e,) une base de E et
F = (e1,...,€) une base de F. Pour tout a € U, on appelle matrice jacobienne de f en a

relative aux bases 7 et ¥ la matrice de df (a). On note

of oh
a—xl(a) . axn(a)

Jr(a) = Matz 7(df (a)) = E :
% .

ox1 oxy,

(a)

ot pour tout j € [[l;p]],fj:s;.‘Of
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Matheux (Charles Gustave Jacob Jacobi : 1804 - 1851)

Charles Gustave Jacob Jacobi né le 10 décembre 1804 et mort le
18 février 1851, est un mathématicien allemand surtout connu
pour ses travaux sur les intégrales elliptiques, les équations aux
dérivées partielles et leur application a la mécanique analytique.
Jacobi est le premier mathématicien a appliquer les fonctions el-
liptiques a la théorie des nombres, prouvant par exemple le théo-
réme des nombres polygonaux annoncé sans preuve par Fermat.
Il donne de nouvelles preuves de la loi de réciprocité quadra-
tique, et y apporte des généralisations; pour ce faire, il intro-
duit ce qui aujourd’hui est connu sous le nom de sommes de
Jacobi. La fonction théta de Jacobi, si fréquemment appliquée
dans I’étude des séries hypergéométriques, porte son nom. Il en
a donné I’équation fonctionnelle.

Il est 'un des fondateurs de la théorie des déterminants. En par-
ticulier, il invente le déterminant de la matrice (dite jacobienne)
formée par les n? dérivées partielles de n fonctions données de
n variables indépendantes. Son déterminant, le déterminant ja-
cobien est crucial dans le calcul infinitésimal.

Remarques :

1. La matrice jacobienne dépend des bases mais on ne les précise pas pour alléger.

2. Onavu que les dérivées partielles peuvent exister sans que la différentielle existe. Dans ce cas,
la matrice jacobienne peut étre définie mais ce n’est pas la matrice d’'une application linéaire
qui apparait naturellement.

3. L’application df(a) est une application de E dans F. Le nombre de lignes de la matrice jaco-
bienne est la dimension de F, le nombre de colonnes de la matrice jacobienne est la dimension
de E.

4. Si f est une fonction a valeurs réelles, la matrice jacobienne est la matrice d’'une forme linéaire,
c’est donc une matrice ligne.

e (L)

0x1 oxp

Exemples :

1. On considére I'application f : (x,y) — (xeY, sin(x +y)). On a alors

N _ w2 _

=eY; = xeY
ox Y
et 5 5
ok = cos(x +y); ok = cos(x +y)
ox oy
On a donc
ey xeY
Jp(xy) = ( cos(x+y) cos(x+1y) ) '
On peut donc en déduire que siv = (2,1),
3 2\ (2+x)eY
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2. Dans le cas du changement de variable en polaire, f : (p, 0) — (p cos 6, p sin 6). On obtient

cosf —psinf
sinf pcosf |’

00 =
En particulier le déterminant de la matrice jacobienne (que 'on appelle le jacobien) vaut
Jr e y)l = p.
Notons que cela justifie le calcul en physique lors d’'un changement de variables en polaires :
dxdy = pdpdf
Exercice : On considere 'application du changement de variables sphérique

f:(p,0,¢) — (psinbcos g, psinbsing, pcosb)

Calculer la jacobienne de f.

Correction

On trouve
sinfcos¢ pcosfcos¢p —psinbsing

Jr(p,0,¢) =| sinfsing pcosOsing psindcose
cos 6 —psin@ 0

1.5 Gradient

Dans cette section on considere toujours une fonction définie sur un ouvert U de E et a valeurs dans F.
On suppose de plus que E est un espace euclidien et que F = R. Dans ce cas, on peut « représenter » la
différentielle de f en a par un vecteur de E.

Commencons par rappeler le théoreme de représentation vu dans le chapitre sur les espaces préhil-
bertiens.

Théoreme 18.14 (Théoreme de représentation)

Soit E un espace euclidien. Soit f une forme linéaire sur E. Il existe un unique vecteur a
tel que
Vx € E, (al]x) = f(x)

C’est-a-dire que 'application

E & E*
a — (x+— (a|x))

est un isomorphisme.

| Définition 18.15 |

Soit f une fonction définie sur un ouvert U d’un espace euclidien E a valeur dansR. Soita € U.
On suppose que f est différentiable en a, on appelle alors gradient de f en a et on note V f (a)
le vecteur de E tel que

Vx € E,(Vf(a)|x) =df(a).x
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Remarques :

1. Le gradient se note aussi Gradf (a). C’est le vecteur qui « représente » la forme linéaire df (a).

2. Cela signifie géométriquement qu’au voisinage de a, la fonction « évolue » le plus quand on
déplace le long du gradient. Elle augmente quand on va dans le sens du gradient et elle diminue
quand on va dans 'autre sens. Précisément, si Vf(a) # 0, il est colinéaire au vecteur unitaire
v tel que la dérivée D, f(a) soit maximale.

Proposition 18.16 (Expression du gradient dans une base orthonormée)

Soit # = (ey, . . ., ey) une base orthonormée de E. Avec les notations précédentes,
of
a_xl(a)
Mat»(Vf(a)) = :
af
a—(a)
Xn

Démonstration : On a vu que df(a) était donnée par le fait que pour touti € [[1; p]],

df (a).e; = j—i(a)

Cela signifie que

df(a).(x1e1 + - - - + xpep) = —(a)x;
1€1 ; o,
On en déduit que

of

8_x1(a)

Mats(V(@) =|
of
2%, (a)

Exemple : On considére la fonction f : (x,y) — x? + y%. On a alors

v ={ o |

La fait que Vf(a) soit colinéaire a a est conforme a I'intuition. Quand on avance dans le sens de q,
I’augmentation de f est maximale.

Exercice : On considére sur R} x R la fonction (x,y) — arctan(%). Déterminer Vf(a) et interpré-
ter.
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Correction

On calcule les dérivées partielle

7] 1

8_f(x’y):_2 yzz_zy 2

X x1+(3) xX“+y
et

8f( ) 1 1 x

—(x, = — =

oy 4 x1+ (4?2 x*+y?

On en déduit que Vf(x, y) est colinéaire a (—y, x) qui est le vecteur directement orthogonal
a(x,y).

1.6 Applications de classe ¢!

| Définition 18.17 |

Soit f une fonction définie sur un ouvert U a valeurs dans un espace vectoriel F. Elle est dite
de classe € si elle est différentiable et que la différentielle df : U — £ (E, F) est continue.
On note €1 (U, F) ’ensemble des fonctions de classe €' définies sur U et a valeurs dans F.

Proposition 18.18

Soit # = (ey,...,e,) unebasede Eet f : U — F.
La fonction f est de classe ¢! si et seulement si elle admet des dérivées partielles par

9 .U — F est continue.

rapport a la base % et que pour tout i € [[ 1; n]| la fonction 3~ :

Démonstration :

— On suppose qu’elle est de classe 4. Elle est donc différentiable et de ce fait les dérivées
partielles existent. De plus on suppose que df : a — df(a) est continue ce qui implique que

pourtouti € [[ 1; n]],g—f.

de df qui est continue par hypotheses et de ’application d’évaluation
6i: Z(EF) — F
¢ = p(e;)

qui est continue car linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie.

ta g—g: (a) = df (a).e; est aussi continue. En effet c’est la composée

— (Non exigible) Afin de simplifier les notations, on suppose que E = R" et que A est la
base canonique ce qui permet d’écrire f(xy, ..., x,) plutdt que f(xie;+- - - +xpe,). De plus, en

utilisant une base de F, on se raméne au cas des fonctions a valeurs dans R.

Pour finir, on traite le cas ou n = 2, le cas général est similaire mais avec des notations plus

lourdes.

On considére donc f : U — Rou U est un ouvert de R%. On suppose que pour touti € [[1; 2]]
la fonction 9;f : U — F est continue. Soit a = (aj,az) € U, on veut montrer que f est
différentiable en a. On pose V le voisinage de 0 défini par h € V si et seulementsia+h € U.

On sait que si f est différentiable alors pour h = (hy, hy) € V,
df((l)h = h181f(a) + hzazf(a)
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On pose donc @ : V — R définie par

®:h f(at+h) - f(a) — hoif(a) — hdsf (a)

On doit montrer que ®(h) = o(h). On remarque pour commencer que

fla+h) - f(a) =[f(a1+hi, a2+ h2) — f(ar + hy,a2)] + [f(a1 + by, a2) — f(ar,a2)]

En utilisant le théoréme des accroissements finis pour la fonction t — f(t, ay). Il existe ¢; (qui
dépend de h;) compris entre a; et a; + h; tel que f(a; + hy, az) — f(ay, az) = d1f(c1, az)hy.

De méme en utilisant le théoréme des accroissements finis pour la fonction t — f(a; + hy, t).
Il existe ¢, (qui dépend de h; et de hy) compris entre a, et a; + h; tel que f(a; + hy,az + hy) —
f(a1 + h], az) = azf(az + I’lz, Cz)hz.

On en déduit que

®(h) = h1(9:f (c1,a2) — 01f(a)) + h2 (021 (az + ha, c2) — 92f (a))

Quand h tend vers 0, ¢; tend vers a; donc (cy, az) tend vers a. De méme ¢, tend vers a, donc
(az + hy, c3) tend vers a. Comme 0 f et d»f sont continues,

li 17) s -0 = i o h,, -0 =0
h—}ff)l,o) 1f (c1,a2) f(a) h_}g}l’o) bf (az + ha, c2) »f (a)

Cela implique bien que ®(h) = o(h) et donc que f est différentiable.
O

Remarque : C’est surtout la partie < qui est interessante. Cela permet de montrer qu'une applica-
tion est différentiable uniquement avec les dérivées partielles alors que le résultat analogue sans la
continuité est faux.
Exemples :

1. Les fonctions polynomiales de E a valeurs dans R sont de classe %’..

2. Les applications linéaires sont de classe €.

si (x,y) # (0,0)

sinon.

Xy
3. Soit f: (x,y) { x? +y?
0

— En dehors de (0, 0) elle a des dérivées partielles continues :

8_f(x )_y(xz—yz) eta_f(x )_x(yz—xz)
ox YT (x2+1y?)2  ox Y= (x% +y?)2’

0
— En (0,0), pour étudier 8_f on regarde x — f(x,0) = 0. On en déduit que la dérivé
X

partielle existe et que

of
—(0,0) =0
8x( )

De méme,
0
—f(o, 0)=0
9y
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— Cependant f (et donc ses dérivées partielles) ne sont pas continues en (0, 0). On peut par
exemple regarder lirr(l) f(x,x). La fonction n’est pas différentiable.
X—

X2y
4. Soitf: (x,y) > P+t (x,y) # (0,0)
0 sinon.

— En dehors de (0, 0) elle a des dérivées partielles continues :

4

0
L) = st () -

2yx?

(x2 + y2)2 :

0
— En (0,0), pour étudier a—f on regarde x — f(x,0) = 0. On en déduit que la dérivé
X

partielle existe et que

af
—(0,0) =0
ax( )

De méme,
d
—f(o, 0)=0
Yy

— Les dérivées partielles sont continues aussi en 0. En effet, comme |x| < /x? + y? et que
lyl < \/x*+y? ona

4 (xz +y2)5/2

(x2 + y2)2

2xy
(x2 + y2)2 =

< 2yx? + 2.

On en déduit que f est de classe ¢’!. En particulier, elle est différentiable.

2 Opérations sur les applications différentiables et les appli-
cations de classe ¢!

2.1 Combinaison linéaire et fonctions multilinéaires

Proposition 18.19 (Combinaisons linéaires)

1. Soit f; et f; deux fonctions différentiables définie sur U et a valeurs dans Fena € U.
Soit (A1, A2) € R? la fonction g = A; f; + A3 f; est différentiable en a et

dg(a) = Midfi(a) + Adfa(a).

2. Une combinaison linéaire de deux fonctions différentiables sur U est différentiable
sur U.

3. Une combinaison linéaire de deux fonctions de classe €’! sur U est de classe € sur
U.

Démonstration :

1. Il suffit d’utiliser la définition. On sait que pour tout h € V,
fia+h) = fi(a) +dfi(a).h+ [[hller(h) et fo(a+h) = fi(a) +dfs(a).h + ||hllez(h)
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ou ¢ et & tendent vers 0 quand 2~ — 0. On a donc

g(a+h) =g(a) + (hdfi(a) + Adfa(a)).h+ |[h]| (Aie1(R) + Az¢2(h))

—0
h—0

On en déduit bien que g est différentiable en a et
dg(a) = hdfi(a) + A2dfz(a)

2. Sion suppose que f; et f, sont différentiables sur U, on peut appliquer ce qui précéde en tout
point a € U. On en déduit que g = Ay fi + A2 f> est différentiable sur U et que

dg = g = Ldfi + Ldf

3. D’apreés ce qui précéde, si f; et f, sont de classe 4! alors df; et df; sont continues et donc dg
aussi. Cela montre que g € (U, F).

O

Proposition 18.20

Soit fi : U — Fyet f; : U = F, et B: F{ X F, — G une application bilinéaire. On considére
g =B(fi, f2) : U — G définie par g : a — B(fi1(a), f2(a)).
1. Soit a € U. On suppose que f; et f, sont différentiables en a. L’application g alors
est différentiable en a et

dg(a) : h > B(dfi(a).h, fa(a)) + B(fi(a), dfz(a).h)

2. Si on suppose que f; et f, sont de classe 4! alors g est de classe €.

Démonstration :

1. On sait que pour tout h € V,
fila+h) = fi(a) + dfi(a).h + |[h|[er(h) et fo(a+h) = f(a) +dfa(a).h+||h]|e2(h)

ou & et & tendent vers 0 quand h — 0. On a alors

gla+h) = B(fila+h), f2(a+h))
B(fi(a) +dfi(a).h + ||h]|er(h), fa(a) + dfo(a).h + ||h]|e2(h))
g9(a) + B(dfi(a).h, fo(a)) + B(fi(a),dfz(a).h) + a(h)

ou
a(h) = B(fi(a)+dfi(a).h, ||hlle2(h))+B(||hl|e1(h), f2(a)+df2(a).h)+B(dfi(a).h, dfz(a).h)+B(||hlle1 (h), || Al

Comme h — B(dfi(a).h, f2(a)) + B(fi(a),df2(a).h) est linéaire, il reste a montrer que a(h) =
o(h).

Commencons par remarquer que, comme B est une application bilinéaire sur des espaces vec-
toriels de dimension finie, il existe C tel que

V(x,y) € Fi X By, |[B(x, y)|| < ClIx]l[lyl]
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ou on considére des normes sur Fi, F, et G.

On en déduit que B(fi(a) + dfi(a).h, ||h|lez(h)) = ||h||B(fi(a) + dfi(a).h,ez(h)) et B(fi(a) +
dfi(a).h, e:(h)) m 0 car

1B(f1(a) +dfi(a).h, e2(h)|| < Cllfi(a) +dfi(a).hl|l|e2(R)]|

Or ||e2(h)|| m 0 et ||fi(a) +dfi(a).h|| m ||fi(a)|| donc est bornée car dfi(a) est continue.

De méme B(||h||e1(h), f2(a)+dfz(a).h) est négligeable devant h ainsi que B(||h||e1 (h), ||Al|e2(h)).

Il reste a considérer B(dfi(a).h,df;(a).h). Les applications dfi (a) et df;(a) sont continues donc
elles sont bornées sur la boule unité (qui est compacte car E et est de dimension finie). On en
déduit que si on note M; et M, des majorants,

|IB(dfi(a).h, dfz(a).h)|| < Cl|h|[PMiM; = o(h).
Au final on a bien,

g(a+h) = g(a) + B(dfi(a).h, f2(a)) + B(fi(a),dfz(a).h) +o(h)

donc g est différentiable en a et
dg(a) : h = B(dfi(a).h, fa(a)) + B(fi(a), dfz(a).h)

2. On suppose que f; et f, sont de classe ¢’'. En appliquant ce qui précéde en tout point a € U
on voit que g est différentiable sur U. Il reste donc a montrer que dg est continue. La fonction
dg est définie de U dans .Z (E, G). On sait que .Z (E, G) est de dimension finie. Soit (hy, ..., hy,)
une base de E. On pose pouri € [[1; n]], 0; : U +— G la fonction définie par 6; : a — dg(a).h;.
On sait que pour montrer que dg est continue, il suffit de montrer que pour touti € [ 1; n]],
0; est continue (cela se prouve par exemple en écrivant les matrices de 6; et de dg). Or, pour
touti e [[1;n]],a dfi(a).h, a— f2(a),a— fi(a) et a— dfy(a).h; sont continues. Cela
montre bien que g est de classe %"

O

Exemples :

1. Si B est le produit scalaire (pour F; = F, euclidien), on a par exemple dans le cas ou f; = f5,
que si f est différentiable alors g = || f||? aussi et

dg(a) : h — 2(df(a).h|f(a)).

2. On peut prendre pour B le produit matriciel. On retrouve que la différentielle de A — A? en
Aest H— AH + HA.

Proposition 18.21 (Généralisation aux fonctions multilinéaires)

Si fi,..., f, sont des fonctions de U dans F; et si ® est une fonction p-linéaire définie de

P
[ Fi dans G. On pose g : U +— G définie par
i=1

g:a @(fi(a),...,f(a)

Si pour tout i € [[1; p ], les fonctions f; sont différentiables (resp. de classe €’!) alors g
aussi. De plus

p
Va € U,Yh € E,dg(a).h = Z ®(fi(a),. .., fir(a),dfi(a).h firr(a),. .., f,(a))

i=1
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2.2 Composition et regle de la chaine

Proposition 18.22 (Composition)

Soit f: Uy — Fetg:U, — G ou U, est un ouvert de F tel que f(U;) C U,. Soit a € Uj et
b = f(a). On suppose que f est différentiable en a et g différentiable en b alors g o f est
différentiable en a et

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o (df)(a).

Remarque :

Cette formule généralise la formule usuelle (g o f)’(a) = f'(a) X ¢'(f(a)) dans les cas des fonctions
dérivables de R dans R. Dans ce cadre, on a vu que pour tout a

df(a) : h— f'(a)h
De méme pour b = f(a),
dg(b) : h > g (b)h = g'(f(a))h

Le terme de droite de 1’égalité est donc
dg(f(a) o df (@) : k> dg(f(@)).(df (a).(h)) = dg(f(a)).(f"(@)h) = (¢ (f(@)) X f'(a))h

Démonstration : On écrit les développement limités a 'ordre 1 de f et g. On sait que pour tout
he Vi,

fla+h) = f(a) +df(a).h+||h]le:(h)
et pour tout k € V5,
g(b+h) =g(b) +dg(b).k + |[k||e2 (k).
On en déduit en posant k = df (a).h + ||h||e1(h) :
g(f(a+h)) g(f(a) +df(a).h +||hl|e1(h))
9(f(a)) +dg(b).(k) + ||k||e2 (k)
9(f(a)) +dg(b).(dfa.h) + dg(b).(l[hlle1 (h)) + |IKk|le2(k)

On a donc
g9(f(a+h)) = g(f(a)) + (dg(b) o df (a)).h+ S(h)
ou
p(h) = dg(b).(l[hller(h)) + [Ik|[e2 (k).
Maintenant, comme dg; est continue et que ¢;(h) tend vers 0 quand h tend vers 0 alors en utilisant
la linéarité de dgp, dgy(||h||e1(h)) = ||h||dg(]).(e1(h)) est négligeable devant h.

De méme, ||df (a).h+||h|le1(h)|| < (K+K')||h|| ou K est un majorant de df (a) sur la boule unité et
K’ un majorant de ¢, (h) au voisinage de 0 (qui existe car ¢; tend vers 0 pour h — 0). Comme de plus
h +— df(a).h+||h||e;(h) tend vers 0 pour h — 0,on abien que h — ||df(a).h+||h||e1(h)||e2(df (a).h+
||h|le1(h)) est négligeable devant h en 0.

Finalement,
g(f(a+h)) =g(f(a) +(dg(b) o df(a)).h+o(h)

ce qui signifie que g o f est différentiable en a et

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o (df)(a).
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— ATTENTION |

On peut retrouver grace a ce résultat, les énoncés sur la linéarité des combinaisons linéaires
et des « produits ». En effet si f, g sont deux fonctions de classe ¢ de U dans F, la fonction
® : U — F X F définie par

®:x = (f(x),9(x))

est encore de classe ¢ et sa différentielle est donnée par
Vx € U,Vh € E,d®,.h = (dfy.h,dgy.h)

Comme de plus (u,0) — Au + po est de classe ™! car linéaire, on obtient bien que x +—
Af(x) + pg(x) est de classe CCC!.
De méme, pour le « produit ».

Corollaire 18.23 (Regle de la chaine)

Soit (n,m, p) trois entiers non nuls, U un ouvert de R" et V un ouvert de R™. Soit f :
U—>R"etg:V — RP avec f(U) C V. On note (x3,...,x,) les coordonnées dans R” et
(u1,...,um) celles dans R™. Soit a € U et b = f(a). On suppose que f est différentiable en
aetgenb. Alors

vielsng 202 f)( )—Z%(b) 10

k=1

oupour toutk € [[1; m]], fy =uj o f.
De méme, en projetant sur la base de R?,

vielnnlvielnp) 28000 = ) ) 2o

axj

Démonstration : Il suffit d’écrire le résultat précédent avec mes matrices jacobiennes. En effet on
a en travaillant dans les bases canoniques,

Jgor (@) = Jg(b) X Jg(a).

C’est-a-dire
(g o fh (g o 891 991 aﬁ ofi
I I IN b) ... b ..
@ @ | [3® @) (5@ 5
: : = : X ' :
a(g © f)p a(g o f)p agp afm afm
g p A e ZPpy ... b .
™ (a) % (a) 2, (b) 2, 2% (v) ( ) ox, (a)
La formule voulue est celle du produit matriciel. ]

Remarque : Cette propriété s’appelle aussi « chain rule » d’apres sa dénomination anglo-saxonne.

Exemple : On utilise cette formule quand on veut faire des changements de variable. Par exemple
on veut déterminer les fonctions f : R — R telles que

38_f - Za—f =0. (E)
ox oy
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Pour cela on pose le changement de variables
u
v

X = 3u-—-v
y = v-—2u

x+y
2x + 3y

On peut I'inverser et obtenir

C’est-a-dire que 'on consideére ¢ : (u,v) — (3u — 0,0 — 2u) et on note alors x = ¢;(u,0) =3u —vet
y = ¢2(u,0) = v — 2u. On considére alors

F=fogp:(u0)m— f(e(uv)) =f(3u—-o,0-2u).

Des lors d’apres le corollaire ci-dessus,

f

oF of ox ) oy
bl = 3 X b 5 X 3
5 (100) = 50008 X S (0) + () X T (w0)

Ici on a remplacé ¢, et @, par x et y, ce qui fait apparaitre « la chaine » :

OF of ox of 9

u ox ou ady ou

Or

On en déduit que si f vérifie (E) alors

oF d 0
o

= 0.
ou ox ay

Cela implique que F ne dépend pas de u et donc qu’il existe une fonction 8 : R — R telle que
V(u,0) € R% F(u,0) = 0(v).
En utilisant alors que f = F o ¢! on obtient que f : (x,y) — 0(2x + 3y).
Réciproquement, on montre que si 6 est dérivable, alors toute fonction de la forme
f:(xy) — 6(2x +3y)

vérifie (E).

Exercice : Déterminer les fonctions définies sur R? \ R_ vérifiant

of  of _
ya—xa—y—o. (E)

On pourra utiliser un changement de variable polaire en posant

x pcosf
y = psinf
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Correction

On pose F(p,0) = f(x,y); c’est-a-dire que F = fogpou g : (p,0) — (pcosb, psinb).
Grace a la regle de la chaine, on peut calculer les dérivées partielles de F en fonction de

celles de f.

Z—p(p,@:%(ny)xj—;(p,eng(x,y)xj—i(p,e)=g<x,y>xcose+%(x,y)xsine
et
00 = Ly (p,9>+—f<xy>x Y (p,0) = —%(x,ywsine+f)l;<x,y>x/>cose

On remarque alors que si f vérifie (E),

%(p, 0) = —yZ—Jx((x, Y) +xZ—J;(x, y) =0

Cela signfie que F ne dépend que de p.
On en déduit qui existe une fonction g telle que F : (p, 0) — g(p).

Finalement f : (x,y) — g(v/x? + y?).

On pouvait aussi voir que la regle de la chaine nous donne :
Jr=Jr X Jp

cosf —psinf

La matrice J, = ( sin@ pcos®

) est inversible et

1_1 [ pcosf psin6
(o) _p(—sinQ cos@)

En utilisant que Jr = Jr X ( ](p)_1 on obtient alors que

f(x y) = cos 9—(p, 0) — %sm 0—(p, 0)

et

_f(x g) = sme_(p, 0) + - cose ~(p.6)

On en déduit que

of of a2 2 g\ 9F
yax(x,y) xay(x,y)— (sin” @ + cos Q)ae(p,e)

oF
On retrouve que si f vérifie (E) alors ﬁ( p,0)=0

Exemple : On peut aussi calculer le gradient dans d’autres systemes de parametres. En particulier
en polaire.

Précisément soit f une fonction définie sur un ouvert U de R? \ {(0,0)} a valeurs dans R. On lui
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associe la fonction

F:(p,0) — f(pcosb,psinb)
C’est-a-dire que F = f o ¢ ou

¢ : 10, +00[X[0,27] — R?
(p,0) — (pcosb,psinb)

On peut alors expliciter les relations entre les dérivées partielles de f (par rapport a x et y) et les
dérivées partielles de F (par rapport a p et 0).

En utilisant la régle de la chaine on a Jr = Jr X J; c’est a-dire :

ox ox
ﬁﬁzﬁf’_fcxﬁﬁzﬁg‘xcose—psme
dp 90 ox dy % 9y ax dy sind pcos®
dp 90

Ecrit autrement on a au point b et en notant a = ¢(b),

%(b) = cos 9%(61) + sin 93—];(61)

et

oF . . of of
ﬁ(b)_ psm@ax(a)+pcoseay(a)

On peut aussi écrire ces formules dans « 'autre sens » en inversant J. En effet det(J;) = p(cos? 6+
sin? §) = p > 0. Elle est donc inversible et on a alors Jr=Jr X (]¢)‘1. C’est-a-dire

(% 8_f) (3F ﬁ)xl(pcose psin@)

ox dy ap 0 p\ —sinf cost

On en déduit les formules

of oF 1 . dF

g(a) = cos 0%(19) — /—) sin Qﬁ(b)
“ of oF 1 oF

a—y(a) = sin Gg(b) + ; cos Gﬁ(b)

On peut donc exprimer le gradient de f en un point en fonction des coordonnées polaires. Si on note
(e1, e2) la base canonique de R?,

o (ayer + ‘;—J;(mez

Vi@ = =

F 1 F F 1 F
= |cos 93—p(b) - [—) sin 93—9(17)) e + (sin QZ—p(b) + /—) cos Qg—e(b)) e

oF 1 0F
= —(b)(cosbe; +sinfey) + ——(b)(—sin fe; + cos Oe,)
ap p 96

oF 10F
= g(b)u(Q) + ;g(b)v(e)

ou u(0) est le vecteur (cos fe; + sin fe,) et v(0) le vecteur directement orthogonal. C’est la « base
tournante » du repeére polaire.
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3 Dérivée le long d’un arc

3.1 Définition

Proposition 18.24

Soit y : I — E une fonction dérivable. Soit f : U — F une fonction. Soit #, € I, on
suppose que

i) La fonction y est dérivable en t.
ii) y(tp) € U et f différentiable en y(t)
Alors t — f(y(t)) est dérivable en t; et

(f o) (1) = df (y(t0)).y" (t0)

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoréme de composition. En effet comme y est dérivable
en ty alors elle est différentiable et

d)/(to): R — E
x > xy'(t)

De ce fait, f o y est différentiable en ¢, et

d(f o y)(to) = df (y(t)) o dy(to)

On a donc

d(foy)(t): R — E
x > df(y(t).(xy'(t)) = xdf (y(to).y (to)

Cela signifie que f o y est dérivable en ¢, et que

(f o) (to) = df (y(t)).¥'(to)-

Remarque : On peut aussi faire le calcul « a la main ». En effet on a

y(to +h) = y(to) + hy'(t0) + 0(h)

donc

(foy)(to+h) = f(y(t))+df(y(t0)).(hy'(to) + 0(h)) +o(h)

f(y(1) +h.df(y(10)).y (to) + 0(h)

Sion considére a € U etv € E et que 'on pose y : t — a+ tv. On retrouve la dérivée selon
un vecteur en effet

Duf(a) = (f 01)'(0) = df (@).0 |
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Proposition 18.25 (Expression en coordonnées)

Soit xy, . .., x, des fonctions définies au voisinage de ¢, et a valeurs dans R.

On pose a = (x1(ty), ..., x,(tp)) Soit f une fonction définie dans un voisinage de a dans
R". On suppose que les fonctions x; sont dérivables en t, et que f est différentiable en a.
Alors F : t — f(x1(t),...,x,(t)) est dérivable en t, et

F(ty) = df (@)- (5 (to).....xi(t0)) = D 2L @)ty

x.
i=1 0X;

3.2 Théoreme fondamental de I'analyse

Théoreme 18.26 (Théoreme fondamental de |'analyse)

Soit f : U — F une fonction de classe ©’!. Soit y : [0,1] — U une fonction de classe %"
On pose a = y(0) et b = y(1). Alors

£b) - f(a) = / af (r (1) (1)dt

Démonstration : Il suffit de poser g = foy : [0,1] — F. On sait que g est de classe ¢! et que

vt € [0,1],4'(t) = df (y(1).y (D).
On a donc

F£(b) — f(a) = g(1) — g(0) = / §(t)dt = / af (y (1) ()dt.

De maniére plus générale, on appelle 1-forme différentielle une fonction w : U — Z(E, F).
De ce fait, on peut définir la circulation d'une forme différentielle le long d’un arc y :
[0,1] — U par

/Y wi= / oy () ¢ ().

Ce que dit le théoréme ci-dessus, c’est que quand la forme différentielle est la différentielle
d’une fonction (on dit que w est une forme exacte) alors la circulation ne dépend pas de
I’arc en particulier mais juste de ses extrémités.

Proposition 18.27

Soit U un ouvert connexe par arcs. Une fonction f : U — F de classe ¢’'. Elle est constante
si et seulement si sa différentielle est nulle.

Démonstration :

433



— déja vu (et évident)

— On ne le démontre que si U est convexe (mais le résultat énoncé est juste) afin de pouvoir
simplement relier deux points de U par un arc non seulement continu mais de classe €. On
fixe un point xo € U. Maintenant pour tout a € U il existe un arc y de classe € tel que
y(0) = xp et y(1) = a. Dés lors, d’apres le théoréme fondamental de I’analyse,

1
f(a) = f(xo) = /0 df (y(1).y' (t)dt =0

On a bien que f est constante.

3.3 Vecteurs tangents a une partie

| Définition 18.28 |

Soit X une partie de E et x € X. Un vecteur v de E est tangent a X s’il existe un voisinage I
de 0 et un arcy défini sur I dérivable en 0 tel que y(0) = x et y’(0) = v.
On note T, X ’ensemble des vecteurs tangents a X en x.

Exemples :
1. Dans R? on considére la boule unité fermée X = B= {x € R* | ||x|| < 1}.

— Soit @ un point intérieur & B alors tout vecteur est un vecteur tangent. En effet on sait
qu’il existe & > 0 tel que B(a,§) C B. Dés lors pour tout vecteur v, on peut poser

y:t—a+to

défini sur | — ¢, ¢[ ou ¢||v|| < &. 1l est clair que y(0) = 0 et que y’(0) = o.
— Soit a un point de la sphere S = {x € R? | ||x|| = 1}. On veut montrer que les vecteurs
tangents a a a B (ou a S) sont les vecteurs orthogonaux a a.

Soit y : t +> y(t) un arc a valeurs dans B avec y(0) = a. On regarde ¢ : t > ||y(¢)||* =
(y(t)|y(t)). Elle est dérivable et

¢'(1) = 2(y(Dly' (1))

En particulier, comme 0 est un maximum de la fonction (car ¢(0) = 1) on a ¢’(0) = 0
donc y’(0) L y(0).

Réciproquement, montrons que tout vecteur v orthogonal a a est un vecteur tangent. On

pose 'arc
a+to a+tov
y:te— =
la+toll  /|a| |2 + £2|[o]|2
11 est bien & valeur dans B (ou dans S) car pour tout t € I, ||y(t)|| = 1 par construction.

En dérivant et en utilisant que ||a|| = 1, on obtient

_ (1+2o[[*)o — tl[o|[*(a + to)
(1+12][o]]?)3/2

Y (1)

En particulier y’'(0) = v. On en déduit que v est un vecteur tangent.
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2. Soit X un sous-espace affine de E. Il existe a € E et G un sous-espace vectoriel de E tel que
X =a+G={a+g, g € G}.Soit x € X, montrons que I, X = G.

— Soit y : I — X un arc tracé sur X. Par définition,

h) —
() = lim v( )h y(0)

Or, pour tout h € I\ {0}, %(y(h) —y(0)) € G. Comme G est fermé en tant qu’espace
vectoriel de dimension finie, y’(0) € G. On a montré que pour tout x € X, T, X C G.

— Réciproquement, soit x € X et g € G. On pose y : t — x +tg. On voit que y est a valeurs
dans G, que y(0) = x et que y’(0) = g. Cela montre que g € T, X

Exercice : On chercher les vecteurs tangents a &,,(R). On note o7,(R) 'ensemble des matrices
antisymétriques.

1. Soit s — y(s) un arc de classe ¢! a valeurs dans &, (R). Montrer que y~1(0)y’(0) est une
matrice antisymétrique. En déduire que les vecteurs tangents a &, (R) en M s’écrivent MA ou
A est antisymétrique.

2. Réciproquement, soit M € 0,(R) et A € o7,(R). Montrer que MA est un vecteur tangent a
0,(R) en M. On pourra considérer s — M exp(sA).

Correction

1. Soit s > y(s) un arc de classe €' a valeurs dans &, (R). Par hypothése, y(s)Ty(s) =
I,. On veut dériver cette relation.

On utilise que la dérivée de s > y(s)T est s — (y'(s))T car M — MT est linéaire.
On obtient donc

Y ()Ty(s) +y(s)Ty (s) =0

Cela peut aussi s’écrire

YOTY(5) = (s = = (rOTY ()

En particulier pour s = 0, on obtient que y(0)7y’(0) = y(0)~!y’(0) est antisymé-
trique.

Soit v est un vecteur tangent a 0, (R) en M alors, si y est un arc tracé dans &, (R)
tel que y(0) = M et y’(0) = v, la relation ci-dessus nous dit qu’il existe une matrice
A antisymétrique telle que M~'o = A et donc v = MA.

2. On remarque que si A € @,(R) alors pour s € R,
(exp(sA))T = exp(sAT) = exp(—sA) = exp(sA)™*

Donc y : s — Mexp(sA) est un arc tracé dans &,(R) (car un produit de deux
matrices orthogonales est orthogonal). Maintenant, y(0) = M ety’(s) = MA exp(sA)
et donc y’(0) = MA. Cela montre que MA est un vecteur tangent a ,(R) en M.
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| Définition 18.29 |

Soit f une fonction définie d’un ouvert U de R? et a valeurs dans R. On appelle surface repré-
sentative de f (ou graphe de f) la partie

Ir={(xy,2) | (x,y) eUetz=f(x,y)}

Proposition 18.30

Soit f une fonction définie d’un ouvert U de R? et 4 valeurs dans R. Soit a = (x, yo) € U.On
suppose que f est différentiable en a. L’ensemble des vecteurs tangents a I'r en (xo, yo, f(a))
sont les vecteurs (x, y, z) vérifiant z = df (a).(x, y)

Démonstration :

— Montrons que si (x,y, z) est un vecteur tangent a I’y alors z = df(a).(x, y). Soit v = (x, v, 2)
un vecteur tangent a I'r en (xo, yo, f(a))

On considere un arc paramétré y de I'r tel que y(0) = (xo,y0, f(a)) et y'(0) = (x,y,2). Il est
donc de la forme t +— y(t) = (x(t),y(t),z(t)) ot z(t) = f(x(t),y(t)).

En dérivant cette relation on obtient que
Z(t) = df (x(1), y(1)).(x" (1), y' (1))
En particulier, en 0, on obtient z = z/(0) = df (xo, yo).(x, y).
— Réciproquement, soit v = (x, y, z) vérifiant que z = df (a).(x, y). On pose
Yyt (xo +tx,yo + ty, f(xo +tx,yo + ty))

Par construction, y est a valeurs dans I'y et y(0) = (xo, Yo, f(a)). En dérivant y on obtient

Y (1) = (x,y,df (xo + tx, yo + ty).(x,y))
En particulier,
y'(0) = (x,y,df (a).(x, y)).
On en déduit que v = (x, y, z) est bien un vecteur tangent a I'y.
Remarque : Le plan affine passant par (xo, yo, f(a)) et de direction H = {(x,y,z) | z = df (a).(x,y)}
s’appelle le plan tangent a If.

Exemple : Si on considére I’application f : (x,y) :— /1 — (x2 + y2) définie sur {(x,y) € R? | x* +
y? < 1}. On sait que la surface représentative est 'ensemble des (x, y, z) € R3tels que z = /1 — x2 — 12
c’est donc la demi-sphere

Tr={(xy,2) eREx*+y* +2* = letz > 0}

Soit a = (xo, o) avec x5 +y5 = 1 et m = (xo, Yo, z9) le point de I'; correspondant. On calcule df. On
a

—Xo 8f —yO
t — s =
e ay(xo Yo)

d
%(myo)=— —_—
1—-x5 = Y5 NI
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On en déduit que
XoX
df(a) : (x,y) —ZL _ Yy

0 Z0
De ce fait, le plan tangent a la demi-sphére au point m a pour équation
XoX
z=-= -l — xox+Yoy+20z2=0
Z0 20

C’est-a-dire que le vecteur (xo, Yo, z9) est un vecteur normal au plan.

— Théoréme 18.31 |

Soit g une fonction de classe ¢! définie d'un ouvert U de E dans R.
On pose X = g }({0}) = {x € U, g(x) = 0}. Soit x € X, si dg(x) # 0, T,X = Ker(dg(x)).

Démonstration : Ce théoréme est admis.

Il est simple de montrer que T, X C Ker(dg(x)). Il suffit pour cela de considérer un vecteur v tangent
a X en x. Il existe un arc y de classe ¢’ a valeur dans X tel que y(0) = x et y’(0) = . Par construction
g o y est constante (égale a 0) et, par dérivation

0= (goy)(0) =dg(x).y(0) = dg(x).0
Cela montre que v € Ker(dg(x)).

La réciproque est plus compliquée. Le principe est d’utiliser le théoréme des fonctions implicites qui
permet, en utilisant que dg(x) # 0, de paramétrer 'espace X en déterminant une fonction ¢ telle
que, au voisinage de x,

(X1,..,xp) €X &= x1=0(x2,...,%p)

On peut alors conclure comme dans I’énoncé précédent. O

Remarques :

1. C’est une généralisation de I’énoncé précédent. En effet dans le cas de I’énoncé précédent, on
peut considérer Q = U X R et poser g : Q — R définie par g(x,y,z) = z — f(x,y). La surface
It est bien égale 4 X = g~'({0}). De plus pour tout a = (xo,y9) € U et z = f(a), le point
® = (X0, Yo, 2) € X et
of

of
d =—-—(a)dx - —(a)dy+dz # 0
gl0) =~ (@)dx = S (@dy + dz 2
On en déduit que 'espace tangent a X en w, T, X est égal a Ker(dg(w)). Ce sont les vecteurs
(x,y,2) de R3 tels que

_xZ_Jx((a) - yg—J;(a) +z2=0 & z=df(a).(x,y)

2. Celasignifie que lorsque I'on se déplace dans ’hyperplan défini par le noyau de la différentielle,
la valeur de g ne change pas pas trop; c’est donc I’hyperplan tangent a X.
Exemples :
1. Dans le cas ou E = R” (ou plus généralement quand E est un espace euclidien). On obtient
avec les notations du théoréme que pour tout & = (a3, ..., a,) € R",
aeT,X & «acKer(dg(x))
dg(x).a =0

—
— (gradg(x)la) =0
—

Z %(x)a,- =0

i=1 !

487



L’hyperplan tangent est défini comme ’ensemble des vecteurs orthogonaux au gradient de g
en x.
2. On considére une surface X C R® définie par une équation g, c’est-a-dire que 'on a une
fonction g : R* — R telle que pour tout a € R*>, a € X <= g(a) = 0. Le plan tangent a
X en a (dans le cas ol g est de classe €' au voisinage de a et que dg(a) # 0) est donné par
I’équation
T.X = {(x,y,2) € R?, :—i(a)x + g—Z(a)y + %(a)z =0}

Si on considére la sphére unité X qui est définie par I'équation g : (x,y,z) — x? +y? + 2% — 1.
Soit a = (x, Yo, z0) € X.La plan tangent a X en a est le plan d’équation 2xyx + 2yoy + 229z = 0.
C’est 'ensemble des vecteurs orthogonaux a grad g(a) = (2xo, 2y, 2z).

4 Fonctions de classe €

4.1 Définitions

| Définition 18.32|

Soit f : U — F une fonction et 8 = (e, ..., e,) une base de E. On dit que f admet des
dérivées partielles secondes lorsque les dérivées partielles premiéres admettent des dérivées

partielles. On note alors

7]
2f ° (f)
Viel[[1;n]?, = A8
8x,-8xj 8x,-
Dans le cas ou i = j on notera juste
*f
ox2’

2

Remarque : Pour alléger les notations on notera aussi d;9;f ou 9, ; f pour pr
Xi0Xj

Exemple : Soit f : (x,y) — (x +y?) sin(xy). On a

Z—Jxv(x, y) = sin(xy) + y(x + y*) cos(xy) et %(x, y) = 2y sin(xy) + x(x + y?) cos(xy).

On en déduit que f admet des dérivées partielles secondes :

9 9
a—j;(x, y) = y cos(xy)+y cos(xy)—y(x+y?) sin(xy) ; a—]; (x,y) = 2 sin(xy)+4xy cos(xy)—x*(x+y*) sin(xy)
X (]
et ) )
0 d
8x5y (x,y) = 8y§x (x,y) = xcos(xy) + (x + 3y2) cos(xy) — xy(x + yz) sin(xy).
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| Définition 18.33 |

Soit f : U — F une fonction et & = (e, . .., e,) une base de E. On peut comme précédemment
définir les dérivées successives partielles d’ordre r
ar—l
d —f
3rf 8xi2 te axir

Vr e N V(iy,....i,) €[[1:n]]", =
( 1 r) [[ ]] axilaxiz ce 3xi, 8xl-1

If

8x,-18xl~2 tee c’)xir '

Remarque : De méme on notera ;- -- d; f ou d;,; f pour

Définition 18.34 |

Soit k € N*. Une fonction f : U — F est dite de classe €%, si toutes les dérivées partielles
d’ordre k existent (il y en a n) et sont continues.

Proposition 18.35

Soit k > 2. Soit f une fonction de classe €. Par définition les dérivées partielles d’ordre
k — 1 existent, de plus elles sont de classe ¢! donc continues. De ce fait f est de classe
¢r1,

Théoreme 18.36 (Théoreme de Schwarz)

Soit f : U — F et B = (ey,...,e,) une base de E. On suppose que f est classe 4 alors

pour tout (i, j) € [ 1; n]J%,

9i;f = 9jif

Remarque : Il existe une version pour les dérivées d’ordre supérieur. Si on suppose que f est de
classe € alors I'ordre de dérivation des dérivées partielles d’ordre inférieur a k n’importe pas :

Vr e [[ 2; k ]] R V(il, cee ir) S [[ 1;n ]]r ,Vo € Gr, 8,-1,,-2,.“,in = aia(l),m,,-g(r)f

Démonstration : (Non exigible) Pour simplifier les notations on va faire la preuve pour une fonction
f définie sur un ouvert U de R% Soit (xo,y9) € U. Soit hy, hy suffisamment petit, on applique le
théoréme des accroissements finis a  : x — f(x,yo + hy) — f(x, yo). Il existe u compris entre 0 et
h, tels que

f(xo + hy, yo + hy) — f(x0, Yo + hy) — f(x0 + Ay, yo) + f (x0, Yo) a(xo + hy) — a(xo)

hea (xo + u)

En appliquant maintenant le théoréme des accroissements finis a f : y — 9y f(xo + 4, y), il existe v
compris entre 0 et hy tel que

f(x0+ hy, yo + hy) — f(x0, Yo + hy) — f(x0 + by, Yo) + f(x0, Yo) hy (B(yo + hy) — B(1o))
= hehyf (yo +0)

= hyhydyxf(x0 +u,yo +0)
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En procédant de méme en considérant d’abord o : y — f(x0 + hy, y) — f(x0,y) il existe o’ compris
entre 0 et h, tel que

f (xo+hs, yo+hy) — f (x0, Yo+hy) — f (xo+hu, Yo)+1 (x0, Yo) = hy (3yf (x0 + hx, yo + ") — 3y f (x0, yo +0”))

On considére alors 8 : x — d,f(x,yo +0’) et on en déduit qu’il existe u’ compris entre 0 et h, tel
que

f(xo + hx,yo + hy) = f(x0, yo + hy) — f(x0 + hx, yo) + f(x0,Yo) = hxhydxyf (xo + u,yo+0")
On en déduit que

Ayxf (X0 +u,yo+0) = dxyf(x0 +u,yo +0")

11 suffit alors de faire tendre (hy, hy) vers (0,0), on obtient que (u,v) et (u’,0’) tend vers (0,0). Par
continuité de 9, f et de d,, f on obtient le résultat voulu. m]

Matheux ( Hermann Amandus Schwarz : 1843 - 1921)

Hermann Amandus Schwarz est né le 25 janvier 1843 a Herm-
sdorf en Silésie et est mort le 30 novembre 1921 a Berlin. Eléve
de Karl Weierstrass, les notes de cours qu’il prit en 1861 contri-
buérent a propager les idées de Weierstrass en Italie et en
France. Il produit une étude détaillée du théoreme de I'appli-
cation conforme, énoncé quelques années auparavant par Rie-
mann, et montre son application a la transformation conforme
d’un carré en cercle. Ces recherches ’'aménent a formuler le prin-
cipe de symétrie qui porte son nom.

Exemple : Sans’hypothése 6% ce résultat n’est plus vrai. Voici un contre-exemple (du a H. Schwarz)

On pose
2 y 2 x ;
x“arctan - — y“ arctan y Stxy 0

f=(x,y)*—>{

0 sinon.

d
On veut calculer les dérivées partielles « croisées » en (0, 0). Pour cela on doit calculer a—f(O, y) et
X

)
Y x.0)
oy

Soit y # 0, on pose

x?arctan £ — y? arctan 2 six#0

d):XHf(x,y):{

0 sinon.
et on cherche a calculer ¢’(0).

Il suffit de faire un développement limité pour voir que
$(x) = —yx +o(x)

0 d
donc ¢ est dérivable en 0 et ¢’(0) = —y. On a donc a—f(O, y) = —y. De méme on trouve que a—f(x, 0) =
x Yy

f of

d
x. De plus —(0,0) = —(0,0) = 0. Finalement,
ox ay

s o
f(0,0)zli—lz /
oxay oyox

(0,0).
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4.2 Opérations algébriques sur les fonctions de classe €*

Proposition 18.37 (Opérations algébriques sur les fonctions de classe €*)

L’ensemble des fonctions de classe € *vérifie que
1. Il est stable par combinaisons linéaires
2. 1l est stable par composition

3. Si f et g sont des fonctions de classe €% et que B est une fonction bilinéaire alors

B(f, g) est de classe €*.

4. Si fi,..., fp sont des fonctions de classe & et que P est une fonction multilinéaire
alors ®(fj, ..., fp) est de classe €.

Exercice : Soit f une fonction de classe 6 sur U. Soit # = (ey, ..., e,) On appelle laplacien de f

et on note Af la fonction
Af: U - R

a - Zazf(a)

On passe en coordonnées polaires, on pose ¢ : (p,0) = (pcosf, psinf) et F = f o @, c’est-a-dire
F(p,0) = f(pcosb, psinb).

On veut montrer qu’alors

fe azf >f 82F+18F 1 0°F
F o2 ap® pap r?ab?
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Correction

On a déja comment exprimer les dérivées partielles de f (par rapport a x et y) par rapport
a celles de F (par rapport a p et 0).
On utilise la regle de la chaine on a Jr = Jr X Jy c’est a-dire :

ox ox
ﬁ%zia_fxgﬁzia_fxcos@—psine
op 90 ox Jy 9%y 9y ox Jy sinf pcosf
dp 90

On peut alors inverser J;. En effet det(J;) = p(cos? O +sin®0) = p > 0. Elle est donc
inversible et on a alors Jy = Jr X (Jy)~'. C’est-a-dire

(4405 %)l

ox dy % 20 —sinf) cos 0

On en déduit les formules

d oF 1 oF
—f(a) =cos0—(b) — —sin0—(b)
0x ap p a0

et
f(a) = sin 9—(b) + — cos 9—(b)

0 0
ou a = ¢(b). Ceci peut s’écrire 8_f o¢p =Gy et 8_f o¢ =G, ou
x Yy

oF 1 oF oF 1 oF
Gy:(p,0) > cos—(b) — —sinf0—(b) et G, : (p,0) — sinO@—(b) + — cos 6—(b)
ap p a0 ap p o0

On peut donc recommencer :

a oG 1 oG
—J; = cos 0—1(b) — —sin G—I(b)
ox P
?F 1 oF 1 O*F
= cos@ cos@— + — sm9— — —sinf
ap?  p? b p eJolele)
1 oF ?F 1 oF 1 &’F
——sinf —sin9—+co 0 — —cosf— — —sinf0—
p op d9op p 0 p 20?
#F 2cosOsin@dF 2cosOsinf *F sin?dF 1 _ , 0°F
= cos 0—2 — + — + —sin“ 00—
ap p 20 p apdd  p dp p? 00?
De méme, on trouve
*f ., F 2cosOsindF 2cosOsin 0*F cos?dF 1 , 0°F
— =sin“0— — — + + — + —cos“ 00—
ay? ap? p? 20 p opdd  p dp p? 20?
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Correction

On obtient bien
_f #f 0°F 19F 1 °F

Af = + =—+t———+=—.
f ox?  9y? 9p? pap p?ab?

5 Exemple d’équations aux dérivées partielles

5.1 Premier ordre

7}
% Commengcons par I’équation sur R? : a—f =0.
X

On cherche une fonction de classe 4! sur R% Pour tout y € R, 'application partielle x — f(x,y) est
constante car de dérivée nulle. On en déduit que pour tout y il existe ¢(y) tel que Vx € R, f(x,y) =
¢(y). De plus, ¢ est de classe ! car f 'est.

Réciproquement toutes les fonctions de la forme

f:lay) - ey

pour ¢ de classe ¢! vérifient I'équation.

% On pose maintenant
of of

ox ay ®

2
On peut remarquer (x,y) — > est une solution. Comme c’est une équation linéaire, on est ramené

a résoudre

J 5P @)
ox a9y

On va faire un changement de variables en posant x = u + av et y = u + o pour a # f.

On voit que
p: R* — R?
(w,0) = (xy)

px—ay y—x

e
De plus elle est de classe ™! car polynomiale. Maintenant si f est une fonction de classe ¢’ on pose
F = f o ¢. On sait alors que

est une bijection de R? dans lui méme (la bijection réciproque est (x, y) — (u,0) = (

oF of ox N of oy
ou oxou oy ou
2} 2}

of o

ox dy

et
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oF of ox N of ay
ov ox dv  dy dv

oF
On voit donc que 'on prend & = 1 et § = —5. Maintenant si f I’équation (H) alors F vérifie =" On
v

a donc qu’il existe une fonction ¢ de classe ¢! telle que

V(u,0) € R*F(u,0) = ¢(u) et donc Y(x,y) € R% f(x,y) = ¢ (Sx + y) .

6

Donc les solutions de E sont de la forme :

x* 5x +y
— =+ :
(x.y) = - w( S )

Réciproquement toutes les fonctions de cette forme vérifient I’équation (E).

5.2 Second ordre

% Equation des ondes :

On appelle équation des ondes en dimension 1 I’équation

2 2

x,t)

ﬁ s X, t) =0. (E)

c? ot?
C’est en particulier ’équation qui est vérifiée par une corde vibrante. Par exemple si on considere

une corde de longueur £. On note f(x, t) la hauteur du point de la corde a I’abscisse x et a 'instant
t. La grandeur c est homogene a une vitesse.

On pose le changement de variables u = x + ct etv = x — ct

On voit que
/R R —> R?
(x,t) = (u0)

u+ov u-— 0)
2 7 2
De plus elle est de classe ¢* car polynomiale. On pose encore F = f o ¢ et donc f = F o ¢.

est une bijection de R? dans lui méme. La bijection réciproque est ¢ : (u,0) — (x,y) = (

On utilise la regle de la chaine sur la relation f = F o {/ ce qui donne

o (x

oF oF
t) = — +—
1) = S (w0) + 5 (o)

ox

“ of oF oF
—(x,t) =c—(u,v) —c—(u,v
ot ) 8u( ) 80( )

On peut donc poser
oF oF
Gy : (u,0) » —(u,0) + —(u,0)
ou o

et
oF oF
Gy : (u,0) —» ¢c—(u,0) — c—(u,0)
ou ov
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On a donc
of

of
8x_Glo¢et§_Gzo¢

On peut donc appliquer la regle de la chaine qui affirme que

a—fzx,t‘) = i(a—f)(x,l‘)

ox? ox \ ox

oG 0 G
= D T wo
ou x ov ox

- aGl(u o)+ 22 (w,0)

oF OF oF OF
= —|—+—= +— —+—
ou\ou ov dv\ou ov

0°F 0*°F  0°F
—+2 +—
ou? oudv v

_OF
oudv  dvou

En utilisant le théoréme de Schwarz pour affirmer que

De méme,

af2 of
Twn = 2L
an u an
U s
8G
= c—z( )—c—(uv)
oF 8F 8 BF 8F
= c— c——-c—|-c—|c— —c—
80 8u av
ou? oudv ov?

2
=0.

On en déduit que si f est une solution alors F vérifie 4a p
Udv

oF
Il existe alors h de classe ¢! sur R telle que Pl h(v) puis F : (u,v) — H(v) + G(u) ou H est une
v

primitive de h.

Finalement,
f:(x,y) = H(x —ct) + G(x + ct).

Réciproquement les fonctions de ce type vérifient ’équation.
6 Optimisation
6.1 Point critique et extremum

On veut généraliser le théoréme qui dit que si un point intérieur est un extremum d’une fonction f
alors la dérivée de f y est nulle.
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| Définition 18.38 |

Soit f : U — R une application différentiable. Un point a est dit critique si df (a) = 0.#(gR)
(ce qui revient a V f(a) = 0 dans le cas ou E est euclidien).

Remarque : Pour montrer qu’un point est critique, il suffit de vérifier que toutes les dérivées par-
tielles sont nulles.

| Définition 18.39

Soit f : U — R une application. Un point a est un maximum local (resp. minimum local) s’il
existe un voisinage V de a tel que

Vx €V, f(x) < f(a) (resp.f(x) > f(a))

Si f est un maximum local ou un minimum local on dit que a est un extremum local.

Proposition 18.40

Soit f : U — R une application différentiable. Si un point a est un extremum local alors a
est un point critique.

— ATTENTION |

— Ce n’est pas une équivalence, par exemple le point a = (0,0) pour f : (x,y) —
x? —y2

— Cela n’est vrai que si U est un ouvert. Sinon, on peut avoir des problémes si on est
« au bord » de I'ensemble de définition - comme dans le cas des fonctions de R dans
R.

Démonstration : On suppose que a est un extremum local. Soit v un vecteur de E.

L’application 0 : t — f(a + tv) admet un extremum local en 0. On en déduit que 6’(0) = 0. Or
0'(0) = D,f(a) = df (a).0.

On en déduit que df (a) est I'application nulle et que a est critique. ]

Exemple : On cherche les extremums locaux sur U = R X R} de

f:(xy) > y(x*+ (Iny)?)

On calcule les dérivées partielles :

of

V(x,y) e U,— =
ox

0
2xy et a—f =x*+ (Iny)* +2Iny.
Yy

On en déduit que

I
o

I
o

2xy = 0 x =0
x?+ (Iny)?> +2Iny (Iny)(Iny + 2)

(x,y) critique {
Les deux points critiques sont (0, 1) et (0, e72).
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— Ona f(0,1) = 0 et pour tout (x,y) € U, f(x,y) > 0 = f(0,1). On en déduit que (0, 1) est un
minimum (local et global)
— On regarde la fonction au voisinage de (0, e"%). On étudie

0(x) = f(x,e7?) = e %(x* + 4)

On voit que 0'(0) = 0 et ”(0) > 0. On voit donc que (0, e"%) ne peut étre qu'un minimum. On
regarde maintenant

¥(y) = £(0,y) = yIn(y)?

1+1
On voit que ¥’ (y) = (Iny)?+2Iny et donc ¢’ (y) = 0. De plus /" (y) = 2 tn

y . En particulier,

" (e7?) < 0. De ce fait (0, %) ne peut pas étre un minimum.

En conclusion, (0, e72) n’est pas un extremum. Nous verrons plus

6.2 Matrice hessienne

Définition 18.41 (matrice hessienne)

Soit f : U — R une fonction de classe €*. Soit a € U, on appelle matrice Hessienne de f en a
(relativement a une base # = (e, ..., e,) de E) et on note Hg(a) € .#,(R) la matrice définie
par

V(i j) € [[1; n ]I, (He(@)[i, j] = 0;,f (%)
On a donc
d11f(a) -+ dinf(a)
Hp(x) = : :
an,lf(a) te an,nf(a)

Remarques :

1. D’aprés le théoréme de Schwarz, la matrice Hessienne est une matrice symétrique réelle.

2. La majorité du temps, la fonction f sera définie sur un ouvert de R". On calculera la matrice
hessienne relativement a la base canonique.

Matheux (Ludwig Otto Hesse : 1811 - 1874)

Ludwig Otto Hesse né le 22 avril 1811 a Konigsberg et mort le
4 aolt 1874 a Munich est un mathématicien prussien qui a tra-
vaillé sur les invariants algébriques. Il a donné son nom a la ma-
trice hessienne (c’est James Sylvester qui a décidé de nommer la
matrice ainsi).

Exemple : On considére la fonction f : R — R définie par f : (x,y) — (y — x)* + 6xy.
On calcule les dérivées partielles :
of
o

7]
V(x,y) € R% — = -3(y — x)* + 6y et 8_f =3(y —x)* + 6x
X Yy
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On peut alors calculer les dérivées secondes puis la matrice hessienne.

6(y—x)  —6(y—x+1)

V(x,y) € R® Hy(x) = —-6(y—x+1)  6(y—x)

Théoreme 18.42 (Formule de Taylor-Young a |'ordre 2)

Soit f : U — R une fonction de classe €. Soit a € U et h € E tel que a + h € U, on note
encore h € .#,1(R) la matrice des coordonnées de h. On a alors

fla+h)=f(a)+df(a).h+ %hTHf(a)h +o(||h]]%)

Remarques :

1. La majorité du temps la fonction f sera définie sur un ouvert U de R". Dans ce cas, les coor-
données de h et la matrice hessienne seront calculées relativement a la base canonique mais
on peut tout aussi bien travailler dans une autre base a condition de prendre la méme base
pour calculer les coordonnées de h et pour calculer la matrice hessienne.

2. Dans le cas d’une fonction définie sur un ouvert de R” on peut travailler en coordonnées pour
obtenir

fla +hy,... a0, +hy) = fay, ... a,,)+Zhaf(a)+ ZZhha,]f(a)+o(||h||)
i=1 j=1

Démonstration : (Non exigible) Pour alléger les notations on travaille avec une fonction f définie
sur un ouvert de R".

Soit h = (hy, ..., h,) € R* tel que a+h € U.D’apreés le théoréme fondamental de ’analyse, en posant
y:[0,1] —» R* définipary : t +— a+ th,

fla+h) - fa) = / df (a+ th).hdt = / Z d:f (a + th)hidt

Soiti € [[1; n]], on peut utiliser la formule de Taylor-Young a 'ordre 1 sur la fonction x +— 9;f
pour évaluer 9;f(a +th). On a

dif (a+th) = 9;(a) +d(dif)(a).th + ||th||ei(th) = 9;(a) + Z 9jif (a)thj + ||thl||e;(th)

Jj=1

ou ¢; est une fonction qui tend vers 0 en Og». On en déduit que

n 1 n
fla)+ Z/O hy (8,~(a) + > 9if (a)th; + ||th||£,~(th)) dt
i=1 j=1
fa) +df(a).h+ = ZZhhaﬂf(a)+ZZh||h||/ te;(th)dt

i=1 j=1 i=1 j=1

fla+h)

En utilisant la caractérisation séquentielle et le théoréme de convergence dominée, on obtient que
1

1
lim tei(th)dt = / 0dt =0
h—0 0 0

On a donc que

fx+h)=f(x)+df(x).h+ %hTHf(a)h +o(||h]I%)
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—{ Corollaire 18.43 }

Soit f : U — R une fonction de classe ™. Soit a € U. Si f admet un minimum local en a
alors a est un point critique et Hy(a) € .7, (R).

Remarque : On peut adapter cet énoncé au cas des maximums locaux. En effet si a est un maximum
local alors df (a) = 0 et —Hy(a) € ./;7(R).

Démonstration : On travaille avec une fonction définie sur R”. On suppose que a est un minimum
local. On sait déja que cela implique que df(a) = 0. On en déduit en utilisant la formule de Taylor-
Young a I'ordre 2 que

fla+h)=f(a)+ %hTHf(a)h +o(|[AlI*)

En particulier pour h € R" \ {0} et ¢ petit,
1
0> f(a+th)—f(a)= tZEhTHf(a)h + t%||h||e(th)

Cela montre que, pour ¢ petit,
1
5hTHf(a)h +||h]le(th) = 0

11 suffit alors da faire tendre t vers 0 pour obtenir que h"Hy(a)h > 0. |

Remarque : Cela n’est pas une équivalence. Il suffit de prendre f : (x,y) — x> pour voir que
a = (0,0) vérifie df(a) = 0, Hr(a) = 0 € ./, (R) et pourtant le point a = (0,0) n’est pas un
minimum.

—{ Corollaire 18.44 }

Soit f : U — R une fonction de classe €. Soit a € U. Si a est un point critique et
Hy(a) € .77 (R) alors a est un minimum local (strict) de la fonction.

Démonstration : 11 suffit la encore d’utiliser la formule de Taylor-Young. On considére h un vec-
teur unitaire de E. En reprenant les calculs précédents en supposant que Hr(a) € ., (R), pour ¢
petit,

fla+th) = f(a) +t* (hTHf(a)h +¢(th))

On sait que la fonction g : h +— t"Hy(a)h est continue. D’apres le théoréme des bornes atteintes, elle
atteint son minimum sur la boule unité qui est compacte. Comme Hy(a) € .7, (R), ce minimum
que 'on peut noter « est strictement positif. Comme la limite de ¢ en Og» est nulle, il existe § > 0 tel
que pour x € B(0,6), |e(x)| < 7. Cela montre que pour ¢t €] — 6, non nul, f(a + th) — f(a) > 0.
O
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Corollaire 18.45 (Cas des fonctions de deux variables)

Soit f : U — R une fonction de classe 4 ou U est un ouvert de R?. Soit @ € U un point
critique.

1. Sidet(Hg(a)) > 0, a est un extremum local. Si tr(H¢(a)) < 0 c’est un maximum et
sitr(Hr(a)) > 0 c’est un minimum.

2. Sidet(Hg(a)) < 0lafonction n’admet pas d’extremum local en a. C’est un point col.

3. Sidet(Hf(a)) = 0, c’est indéterminé

. . rs . .
Démonstration : Notons Hy(a) = ( S ) Pour un vecteur h = (x, y), on veut connaitre le signe

t
de

q(h) = hTHf(a)h = rx? + 2sxy + ty?

Rappelons que I'on a vu dans le chapitre sur les endomorphismes autoadjoints que la matrice Hy(a)
appartient & .#,7"(R) si et seulement si r > 0 et det(Hp(a)) = rt —s* > 0.

1. Sidet(Hf(a)) > 0, en particulier r et ¢ sont du méme signe (et ne sont pas nuls). Ils sont donc
du signe de tr(Hy(a)). On en déduit que si tr(Hg(a)) > 0 alors Hr(a) € ., (R) ce qui montre
que g est un minimum.

Sitr(Hy(a)) < 0 alors, de méme, —Hy(a) € .%,""(R) ce qui montre que a est un maximum.

2. Procédons par contraposée. Si a est un minimum Hy(a) € S;(R) et donc det(Hy(a)) > 0. De
méme si a est un maximum —H¢(a) € Sy (R) et donc det(~Hy(a)) = det(Hr(a)) > 0.

3. Dans le cas ot det(Hf(a)) = 0 on peut avoir un minimum par exemple si f : (x,y) > x?,
un maximum par exemple si f : (x,y) > —x*
exemple f : (x,y) — x°.

ou un point qui n’est pas un extremum par

Exercice : On pose f : (x,y) — (y — x)* + 6xy.
1. Déterminer les points critiques
2. Déterminer si ce sont des extremums.
3. Onpose K = {(x,y) € [-1,1]%, y > x}. Déterminer les extremas de f sur K.
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Correction

1. La fonction est différentiable. On calcule les dérivées partielles :

7] 7]
V(x,y) € R?, —f =-3(y-x)*+6y et —f =3(y — x)* + 6x.
ox ay

On en déduit que (x, y) est critique si et seulement si

=3(y — x)* + 6y

—3(y—-x)?+6y =
x+y = 0

3(y—x)2+6x = 0

Il
(e
=
S
=
oo
+
Do
=
Il
o

{
y = —x
Les points critiques sont donc a; = (0,0) et a; = (—%, %)
2. On étudie le point a;.
Ona

Y(x,y) € R, O f(x,y) = 6(y—x), dxyf(x,y) = dyxf(x,y) = —6(y—x)+6 et 3, f (x,y) = 6(y—x)
On en déduit que
0 6
Hy(ar) = ( 6 0 )

Comme det(Hf(a;)) = =36 < 0, a; n’est pas un extremum; c’est un point col.

On étudie alors a,. Cette fois

Hyp(az) = ((6) 2 )

On a det(Hy(az)) > 0. Le point a; est un extremum. De plus tr(Hg(az)) = 12 > 0,
c’est donc un minimum.

3. L’ensemble K est un compact. Comme f est continue, la fonction f admet un mini-
mum et un maximum global sur K. On a vu que a; € K est un minimum local. Il faut
maintenant regarder ce qui se passe sur le bord de K.

On se ramene a trois segments.

Onregarde 0; : t — f(t,1) = (1-t)3+6t sur [-1,1],0; : t > f(=1,t) = (t+1)°> -6t
sur [-1,1] et O3 : t — f(t,t) = 6t sur [—1,1]. En établissant les tableaux de
variations, on voit que le maximum est atteint en (1,1) et (-1, —1) ou la fonction
vaut 6. Le minimum est a, car les valeurs minimales sur les bords sont positives.
on voit que le maximum est atteint en (1,1) et (—1,—1) ou la fonction vaut 6. Le
minimum est a; car les valeurs minimales sur les bords sont positives.

6.3 Optimisation sous contrainte

Nous allons maintenant nous intéresser aux extremums d’une fonction f en nous limitant a un
sous-ensemble fermé.
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Théoréme 18.46 (Optimisation sous contrainte)

Soit f, g deux fonctions de classe 4! définies sur un ouvert U de E a valeurs dans R. On
note X = g~'({0}) ’'ensemble des zéros de g.

Six € X,dg(x) # 0 et sila restriction de f & X admet un extremum local en x alors df(x)
et dg(x) sont colinéaires.

En particulier, dans le cas ou E est euclidien, on obtient que Grad f(x) est colinéaire a
Grad g(x).

Démonstration : On sait avec nos hypothéses que T, X = Ker(dg(x)).

Soit u € T, X, il existe un arc y a valeurs dans X tel que y(0) = x et y’(0) = u. La fonction foy : ¢t —
f(y(t)) atteint un extremum en 0 donc sa dérivée est nulle. On a

0=(foy)(0)=df(x).y'(0) =df(x).u
On en déduit que u € Ker(df(x)).
On a montré que df(x) et dg(x) sont deux formes linéaires telles que Ker(dg(x)) c Ker(df(x)),
cela implique qu’il existe A € R telle que df (x) = Adg(x). ]

Exemple : Soit n > 3. On considére un polygone convexe a n sommets inscrit dans le cercle unité.
On veut maximiser son périmetre. On pose donc 0 = x; < x2 < ... < x, < 27 et on note pour
k e [[1; n]] les points Ay d’affixe e"** et on consideére le polygone de sommets Ay, ..., A,.

Pour k € [[1; n—1]], lalongueur du segment [A, Ay41] est |e™+ — e™*k|. En factorisant par I’angle
moitié on obtient que

i i . Xk+1 — Xk
|ek+1 — k| = 2sin (—

De méme pour k = n, la longueur du segment [A,, A;] est 2sin (2”+x+x")

27+x1

Posons pour simplifier pour k € [[1; n—1]], t; = &5=% et ¢, = =122 de sorte que le périmétre

du polygone est donné par
n
Fi(ty..ty) — ZZsin(tk)
k=1

On remarque de plus que

n n—1
1
te = — Z(xkﬂ — Xp) + 27T + x1 —xn) =7
2
k=1 k=1
On essaye donc de maximiser sur (R})" la fonction f sous la contrainte g(ty,...,%,) = O ou g :
n
(tr, . stn) P 2t — 7T
k=1
1
Soit t = (t1,...,t,) un eventuel maximum local, on calcule Vg(t) = | : | # 0 ainsi que Vf(t) =
1
cos(ty)
2 : . On en déduit que Vf(t) est colinéaire a Vg(¢) ce qui implique que
cos(ty)
cos(ty) = --- = cos(ty,)
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comme ty,...t, appartiennent a [0, 7] et que cos est injective sur [0, ] on obtient que nécessaire-

ment ¢; = --- = t, = 7 et par conséquence que pour toutk € [[ 15 n]], xx = 2’“7”

On a donc montré que s’il existe un maximum local de f sur (R})" sous la contrainte g(¢) = 0 alors

b= =ty=1.

Il reste a montrer I'existence de ce maximum. On considéere donc f sur (R;)". Dans ce cas

X =A{(t1,....tn) € [0,7]" | g(t1,...,t,) =0}

On voit donc que X est un compact ce qui montre que la fonction f qui est continue admet un
maximum global sur X.

De plus, on voit que le maximum (#,...,t,) appartient a t; # 0,...,t, # 0. En effet si on a, par
exemple, t; = 0 et t, > 0, en remplacant #; et t, par %2 et %2 on augmente strictement le péri-
metre.
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Dans ce chapitre nous allons revoir et compléter les notions d’algebre générale vues en premiere
année.

1 Groupes
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1.1 Généralités

Définition 19.1 (Groupe)

Une groupe est un couple formé d’un ensemble non vide et d’une loi de composition interne
telle que

— La loi est associative
— Il existe un élément neutre

— Tout élément du groupe est symétrisable

1 1. De maniére générale, on notera multiplicativement les groupes. La loi sera notée .
; ou *. L’élément neutre sera souvent noté e (ou 1). Pour tout g de G , son symétrique
| sera noté g1, il vérifie que gg~! = g~'g = e. On parle alors d’inverse de g.

2. Sile groupe est abélien, c’est-a-dire commutatif, on notera des fois + la loi. Dans ce
cas, I’élément neutre sera noté 0 et le symétrique de g sera noté —g. On parle alors
d’opposé.

Exemples :

1. (Z,4), (Q,+), (R, +) et (C, +) sont des groupes

2. (R*, X) est un groupe. De maniére générale pour tout anneau A, (A%, X) est un groupe ot A*
est lensemble des éléments inversibles.

3. Pour tout entier n, on note G, '’ensemble des bijections de {1,2,...,n} dans lui méme. Alors
(G, 0) est un groupe.
De maniére générale si X est un ensemble, 'ensemble des bijections de cet ensemble dans lui
méme est un groupe pour la composition.

4. Pour tout entier n > 1, GL,(K) est un groupe (non abélien si n > 2).

5. Pour tout entier n > 1, 0, (R) est un groupe.

Proposition-Définition 19.2 (Produit de groupes)

Soit Gy, ..., G, des groupes, le produit G = G; X - - XG,, est muni d’une structure de groupe
en posant

V((g1s---s9p)s (R hp)) € GE (G, s Gp) * (Buy ..o hyp) = (g1 % huy ...\ gp * hp)

L’élément neutre de G étant
ec = (e1,...,ep)
ou pour tout i € [[1;p]] e est 'élément neutre de G;. De méme, le symétrique de

(91,---,9p) est (gl_l, .. .,g;l).
On dit que G est le produit direct des groupes Gy, . .., G,.

Exemple : On en déduit que (Z?, +) est un groupe.
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1.2 Sous-groupe

| Définition 19.3 |

Soit (G, *) un groupe, une partie H de G est un sous-groupe s’il elle est stable par la loi * et si
(H, *) est un groupe.

Théoreme 19.4 (Caractérisation des sous-groupes)

Avec les notations précédentes, H est un sous-groupe de G si et seulement si
i) H n’est pas vide
ii) Pour tout g, ¢’ dans H, g(¢’)' € H

Démonstration :

— | = |Si H est un sous-groupe alors H n’est pas vide et si g, g’ alors g(g’ leH.
group p 9.9 A
— On suppose que H n’est pas vide.

Soit g € H, (qui existe car H # 0) la formule ii) affirme alors que e = gg~! € H.

De plus pour tout g € Honadoncg! =eg™! € H.

Finalement, pour tout ¢, ¢’ dans H, on applique ii) a g et (¢’)"! (ce dernier appartenant 3 H
d’apreés le point précédent) pour avoir que

99 =9((¢) ™)' eH

Donc H est un sous-groupe.

O

Exercice : Soit w € C. On pose H = {a+ wb € C | (a,b) € Z*}. Montrer que H est un sous-groupe
de (C,+).

Correction

On vérifie les axiomes.

— On voit que H n’est pas vide car 0 = 0 + 0w € H.

— Soitu =a+bw etv =a + b w deux éléments de H ou a, a’, b et b’ sont des entiers,
u-ov=(a-d)+ -V

appartienta Hcara—a’ € Zetb - b € Z.

Finalement, H est bien un sous-groupe de (C, +).

Proposition 19.5

Soit (G, *) un groupe. Si (H;)cr est une famille de sous-groupe de G alors () H; est un
sous-groupe. el
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Démonstration : Notons e ’élément neutre de G.

— Comme pour tout i € I, H; est un sous-groupe de G, e € H;. De ce fait, e € (| H; et donc

i€l
(N H; # 0.
i€l
— Soit g, ¢’ dans (") Hj, alors pour tout i € I, g € H; et ¢ € H; donc g(¢’)~! € H;. Cela implique

iel

que g(g')~' € ﬂIH
1€

On a bien montré que () H; est un sous-groupe de G. O
i€l

Proposition-Définition 19.6

Soit (G, %) un groupe et A une partie de G. Il existe un plus petit sous-groupe de G conte-
nant A. On I'appelle le sous-groupe engendré par A et se note < A >.

Démonstration : On considére 'ensemble X des sous-groupes de G contenant A. Ce n’est pas un
ensemble vide car G € X. On considere
H=(K

KeX
C’est bien un sous-groupe de G comme intersection de sous-groupes de G.
De plus comme pour tout K € X, A € K alors A C H.
Pour finir, tout sous-groupe K contenant A contient aussi H par construction.

On a bien montré que H était un sous-groupe contenant A et qu’il était le plus petit. O

— ATTENTION |

Cette construction est agréable d’un point de vue théorique. Cependant elle ne peut pas
étre utilisée pour déterminer réellement < A >.

Notation : Soit g € G, on notera < g > pour < {g} > le plus petit sous-groupe de G contenant
g.
Exemples :
1. Soit G un groupe < 0 >= {e}.
2. Soit Gun groupeetg € G, < g>={g" | neZ}.
En effet, si on pose H = {¢g" | n € Z}, on peut vérifier que H est un sous-groupe de G et que
g € H.
— H#0care=g’ € H
— Soit gP et g7 deux éléments de H, gf(¢7)™! = g7 € H.

De ce fait

Réciproquement :

— comme < g > est un sous-groupe, il contient ¢°.
— Il contient g, il contient donc (par récurrence) les g" pour n € N*.

— Il contient aussi g~! et donc (g~!)" pour n > 0.
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Au final et donc

En particulier pour G =Z et g = m, on a que < m >= mZ.

3. On considére G le groupe des bijections du plan dans lui méme (ou le groupe des isométries).

2
On pose r la rotation d’angle = et s la symétrie par rapport a (Ox). On peut aussi imaginer

cela comme des bijections de C dans C. Dans ce cas

2ir /5

r:zee zets:zm— z.

Le groupe H =< r, s > est formé de toutes les termes de la formes

roaghrpaaghe L pap By

ou les ¢; et f; appartiennent a Z.

On remarque alors que r° = e et s = edonc r™! = r* et 571

division euclidienne par 5,

= s. Soit @; € Z, on peut écrire la

a;i =5qi+u;ouu; €[[0;4]
Onar®% =r.
De ce fait, on peut supposer que les a; sont dans [[0; 4 ]].

On peut faire de méme en faisant la division euclidienne de f; par 2; on peut donc supposer
que tous les f; appartiennent a {0, 1}.

Maintenant, si on regarde sr¥, avec la représentation par les applications de C dans C on a
pour tout z € C
sorf(z) = s(rf(2)) = e?ikn/5z = e 2K7/57 = rF (5(2)).

k

C’est-a-dire que sr* = r~%s. On peut donc faire passer tous les r% a gauche. Par exemple

rstris®rt = st = rsr=r’r s = r%s

On en déduit finalement que H n’a que 10 éléments
H = {e,r,r* 1’ r' s sr,sr? sr, sr'}

Ces 10 éléments sont distincts. C’est de groupe diédral Ds des isométries qui préservent un
pentagone régulier.

Proposition 19.7 (Sous-groupes de (Z, +))

Les sous-groupes de (Z, +) sont les parties de la forme mZ.

Démonstration :
— Si H = {0} alors H = 0Z.
— Si H # {0} alors il existe n € H avec n # 0, comme |n| € H (sin € H alors —n € H) on en
déduit que H N N* n’est pas vide. Comme c’est une partie non vide de N, on pose

m = min(H N N*) € N*
Comme H est un groupe qui contient m, alors mZ =< m >C H.
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Réciproquement supposons par 'absurde que H ¢ mZ. il existe donc un élément n € H qui
ne soit pas un multiple de m. On fait alors la division euclidienne de n par m :

n=mg+roure[[l;m-1]

On en déduit que r = n — mq € mZ ce qui est absurde car 0 < r < m.

Finalement, on a bien H = mZ.

O

Exercice : Soit H un sous-groupe de (R, +). Montrer que H est dense dans R ou qu’il existe « € R
tel que H = oZ.

1.3

Morphismes de groupes

Si on considére deux groupes (G, T) et (G’, *). Quand on considére une application f de G dans G’
on voudra souvent que cette application conserve la structure. Précisément

| Définition 19.8 |

Soit (G, T) et (G, *) deux groupes. On appelle morphisme de groupe de (G, T) dans (G’, *)
toute application f de G dans G’ telle que

V(91.92) € G°, f(91Tg2) = f(g1) * f(g2)-

Remarque : Dans la plupart des cas, si les structures sur G et G’ sont évidentes, on omettra le terme
groupe pour parler simplement de morphisme de G dans G'.

Exemples :

1.
2.

S

7.

Soit G un groupe. L’application identité Idg de G dans lui-méme est un morphisme.

Soit G et G’ deux groupes dont les éléments neutres sont e et e’. L’application constante égale
a e’ est un morphisme.

C’est la seule application constante qui vérifie cela car nous verrons plus loin que si f est un
morphisme alors f(e) = ¢’

De (Z,+) dans lui méme, les applications n + a.n sont des morphismes.

L’application In est un morphisme de (R, X) dans (R, +) et inversement pour exp.
L’application 0 - e’ de (R, +) dans (%,X) ou % = {z € C | |z| = 1} est un morphisme.

On sait que toute permutation o € &,, peut s’écrire comme un produit de transpositions. Si &
s’écrit de deux maniéres comme un produit de transpositions

O=T10T30 0T elo=y10)20---0Yy

alors p et g ont la méme parité. On appelle alors la signature de la permutation o et on note
¢(o) pour (=1)1?) o1 I(o) est le nombre de transpositions dans une décomposition de o en
un produit de transpositions.

La signature ¢ : &, — {£1} est un morphisme de groupe
Le déterminant est un morphisme de groupe de (GL,(K), X) dans (K", X).

Terminologie :

1.

Un morphisme de groupe bijectif s’appelle un isomorphisme.
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2. Unmorphisme de groupe bijectif dont '’ensemble de départ et d’arrivé sont les mémes s’appelle
un automorphisme.

Proposition 19.9

Soit (G, T) et (G, *) deux groupes et f un morphisme de G dans G’. On note e et ¢’ les
éléments neutres respectifs.

1. Ona f(e) =¢.

2. Pour tout g de G, f(g7") = (f(9))~".
3. Pour tout g de G et tout n de Z, f(g") = (f(g))".

Démonstration :
1. Ona f(eTe) = f(e). Or f(eTe) = f(e) = f(e). En multipliant par (f(e))~! on obtient

(f(e) "= fle) = (f(e)™ = fe) x fe) &= ¢ = f(e).

2. Soitg € G, f(g7') * f(g) = f(g7'g) = f(e) = ¢ et pareil pour f(g) = f(g7") ="

On en déduit que f(g7!) = (f(g9))~.
3. Par récurrence on obtient la propriété pour n € N, il suffit ensuite d’utiliser le résultat précé-
dent pour obtenir la propriété pour n < 0.

O

Proposition 19.10

Soit (G, T) et (G’, *) deux groupes et f un morphisme de G dans G'.

1. Si H est un sous-groupe de G alors f(H) = {g’ € G’ | 3h € H,g' = f(h)} est un
sous-groupe de G'.

2. Si H’ est un sous-groupe de G’ alors f"'(H’) = {g € G| f(g9) € H'} est un sous-
groupe de G.

Démonstration :

1. — Commeee€H, e =f(e) € f(H)etdonc f(H) # 0.
— Soit g1, g, dans f(H). Il existe hy, hy dans H tels que f(hy) = g1 et f(h2) = go.

Onaalors gig,' = f(h1) * (f(h2))™" = f(h) = f(h;') = f(hyTh,'). Comme hyTh,' € H
(puisque H est un sous-groupe de G), 919, € f(H).

On a montré que f(H) est un sous-groupe de G’.
2. — Comme f(e) = ¢ € H'. Cela implique e € f~}(H’) et donc f~1(H’) + 0.
— Soit gy, g» dans f1f(H').
flg17g;") = f(g0) = f(g2") = f(g1) * f(g2)”!

Comme H’ est un sous-groupe et que f(g1) et f(g2) sont dans H’ alors f(g1Tg,") =
f(g1) * f(g2)" € H".

Cela montre que ¢;Tg," € f'(H).

On a montré que f~!(H) est un sous-groupe de G.
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Exemples :

1. Soit f : 0 > &' le morphisme de groupe de (R, +) dans (%, x). Soit Z C R qui est un sous-

groupe de R. Alors f(Z) est un sous-groupe de 7% .

2
De méme si H = {1, j, j2} qui est un sous-groupe de %, alors f~}(H’) = ?”Z qui est un
sous-groupe de (R, +).
2. Soit f : n > a.n de Z dans Z. Alors f(Z) est aZ.

| Définition 19.11|

Soit (G, T) et (G, %) deux groupes et f un morphisme de G dans G’.
1. On appelle noyau de f et on note Ker(f) le sous-groupe f~*({e’}).
2. On appelle image de f et on note Im(f) le sous-groupe f(G).

Exemples :

1. Soit E un espace euclidien. On a vu que O(E) était un groupe pour la multiplication. Mainte-
nant SO(E) est le noyau du déterminant de O(E) dans (R*, X). On en déduit que SO(E) est un

sous-groupe de O(E).

2. Le noyau de la signature ¢ : G, — {1} est un sous-groupe de G,. Il s’appelle le groupe

alterné 2A,,.

Pour n = 3, il y a six permutations :
— L’identité e
— Les transpositions 71 = (1,2), 7, = (1,3) et 73 = (2,3)
— Les 3-cycles y1 = (1,2,3), y2 = (1,3,2)
On a alors 245 = {e, y1, y2}-
3. Soit (G, *) un groupe et g € G. On peut considérer

pg: L — G
n - g

C’est un morphisme de groupe et
Im(py) =< g > .

Proposition 19.12

Avec les notations précédentes,
1. L’application f est injective si et seulement si Ker(f) = {e}.

2. L’application f est surjective si et seulement si Im(f) = G'.

Exemple : L’application f : 6 > €' est surjective mais pas injective. Son noyau est 27Z.

Proposition 19.13

Soit (G, T) et (G’, ) deux groupes et f un isomorphisme de G dans G’. L’application réci-
proque f~!: G’ — G est un morphisme de groupe.
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Démonstration : Soit (¢, g,) deux éléments de G’, on veut montrer que ' (¢;*g,) = f~1(g)) T (g5)-
Comme f est injective (car bijective), il suffit de montrer que

fH g =9)) = F(F (9DT(gh)-

Or
F(f9 % 93) = g1 * g

et

FEHGIT ) = F(FTHGD) * F(F(gy) = g1 * g

Exercice : 5;8;9p 59

2 Groupes monogenes

2.1 Groupe (Z/nZ,+)

Proposition-Définition 19.14

Soit 7 un entier non nul.

1. La relation m;#Z,m, <= n|m; — my de congruence modulo n est une relation
d’équivalence.

2. On note Z/nZ I'ensemble des classes d’équivalence de la relation %,

Exemple : Pourn = 5,ily a5 classes d’équivalence Cy = {0, 5, -5, 10, -10,...},C; = {1,6,—4,11,-9,...},
Cz = {2, 7, —3, 12, —8, .. .}, C3 et C4.

Notation : On notera par la suite Cp,, ou m la classe de I'entier m dans Z/nZ.

Proposition 19.15

Pour n > 1, Pensemble Z/nZ est en bijection avec [[0; n —1]].

Démonstration : Soit ¢ : [[0; n — 1]| — Z/nZ qui associe a un entier m sa classe modulo n.

— L’application ¢ est injective car pour (m,m’) € [ 0; n — 1] si on suppose que ¢(m) = ¢(m’)
alorsm = m’ [n] doncn|m—m’.

Cependant, comme 0 < m<n—-let0<m <n—-1lonadonc—(n—-1)<m-m <n-1let
doncm—m’ =0.

L’application est bien injective.
— Montrons que ¢ est surjective. Soit C une classe de Z/nZ. Soit m un élément de la classe. On
fait la division euclidienne de m par n,

m=nq+roure[[0;n—1]

En particulier m = r [n] et donc C est la classe de r, c’est-a-dire C = ¢(r).
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O

Remarque : Cela signifie que chaque classe C de Z/nZ aun et un seul représentantdans [[0; n — 1]] .
Notation : On note souvent Z/nZ = {0,1,...,n— 1}.
—{ Théoréeme 19.16 }

Soit n € N*. Soit C; et C; deux classes de Z/nZ et m; € Cy, my € Cy, la classe a laquelle
appartient m; + m; ne dépend pas du choix de m; et de ms.

Démonstration : Soit m; et m| deux représentants de C; et m;, et m;, deux représentants de C,. On
a donc my = m} [n] et my = m), [n]. On sait alors que

(my +my) = (m} +my) [n]

Cela montre que
my +my = m} +m,

Remarque : Cela signifie que I'on peut « ajouter » les classes.

Définition 19.17 |

On peut donc définir une loi de composition interne + sur Z/n’Z.

+: Z/nZxZ/nZ — Z/nZ
(C1, C2) = G+ G

ot Cy + C; est la classe de la somme d’un représentant de C; et d’un représentant de Cs.

Exemple : Dans Z/5Z onadonc2+2=4et44+3=7=2,

Proposition 19.18

Avec la loi définie ci-dessus, (Z/nZ, +) est un groupe abélien.

Démonstration : Montrons les axiomes des groupes

— La loi est associative. Soit trois classes de Z/nZ et mq, m,, ms des représentants,

(mi+my)+ms=mi+my+ms=(my+my) +mg=my + (my+m3) =m; + (my + m3)

— La loi est commutative. Soit deux classes de Z/nZ et my, m,, des représentants,

mi+my =my+my =my+my = my + my.

— La classe de 0 est un élément neutre car

Vme[[0;n—1],0+m=0+m=m=m+0
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— Toute classe a un opposé. En effet

Vme[[0;n—1],m+=m=0

Onadonc-m==—m=n—m

On a bien montré que (Z/nZ,+) était un groupe commutatif. ]

Exemple : Voici la table de (Z/4Z, +).

W N = O+
W N R OO
S W N M=
_O W NN
N = O W W

---4 Note (Groupe quotient - Hors programme) |- - - - - - - - - - - - - - - oo oo

La construction de Z/nZ est un cas particulier d'un groupe quotient.
De maniére plus générale, si H est un sous-groupe de G, on peut construire une relation
d’équivalence sur G par

1 V(9.9') € G°,9%ng < g(g)~" €H.

i Dans le cas de Z/nZ, H = nZ est un sous-groupe de (Z,+). On a bien défini

: mlﬁnmz — n|(m1 = mg) — my—my eEH

. On vérifie aisément que Zy est une relation d’équivalence.

' La question est alors de savoir sil’opération de G « passe au quotient » c’est-a-dire peut-on
. étendre la loi de G aux classes.

3 Cela revient a dire que si x;Zpx] et x,%Znx; alors a-t-on

x10Rux1xy, = xix2(x5) " (x)) T € H

Dans le cas ou G est un groupe quelconque cela n’est pas toujours vrai; par contre si G est
abélien (ce qui est le cas de (Z, +) cela fonctionne car

x1x(x5) T (x) T = xa (x)) T (x) T € H
car x1(x})”" € H et x2(x})~" € H par hypothéses.
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2.2 Générateurs, groupes monogenes et groupes cycliques

| Définition 19.19 |

Soit (G, *) un groupe et g € G. On dit que g est un générateur de G si < g >=G.
C’est-a-dire si pour tout h € G il existen € Z tel que h = g".

Remarque : Sila loi du groupe est notée additivement, g est un générateur si pour tout A, il existe
neZ h=ng.
Exemples :

1. Le groupe (Z, +) est engendré par 1 (ou par —1).

2. Le groupe (R, +) n’a pas de générateur. En effet pour tout x; € R, < xy >=xZ # R.

Proposition 19.20

Soit n > 1. Soit m € Z, m est un générateur de Z/nZ si et seulement sin Am =1

Exemples :

1. Dans Z/6Z, on voit que 5 est un générateur. En effet,

.
rs5 |

En fait, on voit que 5=—1.
2. Par contre, 3 n’est pas un générateur de Z/6Z car r3 =0 ou3.

Démonstration :

— Si m est un générateur, cela signifie qu’il existe r € Z tel que rm =1 = rm = 1.

Cela implique que rm — 1 est divisible par n. On en déduit qu’il existe un entier r’ tel que
rm+r'n=1

D’apres la relation de Bézout on obtient alors que m A n = 1.

— 11 suffit de remonter le calcul précédent pour trouver un entier r tel que rm = 1. Mainte-
nant pour toutk € [[0; n—1]],

krm = k.

On obtient bien que m engendre Z/nZ.

| Définition 19.21 |

Soit (G, *) un groupe.
1. S’il existe g tel que < g >= G, on dit que G est monogene.
2. Side plus G est fini, il est dit cyclique.

Exemples :

1. Le groupe (Z, +) est monogeéne
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2. Le groupe (Z/nZ,+) est cyclique car < 1 >=Z/nZ.
— Théoréme 19.22 |

Soit (G, *) un groupe monogene.
1. Si G est infini alors G est isomorphe a (Z, +)
2. Si G est fini alors G est isomorphe a (Z/nZ,+) ou n = |G|.

Démonstration : On suppose que G est monogene. Soit g un générateur de G, on considere le
morphisme

G
gn

—
-

Pg Z
n

Par définition, il est surjectif car G est monogéne.

Le noyau de ¢4 est donc un sous-groupe de (Z,+). Il y a donc deux possibilités :

— SiKerg, = {0} alors @, est injectif. C’est donc un isomorphisme de Z dans G.
— SiKerg, = nZ. Alors ¢, « se factorise » de la maniere suivante

Z b

B

Z/nZ

ou x : Z — Z/nZ est le morphisme de groupe qui envoie tout entier m sur m.

Nous devons montrer que pour toute classe C de Z/nZ, si on choisit un représentant m de la
classe alors ¢ 4(m) ne dépend que de la classe mais pas du choix du représentant.

En effet soit m et m’ deux entiers tels que m = m’ alors il existe g € Z tel que m = m’ + gn.

Donc
m’+qn

pg(m) = g" = g7 " =g" x (9" = g" xe=g" = py(m)
puisque, comme n € Ker(g,), g" = e.

On peut donc bien construire f : Z/nZ — G tel que f o 7 = ¢g.

Il est clair que f est aussi surjective car ¢4 I'était.

De plus c’est encore un morphisme de groupes car si on se donne deux classes représentées
par met m’,

fm+m) = f(m+m) = f(x(m+m)) = gg(m+m’) = pg(m) x pg(m’) = f(m) * f(m).
Pour finir, f est cette fois injective. Si on considere une classe représentée par m telle que
f(m) = e. On a donc ¢4(m) = e ce qui implique m € nZ = Kerg, et donc m = 0.

En conclusion f est bien un isomorphisme de Z/nZ dans G.

O

Exemple : On considére U, = {z € C | z" = 1} 'ensemble des racines n-iémes de 1 dans C. On a
déja vu que c’était un groupe pour la multiplication. Si on pose © = €¢%7/". On a bien U, =<  >.
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De fait
G

n

Vo: L —
n - o
se factorise par
f: ZInZ — G

n "

Cela permet de déterminer facilement les générateurs de U,. Pour tout m € Z/nZ on a que m
engendre Z/nZ si et seulement si f(m) = e*™7/" engendre U,. De ce fait, les générateurs de U,
sont les e?*™/" otk A n = 1.

Par exemple pour n = 6, Uy est isomorphe a Z/6Z.

Le groupe (Z/6Z,+) a deux générateurs, 1 et 5 = —1. On en déduit que Uy a deux générateurs,
W = e27/6 ot g5 = l0iT/6 _ p=2im/6

On peut ici vérifier « a la main » que w?, w?, 0* n’engendrent pas Us.

— Le complexe w? = ¢*7/6 = ¢%7/3 = j engendre {1, j, j?}.
— Le complexe »? = %7/¢ = ¢! = —1 engendre {1 — 1}.

— Le complexe o* = 87/¢ = ¢47/3 = j2 engendre {1, j, j?} car (j%)% = j* = j.

3 Ordre d’un élément

3.1 Définition

| Définition 19.23 |

Soit (G, *) un groupe et x un élément de G. On dit que x est d’ordre fini s’il existe un entier
n>1telquex"” =e.

Dans ce cas, on appelle ordre de x et on note ord(x) le plus petit entier strictement positif tel
que x" =e.

Remarque : On a donc que si x est d’ordre fini,
VneN, n=ord(x) & x"=eetVke[[1;n—-1],x" #e.
Exemples :

1. Dans Z/12Z, 'élément 3 est d’ordre 4 car 2.3 = 6,3.3 = 9 et 4.3 = 0.
2. Dans (C*, x), I’élément i est d’ordre 4. Par contre 2 n’est pas d’ordre fini.

Proposition 19.24

Soit (G, X) un groupe et x un élément d’ordre fini noté d
1. Soitn € Z,x"=e < d|n.

2. Le groupe < x > est de cardinal d. On a

<x>={e= xo,x,xz,...,xd_l}.

Démonstration :
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1. Le sens est immeédiat. Si d | n, alors en posant n = kd, on a

xn:(xd)k:ek:e

A l'inverse montrons par contraposée que si d ne divise pas n alors x" # e. En effet, on peut
écrire la division euclidienne de n par d,

n=qd+roure|[1;d-1]]
(onar > 0 car d ne divise pas n). On a alors
n:qu+r

x = (x)Ix" = ex" = x".

Maintenant, par définition de 'ordre, x" # e.
2. Onregarde < x >={x" |n e Z}.

— Pour tout entier n, par division euclidienne
n=qd+rourel[[0;d-1]]

onax" =x".0Onendéduitque < x >={x"|ne[[0;d-1]}

— De plus pour ny,ny dans [[0; d — 1])% x™ = x™ = ny = n, car
M =" = M (k™) e = MR e =y

Or, par symétrie, on peut supposer ny > nz etdoncny;—ny € [[0; d — 1] ce qui implique
que ny — ny = 0 par définition de 'ordre de x.

On abien < x >= {e = x%, x,x% ...,x%1}. De ce fait, | < x > | = d.

Remarque : On peut aussi reprendre I’application

ox: L — G

n — x"

Par définition de 'ordre de x, Kerg, = nZ ot n = ord(x). On en déduit que ¢, induit une application
de Z/nZ dans < x > qui est bijective.

Exercice : Soit G un groupe cyclique de cardinal n, montrer que pour tout diviseur d de n, il existe
un sous-groupe de G de cardinal d.

Correction

On suppose que G est cyclique. Notons g un générateur qui est d’ordre n. Soit d un diviseur
de n et k tel que kd = n. On pose h = g~.

L’élément h est d’ordre d puisque h¢ = (¢5)¢ = g*¥ = g" =eetquesii < d, ki <kd =n
dou bl = gkl # e.

On considére H =< h >, on a

H={e=h n1K, ... ¢

On en déduit que H est un sous-groupe de cardinal d de G.
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3.2 Théoreme de Lagrange

| Définition 19.25 |

Soit G un groupe fini, on appelle ordre de G son cardinal.

Remarque : En particulier, d’apres ce qui précéde on a que 'ordre de x est 'ordre de < x >.

— Théoréme 19.26 |

Soit (G, *) un groupe fini. Soit x € G, I'ordre de x divise 'ordre de G

Démonstration : Faisons la démonstration avec une « astuce » dans le cas abélien.

On pose a = H g.
geG

On considére 'application ® de G dans G définie par @ : g — xg. C’est une bijection car sa réciproque
estg— x‘lg.

On en déduit G ={g, g € G} ={®(h), h € G}

Cela nous donne

a= l—[g: ﬂcb(h) = l_[(xh) = /6] ]_[h:x'G'a

geG heG heG heG

On en déduit que x/°! = e. Cela signifie d’aprés la proposition précédente que ord(x) | |G|. O

—{ Corollaire 19.27 }

Soit (G, *) un groupe fini de cardinalnetg € G,g" =e

Exemple : Ce théoréme sert a déterminer tous les sous-groupes d'un groupes. Par exemple dans
G5 qui est de cardinal 6, tous les éléments sont d’ordre 1, 2, 3 ou 6.

Exercice : Soit n > 1. Soit G un sous-groupe fini de GL,(C). Montrer que toute matrice A € G est
diagonalisable.
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---+4 Note (Théoréme de Lagrange - Hors programme) f-------------—--—- -

Il existe une version plus générale du résultat précédent

— Théoréme 19.28 |

Soit (G, *) un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G. L’ordre de H divise 'ordre
de G.

Remarque : Le résultat précédent s’en déduit en considérant le sous-groupe < x >.
Démonstration : On considére la relation sur G,

V(x,y) € G x%yy < x 'yeH.

On montre aisément que c’est une relation d’équivalence.
On sait alors que les classes d’équivalences forment une partition de G. En particulier, il
n’y a qu'un nombre fini de classes d’équivalences. Notons Cy, ..., C, ces classes.
Soiti € [[1; p ]| et x; un élement de C;, on a pour y € G,
yeC — x; yeH
— EIhEH,xi_ly:h
<= dheHy=xh

On peut alors noter C; = x;H = {x;h | h € H}. Ce sont les « translations » de H.
Notons maintenant que |x;H| = |H|. En effet I’application

l//:H—>XiH
h — xh

est bijective. Elle est surjective par définition et de plus elle est injective car pour h; et h;
ona
Xihl = Xl'hz = h1 = hz

Pour conclure, comme les x;H, . .., x,H forment une partition de G,

p
Gl = > IxiH| = plH|
i=1

On a bien
|H|||GI.
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Exercice : Soit G de cardinal n et d un entier divisant n.
On a vu que si G était cyclique alors il existait un sous-groupe H d’ordre d.
Le but de I'exercice est de montrer que cela n’est plus vrai si G n’est plus cyclique.

On considére G = 2,4 le groupe alterné qui est le sous-groupe de &4 des permutations paires.
Ay ={0 € By, e(o) =1}

1. Quel est le cardinal de 24 ? Le montrer rigoureusement.

2. Faire la liste des éléments de 24 en les classant selon la forme de leur décomposition en cycles
a support disjoint.

3. Supposons par I'absurde qu’il existe un sous-groupe H d’ordre 6 dans 4.

(a) Montrer que pour tout g € 2y, g> € H.
On pourra séparer selon que g appartienne a H ou pas.

Dans le cas ou g ¢ H, on pourra considérer i, : x = gx de %l4 dans 2.
(b) En déduire que tous les 3-cycles appartiennent a H.

(c) Conclure

Correction

1. On sait que |&4| = 24. Vérifions que |2d4] = 12. Soit 7 = (1, 2) une transposition,
I’application
D: 64 — 64
o = TO0O0O

1 1

est une bijection car sa réciproque est o — 77" o ¢ (qui est aussi ¢ car 07" = 0).
De plus si on note K = &4 \ 2y = {0 € &4, e(0) = —1} (qui n’est pas un sous-
groupe), on voit que ® envoie les éléments de 2{4 dans K, cela implique que ®(24) C
K et donc

[2a] = |D(Ag)| < K]
Maintenant, ¢ envoie aussi K dans 2(4 donc, par le méme argument, |K| < |24.
Finalement |K| = |2l4], en utilisant finalement K [ | 2[4 = &4 on obtient

1
|20y] = §|64| =12

2. Les éléments de 2,4 sont les suivants :

— L’identité

— Il n’y a pas de transpositions car ce sont des permutations impaires.

— Les 3-cycles; il y en a 8 puisque pour tout élémentide [[ 1; 4] il y a deux trois
cycles qui n’ont pas i dans son support. Par exemple pour i = 1 il y a les trois
cycles (2,3,4) et (2,4,3).

— Les compositions de deux transpositions a support disjoint
(1,2)(3,4); (1,3)(2,4); (1,4)(2,3)
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Correction

3. (a) Soit g € H, il est évidement que g° € H.
Soit g € 4, on suppose que g ¢ H. On considére ¢, : x — gx de %4 dans
24. Comme g ¢ H, y,(H) C 244 \ H. Or |yy(H)| = |H| = |24 \ H| donc
Ebg (H) =Ry \ H.
On en déduit que les éléments de H sont envoyés sur ceux de 24 \ H et que réci-
proquement ceux de 24 \ H sont envoyés sur des éléments de H. En particulier

9° = Yy(Yy(e)) € H.

(b) Soit o un 3-cycle, il est d’ordre 3 donc
o =o' = (c%)>*

Cela montre que tous les 3-cycles appartiennent a H.
(c) Il'y a 8 permutations qui sont des 3-cycles et |H| = 6. C’est absurde.

4 Anneaux

4.1 Définitions

| Définition 19.29 |

Soit A un ensemble muni de deux lois de compositions internes notée + et X. On dit que
(A, +, X) est un anneau si

1. (A, +) est un groupe commutatif (d’ou la notation +)
2. la loi X est associative

3. il existe un élément neutre pour X

4. la loi X est distributive par rapport a +

Si la loi X est aussi commutative, on dit que A est un anneau commutatif.

Remarques :

1. Cette définition correspondent aux regles de calculs classiques dans Z, Q, R.

2. L’ensemble (A, X) n’est pas forcement un groupe car des éléments peuvent pas avoir de symé-
trique.

3. On peut voir que A = {0} est un anneau que l'on appelle 'anneau nul. Ce n’est pas le plus
intéressant et on essaye souvent d’exclure ce cas.

Notations :

1. On note 0 ou 04 I’élément neutre pour +.
2. On note 1 ou 14 I’élément neutre pour X.
3. On abrége x X y en xy.
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| Définition 19.30 |

Soit (A, +, X) un anneau. Un élément x de A est dit inversible s’il est inversible pour la multi-
plication. C’est-a-dire s’il existe y dans A tel que xy = yx = 1.
Dans ce cas y est unique et on le note y™. On dit aussi que x est une unité

Remarques :
1. La notion d’inversible référe a la loi X et pas la loi +. Tous les éléments sont « inversibles » par
+.

2. A priori, il y a des éléments qui ne sont pas inversibles dans un anneau.
/

1 1 1
3. On ne note pas — 'inverse pour éviter d’écrire par la suite 7 qui pourrait étre y’ X — ou — Xy’
X y
qui sont a priori différents.
4. On note la plupart du temps A* 'ensemble des éléments inversibles d’un anneau.

5. Quand un élément x est inversible, on étend les notations x" au cas ou n est négatif.

Proposition 19.31

Soit (A, +, X) un anneau. L’ensemble des éléments inversibles forme un groupe multiplica-
tif noté (A%, X).

Démonstration : On ne peut pas nécessairement voir A comme un sous-groupe d’'un groupe
particulier. Il faut revenir a la définition.

— Laloi X est une loi interne a A* car si x, y appartiennent a A* alors

xyy_lx_1 =xx =14
Cela montre que xy € A* (et que (xy)~! = y~1x71).
— Laloi X est associative (par définition d’un anneau)
— Ily a un élément neutre 14 pour X dans A donc a fortiori dans A*.
— Pour tout élément x € A%, il existe, par définition, un élément y = x~1 € A* tel que Xy =yx =
14.

Exemples :

1. Dans Z, 1 et —1 sont les seuls inversibles. On a donc Z* = {+1}.
2. Les éléments inversibles de R sont tous les réels non nuls.
3. Les éléments inversibles de R® sont les fonctions qui ne s’annulent pas.

— ATTENTION |

Dans les anneaux R et C on a ’habitude de noter R* =R\ {0} et C* = C \ {0}.
Dans ces anneaux (qui sont des corps - voir plus loin), on a R* = R* et C* = C*.
Ce n’est pas le cas en général. Par exemple Z* = {1} # Z \ {0}.
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Définition 19.32 (Sous-anneau)

Soit (A, +, X) un anneau. On appelle, sous-anneau de A tout sous groupe de (A, +) contenant
1 et qui est stable par multiplication.

Exemples :

1. On voit Z est un sous-anneau de R.
2. {0} n’est pas un sous-anneau de R car il ne contient par 1.

Exercice : Montrer que Z[V5] = {a+ bV5 | (a,b) € Z*} est un sous-anneau de R.
L’élément 1 + /5 est-il inversible ? Et 2 + V5 ?

Correction

— On vérifie aisément que Z[V/5] est un sous-groupe de (R,+) car il est non vide et
que siu = a + b5 et v = a’ + b’\/5 appartiennent a Z[/5] alors

u—v=(a+bV5)— (@ +b'V5)=(a—a) +(b-b)V5 € Z[V5]

— On vérifie aussique 1 = 1 + 0v5 € Z[V5]
— Pour finir, si u = a + bV5 et v = @’ + b’\/5 appartiennent a Z[V/5] alors

uxo=(a+bV5)x (a +bV5)=(ad +5bb') + (ab’ + a’b)V5 € Z[V5]

Cherchons un inverse u = a+ b5 a 1+ /5. On doit donc avoir, en utilisant ce qui précede

b+a 0 a = —-b

{a+5b 1 {4b: 1
[

Ce systéme n’a pas de solutions (dans Z) donc 1 + V/5 n’est pas inversible dans Z[V/5].
Cherchons un inverse u = a+ b5 a 2+ /5. On doit donc avoir, en utilisant ce qui précede

b =1

2a+5b = 1
a = -2b

a+2b = 0 {

On en déduit que —2 + /5 est 'inverse de 2 + /5.
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Proposition 19.33

p
Soit Ay, ..., A, des anneaux. Le produit A = [T A; est muni d’une structure d’anneau par
i=1
les opérations
+ : AXA - A
((xlﬁ""xp)’ (yls'--syp)) > (X1+y1,,xp+yp)
et
X : AXA - A
(X1, %p), (Y1, -, Yp)) = (X1Y1, - XpYp)
Onaalors 04 = (0,...,0) et 14 = (1,...,1).

Exercice : Montrer que A* = Hle <

Correction

— Soitu = (x1,...,xp) € Aleto=(yy,..., Yp) son inverse. Par définition,

uXo=(x1y,...,xpYp) = (1,...,1) =14

Cela implique que pour tout i € [[1; p]l, x;jy; = 1 et donc que x; € AY. Donc
p X
u € [l A7
— Réciproquement, soit u = (x1,...,%,) € Hle AX. Pourtouti € [[1;p]],x; € Al et
donc il existe y; € A; tel que x;y; = 1 (dans A;).

On pose v = (yy,...,yp) et
uo = (X191, ..., XpYp) = (1,...,1) = 14

Donc u est inversible.

— ATTENTION |

Ne pas confondre la notion d’idéal et la notion de sous-anneaux.

4.2 Morphisme d’anneaux

| Définition 19.34 |

Soit (A, +,X) et (B, ®, ®) deux anneaux. Une application f de A dans B est un morphisme
d’anneau si

i) Y(x,x") € A%, f(a+d) = f(a) ® f(a)
ii) V(x,x’) € A%, f(ax a) = f(a) ® f(a)
iii) f(14) = 13.

525



Remarque : D’apres 'hypothéses i) on a
f(04) = f(04+04) = f(04) & f(04)

ce qui implique que f(04) = 04.

Par contre,

F(1a) = f(1ax 1) = f(14) ® f(14)

mais cela n’implique pas que f(14) = 1p sauf si on sait que f(14) est inversible. On doit en effet
ajouter la condition iii)

Exemple : Pour x; € R, 'application

O,

0 °

R[X] - R
p = P(Xo)

est un morphisme d’anneau.

Proposition-Définition 19.35

Soit f un morphisme d’anneau de (A, +, X) dans (B, ®, ®)
1. On appelle image de f et on note Imf I’ensemble f(A). C’est un sous-anneau.

2. On appelle noyau de f et on note Ker f I'ensemble f~1({05}) = {x € A| f(x) = 05}.
C’est un idéal (bilateére).

Démonstration :
1. On veut montrer que f(A) est un sous-anneau.

— On sait que f(A) est un sous-groupe car un morphisme d’anneau induit un morphisme
de groupe si on « oublie » la multiplication.

— Montrons que f(A) est stable par ®. Soit (y,y’) € f(A)? il existe (x,x’) € A? tels que
f(x)=yet f(x') =y’ On a alors

fxxx)=fx)®f(x)=yay.

Doncy®y’ € f(A).
— Montrons que 15 € f(A).Ona 1p = f(14) € f(A).

2. Comme pour Imf, Kerf est un sous-groupe car c’est le noyau du morphisme de groupe f :
(A,+) — (B,®). De plus pour x € A ety € Kerf,

flxxy)=f(x)® f(y) = f(x) ®0p = 0p

et

flyxx) = f(y) ® f(x) =05 ® f(x) = 0p.

On a bien x X y € Kerf et y X x € Kerf.

Remarque : Le noyau n’est pas un sous-anneau car 14 ¢ Kerf.

Exemple : Si on reprend 'exemple précédent, on a Kerd,, = {P € R[X] | P(xp) = 0} qui est un
idéal de R[X]. C’est (X — x¢)R[X]. On a ImJy, = R qui est un sous-anneau de R.
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| Définition 19.36

Soit f un morphisme d’anneau de (A, +, X) dans (B, ®, ®). Si f est bijective, on dit que f est
un isomorphisme d’anneaux.

Proposition 19.37

La réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est encore un isomorphisme d’anneaux.

Démonstration : Exercice.

4.3 Anneaux intégres et corps

’ Définition 19.38 ‘

Un anneau (non nul) A est dit intégre si
i) Il est commutatif

ii) Pour toutx ety dans A, x Xy=0=x=0ouy =0.

Exemple : L’anneau K[X] est intégre.

Définition 19.39 |

Un ensemble (K, +, X) est un corps si c’est un anneau commutatif dont tous les éléments non
nuls sont inversibles.

Exemples :

1. Les ensembles Q, R, C sont des corps.

2. L’ensemble Z n’est pas un corps.

Remarque : Un corps est integre.

Définition 19.40 |

Soit K un corps et L un sous-anneau de K. On dit que L est un sous-corps de K ou que K est
un sur corps de L.

Exemple : Q,Ret C.

5 L’anneau (Z/nZ,+, X)

5.1 Définition

On va montrer que la multiplication de Z « passe aussi au quotient » c’est-a-dire qu’elle engendre
une multiplication sur Z/nZ et que cela en fait un anneau.
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— Théoréme 19.41 |

Soit n € N*. Soit C; et C, deux classes de Z/nZ et m; € C1, my € C,.
La classe a laquelle appartient m; X m; ne dépend pas du choix de m; et de m;.

Démonstration : Soit m; et m| deux représentants de C; et m; et m, deux représentants de C,.
On a donc m; = m}[n] et my = m,, [n]. On en déduit que

(my X mg) = (my X mjy) [n].

’

En effet, si on pose m]

=my+knetm,=my;+knona

mq X m'z = (m1 + kln) X (mz + kzn) =m Xmy+ n(k1m2 + k2m1 + nklkZ)-

Remarque : Cela signifie que 'on peut « mutliplier » les classes.

Définition 19.42 |

On peut donc définir une loi de composition interne X sur Z/nZ.

X: Z/nZXZ/nZ — Z/nZ
(C1,Cy) B G XC

ott C; X Cy est la classe du produit d’un représentant de C; et d'un représentant de Cs.

Exemple : Voici les tables de mutliplication de Z/4Z et Z/5Z

<0 123 o0 000
0100070 11012 3 4
Z/4Z: |1]0 1 2 3 Z/5Z :
210 2 41 3
210 2 0 2
3lo 3 2 1 31031 4 2
400 4 3 21

— Théoréme 19.43 |

Avec les opérations ci-dessus (Z/nZ,+, X) est un anneau commutatif.

Démonstration : Il faut vérifier tous les axiomes des anneaux.
1. (Z/nZ,+) est un groupe commutatif : déja fait
2. Laloi X est associative : cela se montre comme pour ’associativité de + en remontant au cas
de X dans Z. Précisément, soit Cy, C, et Cs trois classes de Z/nZ. On considére my, m, et ms
dans Z tel que C; = m;. On a alors

(M1 X T3) XT3 = my X my X 73

= (m1 Xmg) X ms

= m1X(m2>(m3)
= m; Xmy X ms

= my X (mz X m3)
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3. La loi X est commutative : cela se montre comme pour la commutativité de + en remontant
au cas de X dans Z.

4. Laloi X est distributive par rapport a + : cela se montre encore en remontant au cas de Z.

5. 1l existe un élément neutre pour X : c’est 1 la classe de 1.

En effet pour tout m € Z,

1xm=1xm=m

Proposition 19.44

Soit n > 1. Soit m € Z, la classe de m est inversible dans Z/nZ si et seulement si n et
premier avec m.

Remarque : On dit alors que m est inversible modulo n.
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Démonstration : On proceéde par équivalence

JkeZkxm=1
dkeZ kxm=1
A(k,d) € Z>,km=1+dn

m A n =1 d’apres la formule de Bézout.

m inversible dans Z/nZ

1111

O

Exemple : En reprenant les tables ci-dessus, on voit que 3 est inversible modulo 5 car 3 X 2 = 1[5]
mais 2 n’est pas inversible modulo 4.

— Corollaire 19.45 |

Soit n > 1. L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est un nombre premier.

Remarque : Pour n = 1, on a Z/1Z qui est 'anneau nul. Ce n’est pas un corps par définition.

Démonstration :

— : Par contraposée, on montrer que si n n’est pas premier alors Z/nZ n’est pas un corps.
Pour cela on montre que Z/nZ n’est pas un anneau intégre. En effet, si n n’est pas premier, on
considere d un diviseur de n différent de 1 et de n. On pose d’ = 7. Alors

dd=n=0
mais?iOetEiO.

Cela montre aussi que d n'est pas un élément inversible dans Z/nZ. En effet, s’il 'était et si k
était I'inverse de d on aurait

d=dx1=dxdxk=0
ce qui est absurde.

— : On suppose que n est un nombre premier. Soit x € Z/nZ \ {0}. Il a un représentant
m € [[1; n— 1]]. Maintenant, comme n est premier, m A n = 1 et donc x est inversible.

O

— ATTENTION |

Ce résultat est important. Les corps F, = Z/pZ ol p est premier sont des objets importants
en mathématiques. Ce sont des corps, on peut donc travailler avec comme dans Q, R ou C.
En particulier F; est le corps naturel pour le calcul en binaire.

La plupart des résultats vus cette année sur les corps se généralisent a F,. Cependant, ils

restent un peu spéciaux caronal+1+---+1=0.
R —

p fois
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Exercice : Résoudre x? —3x +4 = 0 dans Z/11Z. Résoudre x* + 5x + 11 = 0 dans Z/13Z. On utilisera
une mise sous-forme canonique.

Correction

Pour la premiére on réalise une mise sous forme canonique.
Dans R (ou C), on sait que

a\2 i
x2+ax+b:(x+—) +b—- —
2 4

On veut réaliser la méme chose dans Z/11Z. 1 faut faire attention a qui est alors % C’est
I'inverse de 2 c’est-a-dire 6 car 6 X 2 = 1 dans Z/11Z.
On peut donc écrire, dans Z/11Z,

(x—6x%x3)2=x>-2x6x3%Xx+(6X3)?
C’est-a-dire
(x-7)2=x*>-3x+(-4)2=x*>-3x+5

On en déduit
x2-3x+6=0 & (x-7)?2-1=0 & (x-7)=1 = (x-7) ==1

Finalement S = {6, 8}.
Pour le deuxiéme, dans Z/13Z, I'inverse de 2 est 7 car 7 X 2 = 1. On en déduit que

(x +7%5)% =x*+5x+ (7 x5)*
C’est-a-dire
(x+9)%=x*+5x+ (—4)° =x*+5x +3

Donc
x2+5x+11=0 & (x+9)°+8=0 = (x+9)% =5
Il reste a savoir s’il existe y € Z/13Z tel que y? = 5. Pour cela, la plus simple (pour nous)

est de calculer les carrés :

y |0 £1 2 £3 x4 £5 6
y* /0 1 4 9 3 12 10

Cela montre que 5 n’est pas un carré modulo 13. L’équation n’a pas de solutions.
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Exercice : Les groupes (Z/6Z)*, (Z/8Z)* et (Z/11Z)* sont-ils cycliques?

Correction

— Les éléments inversibles de Z/6Z sont {1,5} = {1, —1}. Le groupe (Z/6Z)* est donc
le groupe ({1}, X) qui est cyclique (il est engendré par —1).

— Les éléments inversibles de Z/8Z sont {1,3,5,7} = {1,3, -3, —1}. Si on regarde alors
<1>={1}h<-1>={+1};<3>={1,3};< -3 >={1,-3}

Cela montre que (Z/8Z)* n’est pas cyclique.
— Les éléments inversibles de Z/11Z sont {1, 2,3,4, 5,6, 7, 8,9, 10}. Si on regarde alors

<1>={1};<-1>={*1};<2>=1{1,2,4,8,5,10,9,7,3,6} = (Z/11Z)*

Cela montre que (Z/11Z)* est cyclique.

5.2 Théoréeme Chinois

On veut résoudre ce probleme :

Un capitaine a une troupe de soldats. Il les regroupe un matin et les compte rapidement. Il décide des
ranger en 3 colonnes ayant chacune le méme nombre de soldats. A ce moment arrive deux soldats re-
tardataires. Le capitaine est de bonne humeur, il leur reproche gentiment leur retard et ordonne a la
troupe de se ranger en 5 colonnes pour que toutes les colonnes aient le méme nombre de soldats. C’est
alors qu’un général arrive et demande a 5 soldats de sortir des rangs. Le capitaine demande alors a ses
hommes de se ranger en 4 colonnes. Combien il y avait-t-il de soldats au premier rassemblement sachant
qu’il y en avait entre 50 et 100 ?

Cela revient a trouver les nombres x tels que

x 0 [3] x = 0 [3]
x+2 = 0 [5] & {x = -2 |[5
x-3 = 0 [4] x = 3 [4

Pour cela on va s’intéresser a 'ensemble Z/3Z X Z/5Z X Z./4Z.

—{ Lemme 19.46 }

Soit n et m deux entiers, si n divise m I’application Z — Z/nZ qui associe a un entier sa
classe se factorise par Z/mZ. De plus l'application ¢ : Z/mZ — Z/nZ obtenue est un
morphisme d’anneaux.

Démonstration : Pour construire une application de Z/mZ dans un ensemble X, on procéde comme
précédemment, il suffit de construire une application f de Z dans X tel que si x;, x; sont deux entiers
tels que x; = x [m] alors f(x1) = f(x2).

Dans la suite de la démonstration, pour x un entier relatif, on notera x sa classe modulo m et x sa
classe modulo n.

Pour tout classe C de Z/mZ, si on se donne deux représentants x; et x, de C. Alors X; = X, car
comme m divise x; — x7, n divise x, — x; puisque n divise m.
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On peut donc définir,
Y. Z/mZ — Z/nZ
x — X

Il reste a montrer que ¥ est un morphisme d’anneaux.
— Soit X7, x; dans Z/mZ on a
Y(x1+%2) =Y (X1 +x2) =x1+x2 = X1+ % = Y (1) + ¥(X2)

— De méme on a /(31 X X3) = ¥ (x7) X ¢ (x3).
— Pourx=1,onay(l) =1

— ATTENTION |

Si n ne divise pas m, cela ne fonctionne plus. Si on essaye par exemple de construire une
application de Z/6Z dans Z/4Z par exemple. Si on regarde la classe 1 de 1 modulo 6, on a
1 = 7 par exemple, mais si on regarde les classes modulo 4,1 # 3 =7.

Théoreme 19.47 (Théoreme Chinois)

Soit (n, m) € N*. On suppose que n et m sont premiers entre eux le morphisme
w:Z/(nm)Z — Z/nZ X Z|mZ

est un isomorphisme.

Remarque : Ce théoréme apparait dans un ouvrage du mathématicien chinois Qin Jiushao (XIIIe
siécle) ou il reprend un probleme de Sun Zi (Ille siécle).

Exemple : On peut illustrer cela en regardant pour n = 3 et m = 4. On consideére tous les entiers
entre 0 et 11 = 12 — 1. On peut les repartir selon leur congruence modulo 3 et modulo 4

0j1] 213
0(0|9|6 |3
114|110 7
2185 2 |11

Démonstration :

— On a déja vu que I'application 7 est bien définie. A chaque classe de Z/(nm)Z, on peut choisir
un représentant dans Z. On lui associe alors ses classes dans Z/nZ et dans Z/mZ. Cela ne
dépend pas du choix du représentant.

— OnavuqueZ/(mn)Z — Z/nZ et Z/(mn)Z — Z/mZ sont des morphismes d’anneaux donc
le produit aussi d’apres la structure d’anneau produit.

— Il reste a montrer que 7 est bijectif. Comme

|Z/(nm)Z| = nm = |Z/nZ X Z.| mZ|

on peut se contenter de montrer I'injectivité. Pour cela on regarde Kerz. Soit C € Z/(nm)Z
tel que 7(C) = 0. On considere x € Z un représentant de C.

On a alors que la classe de x vaut 0 dans Z/nZ et dans Z/mZ donc n | x et m| x. Comme n et
m sont premiers entre eux, nm | x ce qui signifie que C = 0.
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— Corollaire 19.48 |

Soit ny, ..., n, des entiers deux a deux premiers entre eux, il y a un isomorphisme :

p
Z/(ning---np)Z — H(Z/niZ).
i=1

Démonstration : Il suffit de réappliquer le théoréme précédent.

— ATTENTION |

Si n et m ne sont pas premier entre eux, on peut encore construire
m:Z/(nm)Z — Z/nZ X Z/mZ

car n| nm et m | nm mais elle n’est plus bijective.
Par exemple pour n = 4 et m = 6. L’application

w2247 — Z./AZ X 7./ 6Z

n’est pas bijective car 12 # 0 mais 7(1) = (0,0).

Cela permet de revenir a notre probléme. En effet 3, 4 et 5 sont deux a deux premiers entre eux. On
en déduit que la solution a notre probléme qui est ’'élément (0, —2,3) € Z/3Z X Z/4Z X Z/5Z est en
fait une classe de Z/60Z. Il reste encore a la trouver. Pour cela il faut déterminer

v Z/nZxZ/mZ — Z/(nm)Z.

% Méthode : On commence par chercher les antécédents par z de (0,1) et de (1,0).

— On cherche donc x tel que 7(x) = (0, 1). C’est-a-dire un entier x tel que

x = 0 [n]

x = 1 [m]
On sait que n et m sont premier entre eux donc, d’apres la relation de Bézout, il existe (u,v) €
Z? tels que

un+om=1

En particulier, x = un répond a notre question. De ce fait 771(0, 1) = un.
— On cherche donc y tel que 7(x) = (1,0). De la méme maniére 7~ '(1,0) = om.

— Maintenant soit 71 une classe dans Z/nZ et r; une classe dans Z/mZ. On a
a1, 72) = riom + rpun

Dans la formule ci-dessus, si on change le représentant ry, cela revient a prendre r{ = ry + kn
et dans ce cas,

riom+ roun = riom + roun + konm = riom + raun

De méme si on change le représentant r;.
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Exemple : Revenons a notre probleme initial.

On voit que 3 et 20 = 4 X 5 sont premiers entre eux et on a que 7 X 3 — 1 X 20 = 1. On en déduit que
r1 = —20 vérifie

rn =1 [3]
rn = 0 [4]
r = 0 [5]

De méme, 4 et 15 = 3 X 5 sont premiers entre eux et on a que 4 X 4 — 1 X 15 = 1. On en déduit que
ry = —15 vérifie

r. = 0 [3]
ro = 1 [4]
rp = 0 [5]

Pour finir, 5 et 12 = 3 X 4 sont premiers entre eux et on a que 5 X 5 — 2 X 12 = 1. On en déduit que
r3 = —24 vérifie

r3 = 0 [3]
r3 = 0 [4]
r3 1 [5]

Finalement la classe des solutions a notre probléme est la classe de congruence modulo 60 de 0 xr; +
3 X ry—2Xrs=—45+48 = 3. Le nombre cherché est donc 63.

Exercice : 66
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5.3 Indicatrice d’Euler

| Définition 19.49 |

Soit n € N* on note ¢(n) le nombre d’éléments de Z/nZ qui sont inversibles. On a donc
o(n) =(Z/nZ)"| =k e [[0;n-1] [kAn=1}.

La fonction
p: N - N
no = on)

s’appelle I'indicatrice d’Euler.

Leonhard Euler

(1707 - 1783)

Exemples :
1. Ona ¢(1) =1 car 0 est premier avec 1 (ona 0 A 1=1).
2. Sinestpremier, ¢(n) =n—1cartoutk € [[ 1; n— 1]] est premier avec n.
3. Pour les premiers entiers, on a :

n |1 23456789 10 11 12
(p(n)\llz
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n\123456789101112
p(n)[1 1 2 2 426 46 4 10 4

—{ Lemme 19.50 }

Soit 7 : (A, +,X) — (B, ®, ®) un isomorphisme d’anneaux.

Vx € A, x € AX & n(x) € BX

Démonstration :

— Si x est inversible et soit y = x™! alors 7(x) ® n(y) = m(x X y) = 7(1) = 1 donc n(x) est
inversible dans B.

— Siy = m(x) est inversible dans B, I'élément y~! a un antécédent par 7 car 7 est surjective.
Notons « cet antécédent, on a 7(x X &) = 7(x) ® 7(a) = 13 = m(14). Comme de plus 7 est
injective, on obtient

xXa=1y

ce qui montre bien que x est inversible

Proposition 19.51

Soit n et m deux entiers non nuls premiers entre eux :

¢(nm) = ¢(n)e(m)

Remarque : On dit que ¢ est une fonction multiplicative.

Démonstration :

— On utilise le théoréme chinois. On sait que Z/(nm)Z est isomorphe a Z/nZ X Z/mZ. Du fait
de I’étude des éléments inversibles d’un anneau produit,

(Z/nZ x Z|mZ)* = (Z/nZ)* x (Z|mZ)*.

Maintenant, d’apres le lemme,
x € (Z/(nm)Z)* — n(x) € (Z/nZ x Z/mZ)*.
Finalement,

¢(nm) = [(Z/(nm)2)*| = (Z/nZ x Z|mZ)*| = (Z/nZ)* X (Z]mZ)*| = p(n)p(m).

O

Remarque : Cela permet, via la décomposition en facteurs premiers de ramener le calcul de ¢(n)
au calcul de ¢(p®) ou p est un nombre premier.
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Proposition 19.52

Soit p un nombre premier et s € N*,

1
(%) = 55 ol = 8(1__).
pp p—-p p »

Démonstration : On regarde les p°* nombres compris entre 0 et p° — 1. On cherche ceux qui sont
premiers avec p°. Cela revient a chercher ceux qui sont premiers avec p. Or il n’y a que les p*~!
multiples des p qui ne sont pas premiers avec p. Donc

o(p)=p" -p".

Exemple : On veut calculer ¢(2020). On a 2020 = 2% x 5 X 101. De ce fait

0(2020) = @(22%) x (5) X ¢(101) = 2 X 4 X 100 = 800.

Théoreme 19.53 (Théoreme d'Euler)

Soit n € N* et a premier avec n alors

a®™ = 1[n]

Remarque : Quand p est premier, ¢(p) = p — 1, on retrouve le petit théoréme de Fermat.

Démonstration : Il suffit de considérer le groupe multiplicatif (Z/nZ)*. C’est un groupe ayant ¢ (n)
élément. Si a est premier avec n, alors a € (Z/nZ)*. On sait que 'ordre de a divise 'ordre du groupe

(théoréme de Lagrange) donc @*" = T. C’est-a-dire :

a®™ = 1[n].

Exercice : (Théoreme de Wilson)
Montrer que si p est un nombre premier, (p — 1)! = —1[p].

On pourra travailler dans le corps Z./ pZ ou tout élément non nul est inversible
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Correction

On veut montrer que dans F, = Z/pZ,
I1X2X---X(p—-1)=-1

On remarque que pour tout x € [[1; p—1] ilexistey € [[1; p—1] telquex Xy =1
(modulo p) car x est inversible dans F,,. Dans le produit,

I1X2X---X(p—1)

on peut donc « grouper » tout élément avec son inverse. Il faut juste se méfier des éléments
qui sont leur propre inverse ; c’est-a-dire les éléments x tels que x* = 1. Il n’y en a que deux
qui sont 1 et —1. On en déduit que

x=1
x€F,\{0,1,-1}

Finalement,
IX2X---X(p-1)=1X(p—-1)=1%x(-1)=-1

6 Factorisation des polynomes de K[X]
C’est un résultat connu que si n est un entier, il peut s’écrire de maniére unique comme un produit

de nombres premiers. Par exemple 12936 = 2> X 3 x 72 x 11. Nous allons essayer de faire de méme
pour les polynémes de K[ X].

6.1 Polynémes irréductibles

| Définition 19.54 |

Un polynéme non constant P est dit irréductible s’il n’a pas de diviseurs triviaux, c’est-a-dire
que P n’est divisible que par les multiples de P et les polynomes constants. Cela s’écrit :

VO €K[X], O|P = (31 € K,Q = AP ouQ = A).

Remarques :

1. C’est un analogue des nombres premiers. Un nombre entier est dit premier s’il n’est divisible
que par lui-méme et par 1. Avec toujours le fait que les inversibles de K[X] ne sont pas que 1
et —1 mais tous les polynomes constants.

2. On considére qu’un polynome constant n’est pas irréductible, de la méme maniere que 1 n’est
pas un nombre premier.
Exemples :

1. Les polynémes de degré 1 sont irréductibles.

2. Dans C[X] il n’y a pas d’autres polynomes irréductibles. C’est le théoréeme de D’Alembert-
Gauss.

3. Dans R[X] les polyndmes irréductibles sont les polynémes de degré 1 ainsi que les polynomes
de degré 2, aX? + BX + y de discriminant strictement négatif.
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4. Sur d’autres corps c’est plus compliqué. Par exemple X — 2 est un polynéme irréductible dans
Q[X]. En effet s’il ne I’était pas il serait divisible par un polynéme de degré 1 et donc il aurait
une racine dans Q.

5. Sion regarde X°> — 1 dans Q[X],ona (X°> —1) = (X — 1)(X* + X® + X? + X + 1). Maintenant
dans R[X],

2 42
X X34 X2+X+1= (X 2cos(?”)X+ 1)(x? - 2cos(T”)X+ 1)

Ce qui montre que X* + X3 + X% + X + 1 est irréductible sur Q.
6. Dans F, = Z/pZ, le polynéme X?~' — 1 a p — 1 racines. En effet, d’aprés le petit théoréme de
Fermat,

Vxel[1;p-1],x" =1[p]

Donc

p-1
XP 1= H(X —i).
i=1
Remarque : Attention, contrairement a ce que pourrait faire croire ci qui précede, il n'y a pas
équivalence entre étre irréductible et ne pas avoir de racines. On a bien

(P est irréductible ) = P n’a pas de racines.

Cela se démontre bien par contraposée. Mais la réciproque est fausse. Par exemple le polynome
P = 2X*+6X? + 4 n’a pas de racines réelles de maniére évidente. Cependant P = 2(X? +1)(X?% + 2).
Donc P n’est pas irréductible.

6.2 Décomposition en produit de facteurs irréductibles

C’est 'analogue de la décomposition en facteurs premiers dans Z.

—{ Lemme 19.55 }

Soit P un polynome irréductible. Il est premier avec tous les polynémes qu’il ne divise pas.

Démonstration : Soit Q un autre polynéme. On suppose que P et Q ne sont pas premiers entre eux.
Dans ce cas il existe R non constant qui divise P et Q. Comme R est non constant et qu’il divise P
qui est irréductible, il existe A € K* tel que P = RA. On a donc P|Q. O

—{ Théoréme 19.56 }

Soit P un polynéme non constant. Il peut s’écrire sous la forme

p
P=2]]0o
k=1

ou A € K et les Oy sont des polynémes unitaires irréductibles sur K.
De plus cette décomposition est unique a I'ordre des facteurs.

Remarque : On peut inclure les polynomes constants en écrivant alors un produit vide.

Démonstration : La démonstration est analogue a celle dans Z.
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— Existence : On procéde par récurrence forte sur le degré de P. Précisément on pose pour
d € N*, Z(d) = « tout polynome de degré d admet une décomposition en polynémes irréduc-
tibles ».

— Soit d = 1. La proposition &?(1) est vraie car si P est de degré 1, il est irréductible. Il
s’écrit donc AQ ou A est son coefficient dominant.

— Soit d > 2. On suppose que pour tout k € [[1;d —1]] & (k) est vraie. Soit P un poly-
nome de degré d. Si P est irréductible, on fait comme ci-dessus en factorisant par son
coefficient dominant. S’il n’est pas irréductible, il existe Q; un diviseur strict. On écrit
alors P = Q1Q;. Comme deg(Q;) < deg(P) = d et deg(Q;) < deg(P) = d on peut appli-
quer ’hypotheése de récurrence a Q; et Q, puis on fusionne les deux décompositions.

Par récurrence, on a bien montré que tout polynéme de degré au moins 1 admettait un décom-
position en produit de facteurs irréductibles.

— Unicité : Comme dans le cas des entiers, on peut définir pour tout polynéme irréductible Q
la valuation Q-adique :

VP € K[X] \ {0}, v0(p) = max{k € N | Q“|P}

Par I’absurde on suppose qu’un polynéme P admet deux décompositions différentes, quitte a
les « compléter » par des termes de la formes Q° on peut les écrire

P P
p=a][or=ul o
i=1 i=1

Comme A et p sont le coefficient dominant de P ils sont égaux. On en déduit que, comme
les décompositions sont différentes (a part Uordre), il existe i € [[1; p ]| tel que a; # f;. Par

symétrie, on peut supposer i = p et que a;, > f,. En divisant alors par Qﬁp et par A on obtient
que
p—1 p-1
a _ﬁ i ﬁi
oy | e =]
i=1 i=1
p—1
Cela implique que Q, divise ]_l Qiﬁi ce qui est absurde car pour touti € [[1; p—1],Q, AQ; =
i=1
1 p_l
1 (d’apres le lemme) donc Q, est premier avec Qiﬂ ’. La décomposition est bien unique.
1

=

O
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