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1 Ensembles dénombrables

1.1 Définitions

Commencons par rappeler quelques définitions du cours de premiére année sur les ensembles finis.

Définition 6.1 (Equipotence)

Soit X et Y deux ensembles. Ils sont dit équipotents s’il existe une bijectionp : X — Y.

Remarques :
1. Larelation d’équipotence est parfois notée =
2. Larelation d’équipotence vérifie les axiomes des relations d’équivalence.
— Réflexivité. Pour tout ensemble X, en posant ¢ = idx on a bien une bijection ¢ : X — X.

— Symétrie. Soit X, Y deux ensembles tels qu’il existe une bijection ¢ : X — Y de X sur Y. La
bijection réciproque ¢! est une bijection de Y sur X.

— Transitivité. Soit X, Y et Z trois ensembles tels qu’il existe des bijections ¢; : X — Yetg,: Y — Z.
La composée ¢, o ¢ est une bijection de X sur Z.

Définition 6.2 (Ensembles finis) \

Un ensemble X est dit fini s’il est équipotent a un ensemble de la forme [ 1; p]] ot p € N.



Remarques :

1. Les ensembles [[ 1; p ]| peuvent étre vus comme des « prototypes » d’ensembles finis.

2. Pourp=0,[[1; 0] =0 qui est un ensemble fini.

—‘ Proposition-Définition 6.3 (Cardinal) }

Soit X un ensemble fini. Il existe un unique p € N tel que X = [[1; p ]]. On appelle cardinal de X
cet unique entier p. On le note

|X| ou #X ou Card(X)

Définition 6.4 (Ensembles dénombrables) ‘

Soit X un ensemble.
1. il est dit dénombrable s’il existe une bijection ¢ de N dans X.

2. il est dit au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Remarques :
1. Un ensemble X dénombrable peut étre énumérer; X = {x; | i € N} en posant x; = ¢(i).

2. Soit X un ensemble dénombrable et Y un ensemble. S’il existe une bijection de X dans Y alors Y est
aussi dénombrable.

3. Un ensemble fini n’est pas dénombrable mais il est au plus dénombrable.
Exemples :

1. L’ensemble N est dénombrable.

2.



—‘ Proposition 6.5 }

Une partie X de N est au plus dénombrable.

Démonstration : Soit X une partie de N.
— On suppose que X est majorée. Notons N un majorant de X. On voit alors que X C [[1; N]. On en
déduit que X est finie car c’est une partie d'un ensemble fini.

— On suppose que X n’est pas majorée. On pose ¢ : N — X définie par
¢: 0 > min(X)
1 = min(X\ {¢(0)})

n — min(X\e([[0;n-1]))
Comm X n’est pas majorée pour tout entier n, X \ ¢([[0; n — 1]]) n’est pas vide.
Il faut alors vérifier que ¢ est une bijection.
— Par construction, ¢ est strictement croissante donc injective.

— On remarque que pour x € X, x = ¢(n) oun = #{k € X | k < x}. Cela montre que ¢ est surjective.
O

— Corollaire 6.6 |

Soit X un ensemble. Il est au plus dénombrable si et seulement s’il est en bijection avec une partie
de N.

Démonstration :
— Si X est dénombrable, il est en bijection avec N. S’il est fini, il est en bijection avec [[ 1; #X ].
— Si X est en bijection avec Y qui est une partie de Y. Si Y est dénombrable alors X aussi; si Y est
finie alors X aussi.
O

—{ Corollaire 6.7 }

Soit X un ensemble tel qu’il existe une injection : : X — Y ou Y est au plus dénombrable . Alors X
est au plus dénombrable.

Démonstration : Il existe une partie Z de N et ¢ : Y — Z une bijection. L’application ¢ o1 : X — Z est
injective. On en déduit que X est en bijection avec (¢ o 1)(X) qui est une partie de N. Cela montre que X est
au plus dénombrable. O

—{ Corollaire 6.8 }

Un ensemble X tel qu’il existe une surjection s : Y — X ou Y est fini ou dénombrable. Alors X est
fini ou dénombrable.

Démonstration : Il existe une partie Z de N et une bijection ¢ : Z — Y. En composant, so¢ est une surjection
de Z dans X.

On peut alors construire une injection ¢ : X < N en associant a tout élément x son plus petit antécédent par
s o . 1l suffit alors d’utiliser le corollaire précédent pour obtenir que X est au plus dénombrable. O



1.2 Propriétés et exemples

—{ Proposition 6.9 }

Un produit cartésien d’'un nombre fini d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.
C’est a dire que sir € N et X, ..., X, sont des ensembles au plus dénombrables alors X; X - - - X X,
est au plus dénombrable

Démonstration : (Non exigible) Soit X, . . ., X, des ensembles au plus dénombrables. On note ¢; une injection
de X; dans N pour i € [[1; r]]. On considére py, ..., p, des nombres premiers deux a deux distincts et on
construit alors 1 : X; X --- X X, — N par

1: Xy X--+xX, — N

(i) o plt T s ptr )
Justifions que ¢ est injective. Soit u = (x1,...,x,) et v = (y1,...,y,) deux éléments de X; X - - - X X, tels que
1(u) = 1(v). Par unicité de la décomposition en nombres premiers, pour tout i € [[ 1; r ]|, ¢i(x;) = ¢i(y;). En
utilisant 'injectivité des applications ¢, ..., ¢,, on obtient que pour tout i € [[1; r ]|, x; = y; ce qui signifie

que u = v.

On en déduit qu’il existe une injection 1 : X; X -+ X X, = N. Cela montre que X; X - - X X, est au plus
dénombrable. O

Exemples :

1. On en déduit que N?, Z? et de maniére générale Z" sont dénombrables.

. ’ . LB . a N\
2. Tout nombre rationnel r s’écrit de maniére unique sous la forme r = p oua € Z et b € N* en prenant

0
pour convention que 0 = T

On construit ainsi une injection de Q dans Z? et donc dans N en composant avec une bijection de Z?
dans N.

On en déduit que Q est au plus dénombrable et donc dénombrable car il n’est pas fini.

3. Onpeut construire des bijections explicites de N dans Z2. La représentation graphique ci-dessous montre
comment numéroter tous les éléments de Z?2.




—‘ Proposition 6.10 }

Une réunion d’'un nombre au plus dénombrables d’ensembles au plus dénombrables est au plus

dénombrable.
C’est-a-dire que si I est au plus dénombrable et que (X;);er est une famille d’ensembles qui sont au

plus dénombrables alors U X; est au plus dénombrable.

iel

Démonstration : (Non exigible) On considére (X;);c; des ensembles au plus dénombrables indexés par un
ensemble I au plus dénombrable. On se donne donc des injections ¢; : X; — N et une injection ¢y : I — N.
On pose X = |J;¢; X;. Pour tout x de X on note I, = {i € I | x € X;} puis iy ’élément de I, tel que pour tout

i€ L, ¥(ix) <Y ().
On pose alors @ : X — N? définie par @ : x — (¥ (ix), @i, (x)).

Il est alors élémentaire de vérifier que ® est injective. En composant avec une injection de N* dans N on obtient
que E est au plus dénombrable.

—‘ Corollaire 6.11 }

1. On retrouve que Z est dénombrable car Z = N U —N.

1
2. On retrouve que Q est dénombrable car Q = U 1—)2.
PpEN*

— ATTENTION |

Il n’est pas vrai cependant qu’un produit cartésien d’'un nombre dénombrable d’ensembles dénom-
brables (et méme fini) est dénombrable.

Exemple : Montrons que X = {0, 1} n’est pas dénombrable. L’ensemble X est I'ensemble des suites de N
dans {0, 1}.



Remarque : Ce procédé s’appelle I'extraction diagonale de Cantor.

’ Matheux (Georg Cantor : 1845 - 1918)‘

Georg Cantor est un mathématicien allemand, né le 3 mars 1845 a
Saint-Pétersbourg (Empire russe) et mort le 6 janvier 1918 a Halle (Em-
pire allemand). Il est connu pour étre le créateur de la théorie des en-
sembles.

11 établit 'importance de la bijection entre les ensembles, définit les
ensembles infinis et les ensembles bien ordonnés. Il prouva également
que les nombres réels sont « plus nombreux » que les entiers naturels.
En fait, le théoréme de Cantor implique l'existence d’une « infinité
d’infinis ». Il définit les nombres cardinaux, les nombres ordinaux et
leur arithmétique. Le travail de Cantor est d’'un grand intérét philoso-
phique et a donné lieu a maintes interprétations et a maints débats.
Cantor a été confronté a la résistance de la part des mathématiciens
de son époque, en particulier Kronecker. Dans le but de contrer les
détracteurs de Cantor, David Hilbert a affirmé : « Nul ne doit nous
exclure du Paradis que Cantor a créé. »




—‘ Corollaire 6.12 }

L’ensemble R n’est pas (au plus) dénombrable.

Démonstration : (Non exigible) 11 suffit de montrer que [0, 1[ n’est pas dénombrable. Via I’écriture binaire,
[0, 1] est en bijection avec 'ensemble &2 des suites a valeurs dans {0, 1} non stationnaires a 1.

En effet, tout nombre réel x dans [0, 1] s’écrit :

+00

x= Z 2~ ()

n=0
Il y a unicité de cette écriture si on supprime les suites (u,) qui sont stationnaires a 1.

Notons .7 'ensemble des suites stationnaires a 1. Pour tout entier N € N, on pose .# 'ensemble des suites
(uy) telles que pour n > N, u, = 1. On voit que .y est un ensemble fini. L’ensemble .# est donc une réunion
dénombrable d’ensembles finis, c’est un ensemble au plus dénombrable.

Comme I'ensemble {0, 1}N n’est pas dénombrable et que .7 est dénombrable, & n’est pas dénombrable.

Cela permet de montrer que [0, 1[ puis R n’est pas dénombrable.



2 Familles sommables

Nous allons nous intéresser aux familles sommables. L’idée est proche de celle des séries. On va considérer
des familles (u;);e; de nombres (réels ou complexes) indexées par un ensemble I (généralisant le cas des suites
ou I = N). Le but est d’alors de définir la somme de tous ces termes )’ u; quand cela a un sens.

iel
2.1 Rappel sur I'ensemble [0, +0]

Nous allons commencer par rappeler quelques conventions sur 'ensemble [0, +c0] = Ry U {+c0}.

% Proposition-Définition 6.13 (Régles de caIcuIs)}

L’addition et le produit de R, se prolonge a I’ensemble [0, +o0]. Précisément pour x, y dans [0, +o0]
on pose
. 0 ix=0 =0
U x+y six,y€Ry fxy = o e;uy
Y=) 40 sinon axy=1 Y SNy ER
+00  sinon

Avec ces conventions, les regles usuelles de calculs (commutativité, associativité, distributivité de
la multiplication par rapport a I’addition) restent vraies.

Remarque : Notons en particulier de 0 X (+00) = (+00) X 0 = 0.

{ Proposition-Définition 6.14 (Relation d'ordre) }

La relation d’ordre usuelle de R, se prolonge a I’ensemble [0, +co]. Pour x, y dans [0, +o0],

x<y & [(y=+)ou(x,y € Ryetx <y)]

Remarque : On vérifie aisément que la relation d’ordre reste compatible aux deux opérations dans le sens
ou pour x,y, z, t dans [0, +co]

e

= ((x+2) < (y+1) et xz < yt)

NN

—_—
N X

—‘ Proposition 6.15 }

Soit A une partie non vide d’éléments de [0, +oo]. Elle admet une borne supérieure dans [0, +oo].
Plus précisément :

— si A C R; et A est majorée, la borne supérieure de A vue comme partie de [0, +oo] est la
méme que celle de A vue comme partie de R,

— si+o0 € Aou A C Ry et n’est pas majorée, sup(A) = +oo.

Remarque : Pour une partie A de [0, +00] on dira (par abus) qu’elle est majorée si sup(A) < +oo0. C’est un
abus car, par définition, toute partie [0, +co] est majorée puisque pour tout x € [0, 4+00], x < +co.



2.2 Familles sommables d’éléments de [0, +0]

’ Définition 6.16 ‘

Soit (u;)ier une famille d’éléments de [0, +oo] indexée par .

— On appelle somme de la famille et on note ), u; I’élément de [0, +o0] défini par
iel

Zui:supZui:sup{Zui,]CIet]ﬁni}

N ]c[ N N
iel 7 fini ie] ie]
— La famille (u;);e; est dite est sommable si ), u; < +oo.
iel

Cela signifie que {Z u, Jcl et]ﬁni} est majoré (dans R;).
ic]

— ATTENTION |

Dans le cas ou on travaille avec des réels positifs, on peut toujours définir ) u;.
iel
— Si ), u; = +oo la famille n’est pas sommable.
iel
— Si ), u; < +co la famille est sommable.
iel

Remarques :
1. SiI est fini, la famille est sommable et > u; est la somme des termes.
i€l
2. S’il existe i € I tel que u; = +oco alors ), u; = +co.
iel

—{ Proposition 6.17 }

Soit (u;);er une famille sommable de réels positifs, le support de la famille c’est-a-dire 'ensemble
T={iel, u; # 0} est au plus dénombrable.

Démonstration : Notons S = ) u; < +co. Pour tout p € N*, on considere I, = {i el, u > ’}}
iel

L’ensemble I, est fini et on a méme #I, < pS. En effet, si on suppose que I, contient strictement plus de pS

éléments. Soit | une partie finie de I, contenant strictement plus de pS éléments,

C’est donc absurde.

On voit alors que I'ensemble T = [J I, est au plus dénombrable comme union dénombrable d’ensemble
pPEN*
finis.



—‘ Proposition 6.18 (Croissance de la somme) }

Soit (u;)ier et (v;);e; deux familles d’éléments de [0, +oo] indexées par un ensemble I. Si pour tout
idel, u; < v;alors

Z U; < Z U;

il il

En particulier si (v;);es est sommable, (#;);cr aussi.

Démonstration :

—{ Proposition 6.19 }

Soit (u;);er une famille d’éléments de [0, +o0] et J C I. Dans [0, +o0]

< S

ie] iel

En particulier, si (u;);c1 est sommable alors (u;);c; aussi.

Démonstration :

10



—‘ Proposition 6.20 (Lien avec les séries) }

Soit (#;);en une famille de réels positifs indexées par I = N.

+00
2=
ieN i=0

En particulier (u;);es est sommable si et seulement si la série ) u; est convergente.
i>0

Démonstration : On procéde par double inégalité

11



—‘ Proposition 6.21 (Invariance par permutation des indices) |

Soit (u#;) une famille d’éléments de [0, +oo] indexée par I. Soit J un ensemble en bijection avec I et
¢ une bijection de J dans I. Pour tout j € J on pose v; = u, ;). On a alors

En particulier la famille (v;)jc; est sommable si et seulement si (u;);es Lest.

Démonstration : Notons U = {Z u;, I’ cletl ﬁni} etV = { v, ] CcJet] ﬁni}. Montrons que
iel jer

Uu=V.
Soit x € V. 1l existe J* C J un ensemble fini tel que x = .Z vj. Sion note I’ = ¢(J’) alors I’ est une partie
finie de I et <

ZUJ = Z“q)(j) = Z”"

jeJ’ jery iel

Cela montre que x € U et donc V c U.
On peut considérer ¢! qui est une bijection de I dans J pour montrer que réciproquement U C V.

Finalement U = V et donc

Z u; = sup(U) = sup(V) = Zvj

iel jeJ

En particulier la famille (v;) jc; est sommable si et seulement si (u;);er l'est.

O
—‘ Proposition 6.22 (Opérations) }
Soit (#;)ier et (v;)ier deux familles d’éléments de [0, +o0] indexées par I. Soit k un réel positif,
Z(u,- +0;) = Zui + Z v; et Z(kui) = kZui
iel iel il il iel
Démonstration : En exercice. |

—{ Théoreme 6.23 (Sommation par paquets - cas réels positifs) }

Soit (u;);er une famille de réels positifs indexée par I. Soit (I;) jc; une partition de I. Dans [0, +oo],

2| 2w = 2
JE€J \i€l; i€l
En particulier, (u;);cr est sommable si et seulement toutes les familles (u;);c7, sont sommables et

lEIj

que la famille ( > u,-) est sommable.
Jje]

Démonstration : (Hors Programme) . On va démontrer cette égalité par double inégalité.

— Soit K C I un ensemble fini. Pour tout j € J, on note K; = K N I; et on considére T 'ensemble des
indices j tels que K; # 0.

12



On voit que T est une partie finie de J et que pour tout j € ], K; est une partie finie de I;. On en déduit

que
IENPIAEDY DI ED NP
ieK JET \i€K; JET \i€l; JE€J \i€l;

Cela montre par passage au sup que

Suey[Su

iel Je€J \i€l;

— Soit J’ une partie finie de J, on veut majorer ), ( D ui).

JEJ' \i€l;

— S’il existe j € J' tel que ), u; = 400, on a aussi 2, u; = +00. On en déduit que
iel; iel

Z Zui :+00<Zui

jeJ’ \iel; iel

— Si, pour tout j € J', X u; < +00. On fixe ¢ > 0 et on note N = #J’. Par définition de la borne

iEIj
supérieure, pour tout j € J’, il existe une partie finie X; de I; telle que

£
Zui - N < E U < Zui
iGIj iEXj iEIj

En faisant la somme sur tous les éléments de J’ et en notant X = |J X;,

Jjer
O EEDN DI EDIED
jeJ’ \i€l; JjeJ \ieX; ieX iel

L’inégalité de droite venant du fait que X est un ensemble fini.
Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on a donc

2| 2| < 2
jeJ \iel; iel
Cela implique par passage au sup que

e

jeJ \iel; iel

Remarques :

1. Ce théoréme est important. C’est celui que 1’on utilisera le plus souvent.

2. S’il existe un j € J tel que ), u; = +o0 alors automatiquement ), ( > u,-) = 400 et donc ) u; = +o0.

i€l JE€J \i€l; i€l

% Corollaire 6.24 (Théoréme de Fubini) }

Soit A, B deux ensembles et I = A X B. Soit () (4,5)er Une famille de réels positifs. On a

3 D20 E53( )0 B

acA \beB beB \acA (a,b)eAXB

13



Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoréme de sommation par paquets en voyant que si on pose pour
tout a € A, I, = {a} X B, les ensembles I, forment une partition de I. ]

Remarque : On lutilisera la plupart du temps avec A = B = N (ou N*). Une famille de réels positifs
(Up.q) (p,q)enz est sommable si et seulement si :

— pour tout p € N, la famille (up 4)qen est sommable ce qui revient a demander que la série }) u,q4

q>0
converge.

— lafamille [ ¥ u,q est sommable ce qui revient au fait que la série }, | X up 4| converge.
geN peN p>0 \geN

{ Matheux (Guido Fubini : 1879 - 1943)}

Né a Venise, Guido Fubini (19 janvier 1879 - 6 juin 1943) est poussé vers
les mathématiques a un 4ge précoce, encouragé par ses professeurs
et par son pére, lui-méme professeur de mathématiques. En 1896 il
intégre I'Ecole normale supérieure de Pise, ou il est I’éléve d’Ulisse
Dini et de Luigi Bianchi. Il acquiert une certaine notoriété des 1902,
lorsque sa thése de doctorat (datant de 1900), intitulée le parallélisme
de Clifford dans les espaces elliptiques, est discutée dans un travail tres
lu sur la géométrie différentielle publié par Bianchi.

Il est célebre notamment pour ses travaux sur les intégrales, en parti-
culier le théoreme de Fubini.

Exemples :

1. On consideére la famille (up ) (p,q)enxn+ définie par

1
(p+a*)(p+q°+1)

V(p,q) e NX N u,q =

14



2. On considére la famille u, 4 = L= ou (p,q) € (N*)%. On veut savoir pour quels o > 0 la famille est

(p+q)*
sommable.

15



Remarque : Dans la plupart des cas on travaillera avec I = N?. Les partitions utilisées seront souvent

— Les «lignes » : Pour tout j € N, on pose L; = {(i,j) | i € N}. OnaN* = I_I L.

JjEN
6
5 [ ] [ ] ([ [ [ [ ] [ ]
4 { o (] L o o o
3 { o (] o o o o
2 { { ([ L o [ ([
1 [ { { L L [ ([
0 [  J { { L [  J i
0 1 2 3 4 5 6

— Les « colonnes » : Pour tout i € N, on pose C; = {(i, j) | j € N}.OnaN? = I_I C;.

ieN
6
5 { (] ( L L [ ([
4 [ { { L L J ([
3 [ { { L L [ [
2 ] [ [ L L [ [
1 { [ [ L L [ [
0 [ ]  J {  J ] [ [ ] i
0 1 2 3 4 5 6

16



— Les « diagonales » : Pour tout k € N, on pose Dy = {(i, j) € N? | i + j = k}.

6

5 o o o [ ] ] o o

4 o o o [ ] ] o o

3 o o o ] o o o

2 o o ] [ [ [ [

1 ([ o ] ([ ] [ [  J

0 o { ] { ] { ] o o i
0 1 2 3 4 5 6

2.3 Familles sommables de nombres complexes

Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe aux familles de réels non nécessairement positifs ou de
nombres complexes. Les idées développées sont proches de celles des séries absolument convergente et des
fonctions intégrables.

| Définition 6.25 |

Soit (u;)ier une famille de nombres complexes indexée par 1. Elle est dite sommable si la famille de
réels positifs (|u;|);er est sommable, c’est-d-dire si ), |u;| < +oo.

iel
On note t*(I) I'ensemble des familles sommables indexées par 1.

— ATTENTION |

Quand on travaille avec des réels positifs, on peut toujours donner un sens a ), u; que la famille
iel
soit sommable ou non. Dans le cas des nombres réels qui ne sont pas de signe constant ou dans le
cas des nombres complexes ce n’est plus le cas. Il ne faut pas écrire }’ u; avant d’avoir montré la
iel
sommabilité de la famille.

17



—‘ Proposition-Définition 6.26 }

1. Soit (ug)ker une famille sommable de nombres réels indexée par I. Les familles (u])ker et
(u;)kel sont sommables. On pose alors

> = Tt S

kel kel kel

2. Soit (ug)rer une famille sommable de nombres complexes indexée par I. Les familles
(Re(ug))ker et (Im(ug))rer sont sommables. On pose alors

Z Ug = Z Re(ug) + i Z Im(uy)

kel kel kel

Rappel : Pour tout réel x on appelle partie positive (resp. négative) et on note x* (resp. x7) les réels posi-
tifs :

= x six?O‘x_ 0 six>20
0 sinon —x  sinon

Onaainsix =x" —x" et |x| = x"+x".

Démonstration :

18



—‘ Proposition 6.27 (Invariance par permutation des indices) }

Soit (u;) une famille de nombres complexes indexée par I. Soit J un ensemble en bijection avec [
et ¢ une bijection de J dans I. Pour tout j € ] on pose v; = uy(j).

1. La famille (v;);e; est sommable si et seulement si (u;);cs est.

o=

jeJ iel

2. Dans ce cas,

Démonstration : On a déja traité le cas des réels positifs. Montrons que I'on peut s’y ramener dans le cas
général
1. Pour la sommabilité

(vj)jey sommable &= (|v])jc; sommable &= (|u;|)ic; sommable &= (u;);c; sommable

2. Dans le cas ou les familles sont sommables et que ce sont des familles nombres réels,
S Y- S = T - T = T
iel iel iel jej jeJj jeJ

Le cas des nombres complexes est similaire.

—‘ Proposition 6.28 (Sommabilité d’une sous-famille) }

Soit (#;) une famille de nombres complexes indexée par I. Soit J C I une partie de I. Si (u;);es est
sommable alors (u;);c; aussi.

Démonstration : On a déja traité le cas des réels positifs. Le cas général s’y raméne

(ui)ier sommable &= (|u;|);er sommable = (|u;|);c; sommable &= (u;);c; sommable

—‘ Proposition 6.29 (Sommabilité par majoration) }

Soit (u;) une famille de nombres complexes indexée par I. Soit (v;);e; une famille sommable de
réels positifs. On suppose que pour tout i € I, |u;| < v; alors (u;);es est sommable.

Démonstration : Il suffit de voir que

(v;)ier sommable = (|u;|);e; sommable = (u;);c; sommable

—‘ Proposition 6.30 (Lien avec les séries) }

Dans le cas ou I = N, la famille (u;);en est sommable si et seulement si la série ), u; est absolument
i>0
convergente. Dans ce cas

+00
E u; = E Uj.
0

ieN i=
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Démonstration :

On a

(t;)ien sommable <= (|u;|)ien sommable Z |uj|converge Zui converge absolument

i20 i>0

Dans ce cas vérifions que la formule sur les sommes se déduit de celle dans le cas des réels positifs.

—‘ Corollaire 6.31 (Propriétés) |

Cas des réels :
+00 +00 +00 +oo
_ + - _ + - _ + -\ _
PILEDICEDITEDIEDITEDIC BRI
il iel il i=0 i=0 i=0 i=0
Cas des complexes :

+00

Z u; = ZRe(u,-) +i Z Im(u;) = i Re(u;) + i i Im(u;) = i(Re(ui) +ilm(u;)) = Z Uj.
0 i=0 i=0

iel iel iel i= i=0

0

1. (Linéarité de la somme) Soit (u;);er et (v;);e; deux familles sommables. Soit (4, u) deux
scalaires. La famille (Au; + pv;);cs est sommable et

Z)Lui+/wi:/12u,-+,u2w

iel iel iel

2. (Inégalité triangulaire) Soit (u;);er une famille sommable,

2 < )

iel iel

Démonstration :

1.

2.

On sait que comme (u;);es et (v;);er sont sommables les support Z,, et Z, de ces familles sont au plus
dénombrables. On peut alors remplacer I par Z, U Z, qui est encore au plus dénombrable. Le cas ou I
est fini étant évident, on peut supposer que I est dénombrable.

Soit ¢ une bijection entre N et I. On considére x, = Uy (n) et Y = Vy(n)-

On a alors
(ui)ies et (0;)ie; sommables = (xp)nen et (Yn)nen Sommables
= Z Xp et Z Y absolument convergentes
n>0 n>0
= Z(Axn + py,) absolument convergente
n>0
= (Axp + pyn)nen sommable
= (Au; + pvj);er sommable
De plus
Z)Lui+,uv,- = ZAxn+,uy,, =AZx,,+,uZyn =AZui +,qui
iel n=0 n=0 n=0 iel iel

En exercice.
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—‘ Proposition 6.32 (Théoreme d'approximation) }

Soit (u;)ie; € £1(I). Pour tout £ > 0, il existe J C I tel que pour tout F C I contenant J,

Démonstration : Traitons le cas ou pour tout i € I, u; € R.

21



—‘ Théoreme 6.33 (Sommation par paquets - cas complexe) }

Soit (u;);er une famille de nombres complexes indexée sur un ensemble I. Soit (I;) je; une partition
de I. La famille (u;);c; est sommable si et seulement si

— Pour tout j € J, la famille (u;);e 1; est sommable.
— La famille | > |u;] est sommable.
iEIj
jeJ
Dans ce cas,

Su=3(Su

i€l JE€J \i€l;

Démonstration : (Hors programme)

— Commencons par la partie sur la sommabilité. D’aprés le théoréme de sommation par paquets pour les

réels positifs, dans [0, +oo],
DU it =D il

JEJ \i€l; i€l
Comme la famille (u;);c; est sommable si et seulement si la famille (|u;|);c; est sommable, on obtient le

résultat voulu.

— On suppose maintenant que la famille (|u;]);e; est sommable. 11 suffit de revenir a la définition. Traitons
le casou K =R.

D=y ==y Y=y Y ur = Y i —u) =)

iel iel iel JEJ i€l; JEJ i€l; JEJ i€l; JEJ i€l;

— ATTENTION |

I est important de noter que c’est la famille (Z |u,—|) qui doit étre sommable et pas juste
JjeJ

iEIj
2 Ui
iGIj

. Voir exemple 1 ci-dessous
jeJ

22



Exemples :

1

1. On étudie la famille (upg) (p,q)enz OU pour (p,q) € N2 upq=4 -1

q

| ®
©C 6660606
R CNCRONCRONONO
1000 @000
.00 00000

0 1

o
=
=
(oW
I~
o
e}
=
—
~
I
—~—
~
=
Q
~
m
Z
s
+ w
Q
Il

-®® 0 06080
-0 0 006 a

0

sip>q
sip<gq .
sip=gq



2. On étudie la famille (u,4) (,q)en2 OU pour (p,q) € N2 upq = %.

On veut utiliser les paquets D, = {(p, q) € N% p + g = n}. On voit aisément que N? = | |, .\ Dp.
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—— Corollaire 6.34 (Théoreme de Fubini)|

Soit A, B deux ensembles et I = A X B. Soit (4gp)(4,p)er Une famille indexée par I.
La famille (ugp)(ap)er €St sommable si et seulement si

— Pour tout a € A, la famille (u,p)pep est sommable.
— La famille ( > |ua,b|) est sommable
beB

acA
Dans ce cas

()20 E53() > B

acA \beB beB \acA (a,b)eAXB

Corollaire 6.35 (Théoréeme de Fubini pour I = N?)

Soit (tn,m) (nm)enz une famille de nombres complexes indexée par N, Elle est sommable si et seule-
ment si
— Pour tout entier n, la famille la série ), u,, converge absolument.

m>0

+00
— Lasérie ), ( 2 |unm|) converge.
n=0 m=0
Dans ce cas,
+00 [ 400 too [ +o0
2 (Z m) =2 (Zun,m) -

n=0 \m=0

—{ Corollaire 6.36 }

Soit (a;)ier et (b)) jey deux familles supposées sommables. La famille (a;b;)(; j)enz est sommable et

Za,—bej: Z aibj

iel jeJ (i,j)eIx]J

Démonstration : On applique le théoréme de sommations par paquets a la famille (a;b;); j)erxs en consi-
dérant, pour i € I le paquet C; = {(i,j), j € J}.

Dans [0, +o0]
ibj = il X |bi| = il < bill <+
. Z |al Jl som. paquets positive Z Z |al| | Jl (Z |al|) (Z l J|) 0
(i,j)eIx]J iel jeJ iel jeJ
La famille (a;b;)(; jjenz est donc sommable. On peut reprendre le calcul sans les valeurs absolues / mo-

DI IN LA (Z ) § (Z bf)

(i,j)eIx]J iel jeJ iel jeJ

dules
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2.4 Produit de Cauchy

| Définition 6.37 |

Soit ), an et ). b, deux séries numériques (réelles ou complexes). On appelle produit de Cauchy la

n>0 n>0
série ), ¢, ol
>0

Vp €N, cp = Z anbm, = i anbp_pn = ﬁ ap-mbm.
m=0

n+m=p n=0

’ Matheux (Augustin Louis Cauchy : 1789 - 1857)‘

Augustin Louis, baron Cauchy, né a Paris le 21 aott 1789 et mort a
Sceaux le 23 mai 1857, est un mathématicien francais, membre de ’Aca-
démie des sciences et professeur a I'Ecole polytechnique. Il est I'un
des mathématiciens les plus prolifiques de I’histoire. On lui doit no-
tamment en analyse I'introduction des fonctions holomorphes et des
critéres de convergence des suites et des séries entiéres. Ses travaux
sur les permutations sont précurseurs de la théorie des groupes. En
optique, on lui doit des travaux sur la propagation des ondes électro-
magnétiques.

Son ceuvre a fortement influencé le développement des mathéma-
tiques au XIXe siecle, mais le fait qu’il publie ses résultats des leur
découverte sans y appliquer toute la rigueur souhaitée et la négligence
dont il fait preuve concernant les travaux d’Evariste Galois et de Niels
Abel entachent son prestige.

—{ Théoréeme 6.38 }

Siles séries ), a, et ). b, convergent absolument alors la série ), c, converge absolument et

n=0 n>0 p>0
+00 +00 +00
2= (Z) (an)‘
p=0 n=0 n=0

Démonstration : Les séries ), a, et }, b, étant absolument convergentes, les familles (a,)nen et (by)nen

n=0 n=0
sont sommables et donc la famille (a,bm) nm)en €st sommable.

De plus
+00 +00
S arb - (Z) (Z bm).
(n,m)€N? n=0 m=0

11 suffit maintenant de découper selon les paquets D, = {(n,m) € N>, n+m = p}. On a alors

[

S atn=3[ 3 b=

(n,m)€eN? PEN \(n,m)eD, p=0

Remarque : Ce résultat sera utilisé pour démontrer le produit de Cauchy de deux séries entieres.
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Exemples :
n n
X ) -
1. Pour x,y € C, on prend a, = — et b, = = Ces séries sont absolument convergentes.
n! n!

2. Soit x € C avec |x| < 1.

On prend a, = b, = x". Les séries }; a, et }, b, sont absolument convergentes car |x| < 1.
n=0 n=0
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3. Soita, =b, =

(="
vn + 1'
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