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Interrogation 4 — Corrigé Convergence dominée MP2 - 2026/2027

A. Limites d’intégrales 8 pts

w/2
1. u, :/ (cost)™ dt
0

On pose fy(t) = (cost)”, continue sur [0, 7].

e Convergence simple. Pour t € |0,%] on a 0 < cost < 1 donc f,(t) = 0 ; de plus
fn(0) = 1. La limite simple f = 1) est continue par morceaux.

e Domination. |f,| < 1, fonction intégrable sur le segment [0, 5].

w/2
Par convergence dominée, u,, — / f=0.
0
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e Convergence simple. Pour ¢t > 0, e — 0 donc f,(t) — 2e7! ; et f,(0) = 1. La limite
simple f est continue par morceaux (elle ne différe de ¢ — 2e~! qu’en 0).

On pose fi,(t) continue sur [0, +o0.

e Domination. Comme 1+e¢ ™ > 1, 0n a0 < f,(t) < 2e™!, fonction intégrable sur [0, +oo].

+00
Par convergence dominée, v,, — / 2e tdt = 2.
0

3. wn:/ t3<1—t> dt
0 n

+o0
Il faut se ramener & un intervalle fixe : w, = / fn(t) dt avec
0

falt) =17 (1 - t)n L(on) (1),

n

continue par morceaux sur [0, +oo.

e Convergence simple. Soit t > 0 fixé. Pour n > t,
fot) =t exp(nln(l - %)) et nln(l—1)=—t+o0(1),

donc f,(t) — t3e~t.
t

e Domination. Pour 0 <t <n,ona (0 <1-_ < etin (car 1 — 2z < e™), donc 0 <
(1 —L)m < e~ Ainsi, pour tout ¢ > 0 (le cas t > n étant trivial),

0 < fult) < t3e,

fonction intégrable sur [0, 400 car t3e~! = +?>o(tl2)

+oo
Par convergence dominée, w,, — / t3e~tdt. Par intégration par parties (le crochet est nul),
0

+o00 +o0
pour k > 1, / the=t dt = k:/ t*=te=t dt, d’on
0 0

+00 +oo
/ t3e_tdt—3><2><1></ e tdt = 6.
0 0
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Int
On pose f,(t) = 12725”’ continue sur ]0, 1].
e Convergence simple. Pour ¢ €]0,1[, " — 0 donc f,(t) — Int ; et f,(1) =0 =1Inl. La

limite simple est f : ¢ — Int, continue sur |0, 1].

e Domination. Comme 1+ ¢" > 1, |f,(¢)| < |Int|. Or Int = 8(%) et t — ﬁ appartient a
L(]0,1]), donc ¢ — | Int| aussi.

1 1
Par convergence dominée, x, — / Intdt = [t Int — t} 0= -1.
0

B. Calcul par intégration terme a terme 6 pts

t
dt

+oo
5—6. Calcul de I —/ 7 .
0 e’ — 1

Développement en série. Pour t > 0, 0 < e~! < 1 donc
_ +oo

t tet o

-1 1—et :Zte '
n=1

On pose f,(t) =te ™ pour n > 1.

Hypothéses.

e Les f,, sont continues sur ]0,+oo[ et la série Y- f,, converge simplement vers S : ¢ — 5,
continue sur ]0, +o00].
e Les f,, sont positives et intégrables puisque pour n > 1, te™™ = 0 (1/t2) et que (t — t%) €
o
LY([1, +oo).

Par intégration terme a terme dans [0, +00]

I= / dt = / te™ | dt = </ te™ " dt)
0 et =1 0 n=1 n=1 0

De plus, par intégration par parties,

+o0 —nt +00 +00

t 1 1
/ te~™ dt = [— ¢ } +/ e dt = —5.
0 n 0 n 0 n

Finalement, S est intégrable sur |0, +oo] et

+oo

I rtoo . 1 2

1= te”™dt = — = —.
Z/O € Z n2 6
n=1 n=1

Dota=1etb=6.
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D. Question rédigée 5 pts
S~ (D"
7. Montrer que K = / —5 dt converge et que K = — nzo m

Développement en série. Pour ¢ €]0,1[, on a t? < 1 donc

“+o00
1 n n PR lnt n n
1—|—t2:§ (—1) 2 d’ou g i), il == )tQ In¢.
n=0

Une intégrale intermédiaire. Soit n € N. Par intégration par parties,

1 1 £2n+1 1 1L 42n
/ |fn(t)\dt:—/ t*" Intdt = — Int +/ dt
0 0 2n—|—1 0 0 2n—|—1

car le crochet converge puisque 2741 In(t) — 0. On en déduit que
t—0

1 1 t2n 1
n(t)|dt = dt = .
/0 |/ (®)] /0 2n + 1 (2n+1)2

Hypothéses du théoréme.

e Les f,, sont continues et intégrables sur 0, 1]

e La série de fonctions ) f,, converge simplement vers t — continue sur ]0, 1[.

Int
1412’
1

. . 1
e D’aprés ce qui précéde, la série converge car —————— ~ ——.
D qui p , gofo | fnl 8C CAr 5 T T)E S 2

Int ;
converge e ue
1+ ¢2 < 4

1 = (Y
k=3 [ roa= 500 (i) =S o

Conclusion. Le théoréme d’intégration terme & terme montre que ¢ +—




