MP1 / MP2 Devoir libre 5 - Corrigé 2026 — 2027

1)

Exercice |

Soit f € H. Commengons par remarquer que si # € [0,3[, 3z € [0,1] et que si z € [3,1],

3z —2 € [0,1] donc T'(f) est définie sur [0, 1].

De plus, T(f)(0) = 5/(0) =0 et T(f)(1) = 3(1 + f(1)) =

Ensuite, T'(f) est continue d’aprés les théoremes généraux sur [0,1] \ {3;2}. Pour finir,
lim T(f)(z) =1 car f(1) =1et lim, T(f)(z) =% car f(0) = 0.

m—)* x_>,

3

On a bien montré que T(f) € H

Soit f,g € H?. Soit z € [0,1].

— Six <5, [T(f)(@) = T(g)(x)| = 5/f(32) — 9(3z)] < 3||f — glloe-
— §1x€[3>3] T(f)(x) = T(g)(@)| =0 < 3|If — 9ll-

— 1:c>—

T() () ~T(9) )] = 5|1+ 7 (Be—2)~1-g(32-2)| = 5| Be—2)~g(Be-2)| < Sl ~glle

On en déduit que dans tous les cas, |T(f)(z) — T(g)(z)| < 3||f — gl Cela implique que
IT(f) = Tl < 3lIf = glloo-

Voici les graphes des fonctions gg, g1 et go

9o() 91() 92()

n—1
Soit x € [0,1] et n € N, par téléscopage, gn(x) = go(z) + >_ grr1(z) — g(x).
k=0

Par la question 1) et par récurrence, les fonctions g, sont toutes dans H.

En utilisant la question 2) on voit que pour tout entier n,

[19n+2 = gntalloo = 1T (gn11) = T(gn)ll0 < ||9n+1 Gnlloo

Par une récurrence immeédiate,

1 n
€ Nl = ull < () llo - sl

Commé la série géométrique de raison 1/2 converge, on en déduit que la série de fonctions
> n>0(gnt1 — gn) converge normalement et donc uniformément sur [0, 1], ce qui signifie que
la suite de fonctions (g, — go)n>0 converge uniformément, donc la suite (g,)n>0¢ converge
uniformément.



5)

On remarque pour commencer que pour tout n € N, g,(0) =0 et g,(1) =1 car g, € H. Par
passage a la limite, ¢g(0) =0 et g(1) = 1.

Les fonctions g, sont toutes continues car appartiennent a H.

Comme la suite (g,) converge uniformément vers g, la fonction g est continue.

On a Ky = ho(Ky) Uhy(Ky) = [O 1} U [2 1}. On a alors

)3 3
1 21 27 8
Ky = ho(K)) Uly(Ky) = [0,=| U [= 2| U|Z, 5| u |21
2 o(K71) U hy(K;) [O’Q}U{Q’B}UL&’Q}UL}’]
K, C K,

Soit n € N tel que K, 11 C K,,. Alors
Ky = ho(Kps1) Ul (Kpqq) C ho(Ky) U (Ky) = Ky

Ainsi par récurrence on aVn € N K, 1 C K,,.

Montrons par récurrence que pour tout n € N, K,, est réunion de 2" segments deux a deux
disjoints et tous de longueur 37".

K est un segment de longueur 1 donc est réunion de 2° segments 2 & 2 disjoints de longueurs
370,
Soit n € N tel que K, soit réunion de 2" segments tous de longueur 37".

Comme hy est continue, ho(K,) est réunion de 2" segments. Comme hg est injective, ces
segments sont 2 a 2 disjoints. Comme hg est une homothétie de rapport 1/3, ces segments

sont tous de longueur 3~("*1). De plus ils sont tous inclus dans [0, 3.

De méme hy(K,) est réunion de 2" segments 2 a 2 disjoints, tous de longueur 3~

dans [2,1].
Ainsi, puisque [0, 3] N [2,1] =0, K,,11 est réunion de 2"™ segments 2 & 2 disjoints et tous de
longueur 3~

n+1) ot inclus

Soit © € U. Alors il existe n € N tel que = ¢ K,,.
D’apres la question précédente, K, s’écrit

[CLl, bl] ... u [CLQn, an]

avec 0 = ay < by < ag <...< by =1, car par récurrence on a 0 € K,, et 1 € K,,.

Posons ip = max{i € [1,2"] | b; < x}, qui est bien défini comme minimum d’une partie
non vide de N puisque z > by et majorée par 2" — 1, on a b;, < x < a;,41 car sinon x €
[@ig 41, big11] C K.

Posant e = min(x — b, a;,.1 —x) on a |r —e,x +e[NK, =0 et € > 0.

Montrons par récurrence que

WneN Vrel0,1] galx)= @)n/o Ly, (£)dt

La propriété est vraie au rang 0 car

vz € [0,1] (;)O/OwﬂKo(t)dt:/;dtzngo@)

Soit n € N tel que la propriété soit vraie au rang n.



Siz < 2 alors

wl=

st = gonen) =3 (3) [ty

et par le changement de variable s = t/3, dt = 3ds on obtient

1 3" v ol
Gna1(x) = 5gn(?wz:) = 5ot i 1k, (3s)3ds = gt | Ik, (s)ds
carpour 0 < s < < tonas€ K, < s€hy(K,) < 3s € K,.

3
Sizelh3)

1 3n+1 1/3 3n+1 T
In1(z) = 5= Inr1(1/3) = nil /o Ik, (t)dt = il /0 Ik, (t)dt

car K, 11N)3, 2[C K,1N]3, 2[= 0.

Si z €]2,1],
dra(e) = 30+ ga(30—2))
— %4_%;)—: 03:6_2 1k, (t)dt
_ %Jr%;’_: ;]lKn(?)s—Z)?)ds

par le changement de variable t = 3s — 2, dt = 3ds
3n+1 T
= ouri /0 Ik, (s)ds
car + = g,41(2/3) = g’::i 02/3 Ik, (s)ds et pour 2 < s <z < l,ona:se K,1 & s¢€
hi(K,) < 3s—2 € K,.
Soit x € U.

Par la question 7, il existe € > 0 et n € N tel que I =|x — e, x + €[ soit disjoint de K,,, et donc
de tous les K, pour p > n car alors K, C K,, par la question 6.

Par la question 8 les fonctions g, sont constantes sur I pour tout p > n. Comme la suite (g,)
converge uniformément donc simplement vers g, la fonction g est constante sur I. Donc elle
est dérivable en = avec une dérivée nulle.

Exercice |l

Pour tout ¢ €] — 1,1[ et tout n € N*, [f.(t)] < [t|* donc la série Y -, fu(t) converge
absolument donc converge. Ainsi la série de fonctions ) | f, | converge simplement sur | — 1, 1] |.
Soit a €]0, 1].

a) Pour tout ¢ €] — 1, 1] et tout n € N*,

fn(t) = """ sin(nt) + t" cos(nt)

|f2()] < " sin(nt)| + [t" cos(nt)| < 2a™7!

Donc || f}||so,—aa < 2™

Donc la série ) f;, | converge normalement sur [—a, a] |.




b) Les fonctions f, sont de classe C', la série Y f,, converge simplement sur | — 1,1[ et la
série > f/ converge uniformément sur tout segment de | — 1,1[. Donc f est de classe C*
et pour tout t €] — 1, 1],

[e.9]

f'@) = Z t"sin(nt) + t" cos(nt)

n=1
9 00

_ jm(z tn—leint) + %2(2 tneint)
n=1 n=1
toeit tle’it
. R ,
1 — tett + 21 — tett
Jm(e(1 —te™™)) + Re(te’ (1 — te™™))
(1 —te?)(1 —te™™)

sint 4+ t cost — t2

I
Q

m

!
1) =
F'(#) 1 —2tcost + t2
c) Soit g : t — arctan ({32L).
Pour tout t €] — 1, 1],
sint +tcost)(1l —tcost) —tsint(—cost +tsint 1
g,(t) = ( )( ) ( )X t2sin?t

(1 —tcost)? 1+

1—tcost)?
sint — tsintcost + tcost — t2cos?t + tsintcost — t2sin’t
1 —2tcost + t2cos?t + t2sin’ t

= ()
et £(0) = 32,0 = 0 = g(0).
Donc |Vt €] — 1,1]  f(t) = g(t)|.
3) a) Pour tout n € N* et t € [—1,1],

te't(1 — tme™)
A, ()] = |3 .
EN0] m—
< te't(1 — tﬁemt)
1 — tet
. 2
S|1 - teit|

Or la fonction ¢ — est continue sur le segment [—1, 1] (le dénominateur ne s’annule

2
jamais car si |t| < 1 alors [te] < 1, et si [t| = 1 alors te” = de* #£ 1), donc elle est

majorée. Notant M sa borne supérieure (qu’elle atteint), on a :
pour tout n € N* et t € [—1,1], A, ()] < M

b) Soient n € N et t € [—1,1].



"tk sin kt B () =~ Ajq(t)
k - ko 2 k
k=1 k=1 k=1
_ zn: Art) A
— k —i +1
n—1
1 1 An(t)
> m(k k+1)+ O oo (1) =0
— k(k+1) n
c) Posons gy :t € [-1,1] — kf(l;g)

OnaVvk > 1 ||gklloo-11]

donc uniformément sur [—1,

D)

< L. < Y. Donc |la série Y gy converge normalement

1].

et

Par ailleurs la suite de fonctions (A, /n) converge uniformément vers la fonction nulle car

1A/ 7|0 f-r0) < M/n.

Donc la suite de fonctions ¢ — >, fx(t) converge unirformément sur [—1, 1]. Ainsi la série

de fonctions | Y, . | fr converge uniformément sur [—1,1]

. De plus pour tout ¢t € [—1, 1]

(bien remarquer le fait suivant : les deux séries ) fx et > gx convergent uniformément et
ont méme somme, mais on a convergence normale que pour la série ) gi).

Par continuité des fi (ou des g) et convergence uniforme,

+oo |
Q) ¥ e = 7

Comme f est continue en 1,

+oco .
Zsmn _
n=1 n
De méme,
f(—l)”sinn B
n=1 n

f est continue sur [—1,1]|.

tsint
lim f = lim arctan _temE
1 —tcost

1- t—1—

sin 1 .
arctan car arctan est continue

1 —cosl
2sin(1/2) cos(1/2)
2sin?(1/2)

arctan

= arctan cotan(1/2)

T—1

2

5 arctan(tan(1/2)) =

tsint

lim arctan ——
1 —tcost

t—(—1)*

sinl arctan 2sin(1/2) cos(1/2)
1+ cosl 2 cos?(1/2)

Am (=f) ==

— arctan




